
第5章

CHAPTER
 

5

机器人静力学

    

机器人静力学主要是研究机器人处于静平衡态时的力系简化和受力分析问题。所谓平

衡态一般是以地球为参照系确定的,是指物体相对于惯性参照系处于静止或匀速直线运动

的状态,即加速度为零的状态。本章主要介绍机械臂在静止状态下的受力计算分析以及广

义力在不同坐标系中的转换问题。

5.1 引言

静力学(Statics)一词是法国数学家、力学家皮埃尔·伐里农(Pierre
 

Varignon,1654-
1722)提出的。静力学在工程技术领域有着广泛的应用,比如建筑物的受力分析、桥梁的受

力分析等。
按研究对象的不同,静力学主要分为质点静力学、刚体静力学、流体静力学三大类。机

器人静力学属于刚体静力学的范畴。
按研究方法的不同,静力学问题主要有图解法和解析法。
图解法是用几何作图的方法来研究静力学问题。图解法获得的结果精确度不高,但计

算速度快,所以在工程技术领域中应用较多。皮埃尔·伐里农在静力学问题的图解法方面

做了大量开创性的工作。
解析法是基于平衡条件式或虚功原理用代数的方法求解未知约束的反作用力,计

算精度高,是一种更具有通用性和普遍性的方法,但与图解法相比,计算速度慢。法国

著名数学家、力学家拉格朗日(Joseph-Louis
 

Lagrange,1736—1813)是静力学解析法的

奠基人。

图5.1 灵巧手捏鸡蛋

机器人静力学研究什么问题呢? 举例说明。图5.1所示的三指灵巧手采用指尖捏住鸡

蛋静止时,一般会关注各关节的驱动力与指尖作用力之间的关

系。因为指尖力量过大会捏碎鸡蛋,力量过小则捏不住鸡蛋,
鸡蛋会脱落,因此这种力的传递关系对于灵巧手的设计和可靠

操作非常重要。此外,会关注各手指指杆的受力情况,用以校

核各指杆的刚度及计算各指杆的变形情况。
在机器人静力学研究中主要采用解析法,本章也主要介绍

机器人静力学的解析方法。
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5.2 机械臂连杆受力与关节平衡驱动力

机械臂通常由连杆和关节依序串联而成,通过末端与外界发生力的相互作用,例如托举

重物、打磨工件等,如图5.2所示。

图5.2 机械臂与外界力作用举例

静力学分析所关注的是机械臂在静止状态时的受力平衡问题,如机械臂末端与外界有

力的作用时,力是如何从末端向各连杆传递的? 各关节需要施加多大的驱动力才能保持机

械臂的静力平衡状态?

5.2.1 机械臂连杆受力计算

这里将串联机械臂的连杆当成刚体,以其中一个连杆i为对象对其进行静力分析,连杆

i及其相邻连杆之间的作用力和作用力矩关系如图5.3所示。

图5.3 连杆i受力情况

图5.3中,在连杆i上建立了坐标系{i},在连杆i+1上建立了坐标系{i+1}。通常,
坐标系{i}和坐标系{i+1}分别与连杆i和连杆i+1上的D-H坐标系相同。

Fi 是连杆i-1作用在连杆i上的力,Mi 是连杆i-1作用在连杆i上的力矩,作用点

都是坐标系{i}的原点Oi。

Fi+1 是连杆i作用在连杆i+1上的力,Mi+1 是连杆i作用在连杆i+1上的力矩,作
用点都是坐标系{i+1}的原点Oi+1。

根据牛顿第三定律:
 

两个物体之间的作用力和反作用力在同一条直线上,大小相等,方
向相反,则连杆i+1作用在连杆i上的反作用力是-Fi+1,连杆i+1作用在连杆i上的反

力矩是-Mi+1。
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Gi 是连杆i的重力,作用在连杆质心ci上;
 ci
 ir是连杆i的质心在坐标系{i}中的位置

矢量;
 i+1
  iP 是表示坐标系{i+1}的原点Oi+1 在坐标系i  中的位置矢量。

在坐标系i  中,以原点Oi 为支点,连杆i处于静平衡状态,合力为零,则可得两个平

衡方程:
 

力平衡方程:
 iFi-

iFi+1+
iGi=0

力矩平衡方程:
 iMi-

iMi+1-
i+1
  iP×

iFi+1+
ci
 ir×

iGi=0
上述两方程中,变量iFi,

iFi+1,
iGi,

iMi,
iMi+1 的左上标i表示变量在坐标系 i  中

的值。由这两个方程可得连杆i关节处受到的力和力矩的递推计算公式为:
 

iFi=
 iFi+1-iGi

 
iMi=

 iMi+1+i+1
  iP×iFi+1-ci

 ir×iGi (5-1)

  当机械臂的末端连杆与外界有作用力和力矩时,可以采用式(5-1)依次递推计算出从末

端连杆到基座的运动链中,每个连杆关节处受到的作用力和力矩。
如果忽略掉连杆本身的重量,式(5-1)可以写成如下形式:

 

iFi=
 iFi+1

 
iMi=

 iMi+1+i+1
  iP×iFi+1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  采用旋转矩阵,将iFi+1 和iMi+1 表示成从坐标系{i+1}中的量向坐标系{i}转换的形

式,则上式可改写为:
 

iFi=
 i+1
  iR·

 i+1Fi+1
 
iMi=

 i+1
  iR·

 i+1Mi+1+i+1
  iP×iFi

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-2)

  式(5-2)就是在忽略连杆重力时,机械臂各连杆关节处受力的递推计算公式。

5.2.2 关节平衡驱动力计算

当机械臂处于静力平衡状态时,根据式(5-2)可求出连杆i关节处所受的力和力矩(忽
略连杆重量),由此可求出关节i需要施加的平衡力或平衡力矩。下面针对旋转关节和移动

关节分别做介绍。

1)
 

旋转关节平衡驱动力矩计算

如果不考虑关节中的摩擦力,旋转关节电机只需提供绕关节轴旋转的扭矩,其余各个方

向的力和力矩都由关节的机械结构承受了。因此,为保持连杆i的静力平衡,旋转关节i的

驱动力矩为:
 

τi=
 iMT

i·
 iZi (5-3)

  式中,iMi∈R
3×1,是连杆i关节处受到的力矩,iZi∈R

3×1,是坐标系{i}的Z 轴在{i}

系中的矢量表达,iMT
i 的右上标T是转置。

下面举例说明如何计算旋转关节的平衡驱动力矩。

例1:
 

假设连杆i处于静平衡状态,关节处所受的力矩为iMi=

mxi

myi

mzi

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

10
20
30

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,求旋转
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关节i需施加的平衡驱动力矩。
解:

  

依据式(5-3),旋转关节i需施加的平衡驱动力矩为:
 

τi=
 iMT

i·
 iZi=

10
20
30

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

T

·
0
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 = 10 20 30  ·

0
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =30

  虽然式(5-3)看着很复杂,但由于iZi= 0 0 1  T,所以只要知道了iMi 在iZi 轴的分

量,就很容易求出旋转关节i的平衡驱动力矩。

2)
 

移动关节平衡驱动力计算

如果不考虑关节中的摩擦力,移动关节只需要提供沿Z 轴方向的驱动力,其余方向的

力和力矩都由关节的机械结构承受了,所以移动关节的平衡驱动力为:
 

τi=
 iFT

i·
 iZi (5-4)

  式中,iFi∈R
3×1,是连杆i在关节处受到的力,iZi∈R

3×1,是坐标系{i}的Z 轴在{i}

系中的矢量表达,iFT
i 的右上标T是转置。

下面举例说明如何计算移动关节的平衡驱动力。

例2:
 

假设连杆i处于静平衡状态,关节处所受的力iFi=

fxi

fyi

fzi

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =

10
20
30

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,求移动关节i

需施加的平衡驱动力。
解:

  

依据式(5-4),移动关节i需施加的平衡驱动力为:
 

τi=
 iFT

i·
 iZi=

10
20
30

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

T

·
0
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 = 10 20 30  ·

0
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =30

  从上述算例可以看出,移动关节的平衡驱动力就是连杆i关节处所受力iFi 在iZi 轴的

分量。
注意:

  

在关节平衡驱动力/力矩的计算中,对于旋转关节计算得到的是力矩,单位是

N·m(牛顿·米),对于移动关节计算得到的是力,单位是N(牛顿)。

图5.4 2R机械臂受力平衡

例3:
 

如图5.4(a)所示,平面2R机械臂末端受到

外界施加的作用力为F,F 是在机器人末端坐标系中

描述的,机械臂处于静平衡状态,求各连杆关节处受到

的力和力矩以及各关节需施加的平衡驱动力矩。
解:

  

如图5.4(b)所示,首先在两个关节上建立连

杆坐标系{1}和{2},X1 和X2 分别在连杆1和连杆2
上,坐标系原点分别位于两个转轴中心,Y1 和Y2 分别

垂直于连杆1和连杆2,Z1 和Z2 分别过原点垂直于

纸面;
 

参照坐标系{2},在机器人的末端建立坐标系

{3},坐标系{3}和{2}具有相同的姿态,最后在基座上建立参考坐标系{0}。图中所有坐标系

的Z 轴都垂直于纸面,为了视图清晰,Z 轴都未标注。

在坐标系{3}中,F 可被表示为F=3f3= fx fy 0  T,则利用式(5-2)可得连杆2关
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节处所受的力和力矩为:
 

2f2=
 3
2R·F=

 3
2R·

 3f3=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ·

fx

fy

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

fx

fy

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

2M2=
 3
2P×2f2=

l2
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ×

fx

fy

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

0
0

l2fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  再由式(5-2)递推出连杆1关节处所受的力和力矩为:
 

1f1=
 2
1R·

 2f2=

c2 -s2 0

s2 c2 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

fx

fy

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

c2fx -s2fy

s2fx +c2fy

0

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁         

1M1=
 2
1R·

 2M2+
 2
1P×1f1=

c2 -s2 0

s2 c2 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
0
0

l2fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 +

l1
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ×

c2fx -s2fy

s2fx +c2fy

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

0
0

l2fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 +

0
0

l1s2fx +l1c2fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

0
0

l2fy +l1s2fx +l1c2fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  由于机械臂的两个关节都是旋转关节,因此采用式(5-3)求得各关节的平衡转矩为:
 

τ1=l1s2fx +l1c2fy +l2fy

τ2=l2fy

  写成矩阵形式,即:
 

τ1
τ2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

l1s2 l1c2+l2
0 l2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 fx

fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (5-5)

  这样就求得了在机械臂末端施加作用力F 时,各连杆关节处受到的力和力矩及各关节

需提供的平衡驱动力矩。需要注意的是,本例中,作用力F 是在局部坐标系{3}中描述的。
例4:

 

对于图5.4(a)中所示的平面2R机械臂,如果外界作用力F 是表示在机械臂的基

坐标系中的,求机械臂处于静平衡态时两个关节的平衡驱动力矩。

解:
  

假设基坐标系中外界作用力F=0f3=
0fx

0fy 0  T,该力在机械臂末端坐标

系中为3f3= fx fy 0  T,则它们之间的转换关系为:
 

3f3=
 0
3R·

 0f3=
 3
0R-1·

 0f3
  坐标系{0}与坐标系{3}之间的姿态转换关系可描述为:

 

坐标系{0}绕Z0 轴旋转θ1 角,
变为坐标系{1},坐标系{1}再绕Z1 轴旋转θ2 角,则与坐标系{2}姿态相同。因为坐标系

{3}与坐标系{2}姿态相同,所以坐标系{3}到坐标系{0}的转换矩阵为:
 

3
0R=

 2
0R=R(Z,θ1)·R(Z,θ2)=

c1 -s1 0

s1 c1 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ·

c2 -s2 0

s2 c2 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

c12 -s12 0

s12 c12 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

式中,s12=sin(θ1+θ2),c12=cos(θ1+θ2)。



126  

则:
 

3
0R-1=

c12 s12 0

-s12 c12 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  可建立如下等式:
 

3f3=
3
0R

-1·0f3=

c12 s12 0

-s12 c12 0

0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

·

0fx

0fy

0

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=
fx

fy

0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

由上式可求得:
 

fx

fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =
c12 s12
-s12 c12

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 ·

0fx

0fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

将上述求得的fx 和fy 的值代入式(5-5),可得:
 

τ1
τ2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =

l1s2 l1c2+l2
0 l2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 fx

fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

=
l1s2 l1c2+l2
0 l2

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·

c12 s12
-s12 c12

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·

0fx

0fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

=
-l1s1-l2s12 l1c1+l2c12

-l2s12 l2c12

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·

0fx

0fy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

  由此求得了2R机械臂在末端受到作用力F(基坐标系下描述)时,为保持静态平衡,各
关节需提供的平衡驱动力矩。

5.3 静力平衡方程与静力映射分析

静力平衡方程主要是建立机器人静平衡条件下末端受力与关节平衡驱动力之间的映射

关系,静力映射分析主要是分析关节空间的力与操作空间中的力之间的关联关系,这两者都

是机器人静力学分析中的重要内容。

5.3.1 静力平衡方程

静力平衡方程是采用虚功原理建立的。
虚功原理是分析静力学的重要原理,也被称为虚位移原理,是科学家J.L.Lagrange于

1764年提出的,当时他才28岁。该原理是:
 

一个原为静止的质点系,如果约束是理想双面

定常约束,则系统继续保持静止的条件是所有作用于该系统的主动力对作用点的虚位移所

做功的和为零。
虚位移指的是物体被附加的满足约束条件及连续条件的无限小可能位移。虚位移的

“虚”字表明它可以与真实的结构受力而产生的真实位移无关,可以是由其他原因(如温度变

化、外力系作用或其他干扰)造成的满足位移约束、连续条件的可能几何位移。由于虚位移
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是无穷小位移,所以在产生虚位移过程中不会改变原受力平衡体力的作用方向与大小,即受

力平衡体的平衡状态不会因产生虚位移而改变。
真实力在虚位移上做的功称为虚功。数学表示上,虚功是力矢量或力矩与虚位移的点

积。对于力矩,虚功为W=τT·δq;
 

对于力,虚功为W=FT·δd。
针对不同的对象,虚功原理演变出不同的细分原理,如刚体体系的虚功原理、变形体系

的虚功原理等。机器人静力学分析中采用的虚功原理属于刚体体系的虚功原理。刚体体系

的虚功原理:
 

假设在满足理想约束的刚体体系上作用任何的平衡力系,刚体体系发生满足

约束条件的无限小位移,则主动力在位移上所做的虚功总和恒为零。功是表示能量的物理

量,计量单位是焦耳(Joule),静力平衡系统中各分系统所做的虚功必须单位一致。
采用虚功原理可以将机器人操作空间中做的虚功与机器人关节空间中做的虚功建立等

价关系,由此可推导机器人的静力平衡方程。
假设有一个n 关节的机械臂,将机械臂末端所受到的力和力矩用一个六维矢量表

示为:

F=
f
m
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =fx fy fz mx my mz  T

  这里F 被称为广义力,即不细究它是力、力矩还是力和力矩的组合。F 是在基坐标系

下描述的。
将各关节的驱动力表示成n 维矢量:

 

τ=τ1 τ2 … τn  T

  这里也不关注它是驱动力还是驱动力矩。
对于该机械臂,将关节驱动力矢量τ看成系统的控制输入,末端产生的广义力F 作为系

统的控制输出,采用虚功原理推导它们之间的关系。
在虚功原理中,虚位移被定义为满足机械系统的几何约束条件的无限小位移。令机械

臂各关节的虚位移为δq= q1 q2 … qn  T,则各关节所做的虚功之和为:
 

w=τT·δq=τ1δq1+…+τnδqn

  令机械臂末端的虚位移为D= dx dy dz δx δy δz  T,D 是在基坐标系下描述

的,则机械臂末端所做的虚功为:
 

w=FT·D=fxdx+fydy+fzdz+mxδx +myδy +mzδz

  根据虚功原理,在机械臂静平衡情况下,由任意虚位移产生的虚功和为零,即关节空间

虚位移产生的虚功等于操作空间虚位移产生的虚功,由此可得:
 

τT·δq=FT·D
  在机器人运动学中,由于D=J·δq,所以上式可表示为:

 

τT·δq=FT·J·δq
  消掉δq,可得

τT=FT·J
消掉转置,得到机械臂的静力平衡方程为:

 

τ=JTF (5-6)

  式中,JT 被称为“力雅可比”,它建立了静力平衡条件下机械臂的末端受力与各关节驱
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动力之间的映射关系。
由式(5-6)可得出两点结论:

 

(1)
 

在仅考虑机械臂关节驱动力和末端作用力的情况下,机械臂保持静平衡的条件是

关节驱动力满足式(5-6);
 

(2)
 

在机械臂静力平衡状态下,机器人的力雅可比矩阵是它运动雅可比矩阵的转置。
需要注意的是,上述结论只有在忽略机械臂重力的条件下才能成立。
例5:

 

如图5.5所示的2R机械臂,其末端受到外界施加的作用力为F,F 是在基坐标

系下描述的,该机械臂处于静平衡状态,求各个关节的平衡驱动力矩。

图5.5 2R机械臂

解:
  

如图5.5所示,2R机械臂的基坐标系是XOY,定义两

个关节角θ1 和θ2,顺时针方向为负,逆时针方向为正。建立该

机器人的运动学方程:
 

x=l1cosθ1+l2cos(θ1+θ2)
  
y=l1sinθ1+l2sin(θ1+θ2) 

  上式微分后求得机械臂的雅可比矩阵为:
 

J=
-l1s1-l2s12 -l2s12
l1c1+l2c12 l2c12

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

  则力雅可比矩阵为:
 

JT=
-l1s1-l2s12 l1c1+l2c12

-l2s12 l2c12

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

  则各关节的平衡驱动力矩为:
 

τ=JT·F=
-l1s1-l2s12 l1c1+l2c12

-l2s12 l2c12

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·F

  从上述计算可以看出,通过静力平衡方程可以很方便地求得静平衡状态下2R机械臂

各关节的平衡驱动力,力雅可比矩阵JT 可由机器人的运动学雅可比矩阵J 转置求得。
例4和例5求的都是2R机械臂的关节平衡驱动力矩,所用的方法不同,但结果是相

同的。

5.3.2 静力映射分析

图5.6表示的是机器人操作空间作用力F 与机器人关节驱动力τ 之间的静力映射关

系。假设机器人操作空间是m 维的,机器人关节空间是n 维的,由于雅可比矩阵J 与机器

图5.6 静力映射关系
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人的位形q相关,J∈Rm×n,q∈Rn,所以力雅可比矩阵JT 也是与机器人的位形q 相关的,

JT∈Rn×m。
静力平衡方程τ=JTF 是从m 维的操作空间到n 维的关节空间的线性映射,即对于给

定的机器人末端作用力F 和机器人位形q,机器人的关节平衡驱动力τ是唯一确定的,但是

对于给定的机器人关节驱动力τ和机器人位形q,机器人末端作用力F 是不唯一的。机器

人末端作用力F∈Rm 通过JT 映射出的区域设为τ1,τ1 是τ的值域空间的子集,而τ的值域

空间是由τ1 和τ2 两部分组成,τ2 表示的是关节驱动力的余量。F1 是F 的值域空间的子

集,代表的是一个特殊的力空间,它与机器人的奇异位形相对应,当机器人处于奇异位形时,

图5.7 奇异状态

机器人的末端作用力与机器人关节平衡驱动力之间不能建立线性映

射关系,F1 空间的所有变量都映射为τ 的零空间或零点,即机器人处

于奇异位形时,机器人末端作用力都被机器人机构本体承受了,并不

需要关节产生平衡驱动力。
图5.7所示的是一个两自由度的机械臂处于奇异状态,此时可以

用很小的关节力矩平衡非常大的末端作用力F,而且F 的增大并不会

导致关节驱动力矩的增大。其原因就是在奇异状态下,机械臂末端的

作用力都映射到关节驱动力矩的零点上了。

5.4 静力学的逆问题

机械臂处于静力平衡时,关节驱动力τ和外界作用力F 之间的存在关系式:
 

τ=JTF,
这种从外界作用力F 到关节驱动力τ之间的映射被称为静力学的原问题。静力学的逆问题

是:
 

如果已知关节驱动力τ,如何求作用力F?
很显然,静力学的逆问题与力雅可比矩阵JT 直接相关。
(1)

 

如果雅可比矩阵J 是方阵且JT 的逆存在,则可直接求出静力学的逆解:
 

F=(JT)-1·τ
  (2)

 

如果J 不是方阵,或JT 的逆不存在,则F 的值不确定,即τ与F 之间无法建立直

接映射关系。可采用最小二乘的方法求得F 的一个特解:
 

F=(JJT)-1Jτ
  静力学逆解的主要用途是在机械臂设计时,由各关节的驱动力矩推导出机械臂的静负

荷。如果对机械臂的静负荷进行遍历计算,则可以确定机械臂的静负荷的范围,从而指导机

械臂的关节驱动选型。

5.5 坐标变换

在机器人中,力(Force)与力矩(Torque/Moment)也需要在不同坐标系之间进行转换,
以满足测量、分析等需求,但由于它们的属性不同,变换方法也不同。

5.5.1 力的坐标变换

力F 是自由矢量,它只有大小和方向,
 

F∈R3,它的三个分量是力矢量F 在坐标系三
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个坐标轴上的投影:
 

F=

fx

fy

fz

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  这三个分量与坐标系原点在哪里无关,只与坐标系的姿态相关,即坐标系平移,力F 不

会改变。在姿态不同的坐标系中转换时,只依赖旋转矩阵。
力F 在两个坐标系A、B 中的坐标变换式为:

 

FB =
 A
BR·F

A

5.5.2 力矩的坐标变换

机器人学中,力矩有两种类型:
 

纯力矩、力产生的力矩。
(1)

 

纯力矩(Pure
 

torque)的坐标变换。
纯力矩是独立存在的“力矩向量”,它没有力臂。例如,电机输出的力矩就是纯力矩。
这里,纯力矩用τ表示,它可表示为三维列向量,τ∈R3,它的三个分量是力矩矢量τ在

坐标系三个坐标轴上的投影:
 

τ=

τx

τy

τz

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ∈R3

  例如,关节电机输出的力矩可表示为τ=[0 0 1.5]T
 

Nm
纯力矩矢量属于三维向量的集合,它与力的属性相同,可以做向量的加法、减法、标量乘

法与线性组合。
纯力矩τ在坐标系变化时是纯旋转变换,与坐标系原点的位置无关。纯力矩τ 在两个

坐标系A、B 中的坐标变换式为:
 

τB =
 A
BR·τ

A

  (2)
 

力产生力矩(Moment
 

due
 

to
 

force)的坐标变换。
力产生力矩M=r×F,M∈SE(3),不是纯力矩,坐标系变化(旋转和平移)会导致矢量

r的变化。
假设绕某原点的力矩:

 

M =r×F
  该力矩M 在两个坐标系A、B 中的坐标变换式为:

 

MB =
 A
BR·MA +P×(ABR·F

A)

=
 A
BR·MA +S(P)·A

BR·F
A

  P 为平移向量,P= px py pz  T。S(P)为叉乘矩阵,具有下列属性:
 

P×V=S(P)·V

S(P)=

0 -pz py

pz 0 -px

-py px 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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5.5.3 力与力矩的坐标变换

假设六维力和力矩矢量表示为广义力F。如果已知坐标系{j}中的广义力值为jF,如
何求它在另外一个坐标系{i}中的值iF 呢?

下面利用虚功原理推导广义力从坐标系{j}到坐标系{i}的变换。
假设坐标系{j}中的虚位移和作用力分别为jD 和jF,它们在坐标系{i}中对应的虚位

移和作用力分别为iD 和iF。
根据虚功原理:

 

外力与等效力所做的虚功之和为零,可得:
 

iFT·
 iD=

 

jFT·
 

jD (5-7)

  由微分运动的坐标变换式(4-26)可得jD 到iD 的转换关系为:
 

iD=
i
jR

T -i
jR

T·S(Oi
 jP)

0 i
jR

T

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁 ·

 

jD

  则:
 

jD=
i
jR S(Oi

 jP)·
 i
jR

0 i
jR

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁 ·

 iD

  将上式代入式(5-7),可得:
 

iFT·
 iD=

 

jFT·
i
jR S(Oi

 jP)·
 i
jR

0 i
jR

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁 ·

 iD

  上面等式两边约去iD,得:
 

iFT=
 

jFT
i
jR S(Oi

 jP)
i
jR

0 i
jR

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁

  将上式消去转置,得广义力从坐标系{j}到坐标系{i}的转换方程为:
 

iF=
j
iR 0

j
iR·S(

Oj
 iP)

j
iR

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁 ·

 

jF (5-8)

  式(5-8)即为两坐标系中的广义力转换公式。
式(5-8)也可简写为:

 

iF=
 

j
iTf·

 

jF (5-9)

  这里,jiTf=
j
iR 0

j
iR·S(

Oj
 iP)

j
iR

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁 ,被称为广义力转换矩阵。

例6:
 

如图5.8所示,一个带有腕部6维力传感器的机器人通过工具打磨工件,力传感

器检测出的6维力为WF,计算工具与工件之间的作用力。
解:

  

假设腕部传感器所在的坐标系为{W},工具顶部所在的坐标系为{T},坐标系{W}
到坐标系{T}的齐次变换矩阵为:
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图5.8 机器人打磨工件示意图

W
TT=

W
TR

WO
 TP

0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁

  由矩阵W
TT 可得到W

TR 和WO
 TP,由

WO
 TP 可得到S(WO

 TP),再根据广义力坐标变换式(5-8),
可得工具与工件之间的作用力为:

 

TF=
W
TR 0

W
TR·S(

WO
 TP)

W
TR

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ·

 WF

  这种广义力的坐标变换方法可通过间接测量机器人与外界的作用力,然后通过坐标变

换的方式实现对无法直接安装力传感器的部位的力测量,具有重要的实用价值。

5.6 小结

本章首先介绍了静力平衡条件下串联机械臂的连杆受力及关节平衡驱动力的计算方

法,在此基础上讨论了静力平衡方程、静力映射及静力学逆问题,最后介绍了广义力在不同

坐标系之间的转换公式。

习题

如图5.9所示的2R机械臂,其末端对外界施加的作用力为F,F 是在基座标系下描

述的。
(1)

 

推导该机械臂在基坐标系下的力雅可比矩阵;
 

(2)
 

该机械臂处于静平衡状态,求各个关节需提供的平衡驱动力矩。

图5.9 习题1图
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