
3.1 常用的控制信号及其运算

常用的控制信号,主要有指数信号、正弦信号与采样信号等。这些信号都属于基本信

号。复杂信号可以分解为这些基本信号的加权和或积分的形式。学习这些典型的基本信号

知识是控制系统分析的基础。

3.1.1 常用控制系统信号的表示

下面给出一些常用控制信号的表达式和波形。

1.
 

直流信号

直流信号定义为

f(t)=A -∞ <t< ∞ (3-1)

A 是常数,它是在全时间域上等于恒值的非因果信号。

2.
 

正弦信号

图3-1 正弦信号

图3-1所示为大家所熟悉的正弦信号,可以表示为

f(t)=Ksin(ωt+θ) (3-2)
正弦信号的变化频率是周期T 的倒数(单位为Hz),即

f=
1
T

其角频率ω(单位为rad/s)为

ω=2πf=
2π
T

3.
 

单位阶跃信号

单位阶跃信号用ε(t)表示,其定义为

ε(t)=
1,t>0
 
0,t<0 (3-3)

该函数在t=0处发生跃变,数值1为阶跃的幅度,若阶跃幅度为A,则可以记为Aε(t)。

ε(t)在跃变点t=0处的函数值未定。
延迟t0 后发生跃变的单位阶跃信号可表示为
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ε(t-t0)=
1,t>t0
 
0,t<t0 (3-4)

  在负时间域幅值恒定为1,而在t=0处发生跃变到零的阶跃信号可表示为

ε(-t)=
1,t<0
 
0,t>0 (3-5)

ε(t)、ε(t-t0)、ε(-t)的波形如图3-2所示。

图3-2 三种阶跃信号的表示

4.
 

矩形脉冲信号

幅度为1、脉冲宽度为τ的矩形脉冲常用gτ(t)表示,其定义为

gτ(t)=
1, |t|<

τ
2

0, |t|>
τ
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3-6)

其时间波形如图3-3所示。由于其形状像一扇门,故称为门函数。借助于阶跃信号,gτ(t)
又可表示为阶跃信号的组合,如图3-4所示。

gτ(t)=f1(t)-f2(t)=εt+
τ
2  -εt-

τ
2  

图3-3 矩形脉冲信号
     

图3-4 矩形脉冲信号可以表示为阶跃信号的组合

图3-5 例3-1的图

例3-1 试用阶跃信号的组合表示图3-5所示的图形。
解 在图3-5中,(0,1)区 间 函 数 可 以 表 示 为 如 下 的 阶 跃 信 号

组合:

ε(t)-ε(t-1)

  (1,2)区间函数可以表示为如下的阶跃信号组合:

-[ε(t-1)-ε(t-2)]

  则图3-5所示的图形可以表示为

f(t)=ε(t)-ε(t-1)-[ε(t-1)-ε(t-2)]

=ε(t)-2ε(t-1)+ε(t-2) ■
5.

 

斜坡信号

斜坡信号指的是从某一时刻开始随时间正比例增长的信号。常用r(t)表示,其定义为
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r(t)=
t,t≥0
 
0,t<0 (3-7)

也可借助阶跃信号简洁地表示为

r(t)=tε(t) (3-8)
斜坡信号的波形如图3-6所示。

6.
 

符号函数

符号函数定义为

sgn(t)=
1, t>0
 
-1,t<0 (3-9)

符号函数的波形如图3-7所示。

图3-6 斜坡信号
   

图3-7 符号函数

阶跃信号也可以由符号函数来表示:
 

ε(t)=
1
2
[sgn(t)+1] (3-10)

7.
 

实指数信号

实指数信号定义为

f(t)=Ke-αt (3-11)

图3-8 实指数信号

  在实指数信号中,若α=0,则f(t)为直流信号;
 

若α<0,则
f(t)为指数增长信号;

 

若α>0,则f(t)为指数衰减信号,如图3-8
所示。

在工程中,常用的实指数信号是单边的,其定义为

f(t)=Ke-αt α>0,t>0 (3-12)
它是一个因果信号。

8.
 

复指数信号

设α为任意实数,则复指数信号可表示为

f(t)=Kest s=α+jω (3-13)
  根据欧拉公式,虚指数信号为

ejωt=cosωt+jsinωt
e-jωt=cosωt-jsinωt

从而有

sinωt=
1
2j
(ejωt-e-jωt)

cosωt=
1
2
(ejωt+e-jωt)
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所以,复指数信号可表示为

f(t)=Keαt(cosωt+jsinωt) (3-14)

  由于复指数信号能概括多种情况,所以可利用它来描述多种基本信号,如直流信号

(α=0,ω=0)、指数信号(ω=0,f(t)为实指数信号)、等幅(α=0,ω≠0)、增幅(α>0,ω≠0)
正弦或余弦信号和减幅(α<0,ω≠0)正弦或余弦信号,如图3-9所示。因此,它在控制系统

分析中经常用到。

图3-9 增幅余弦信号和减幅余弦信号

9.
 

采样函数

采样函数(sampling
 

function)定义为

Sa(t)=
sint
t

(3-15)

该函数曲线如图3-10所示。

图3-10 采样函数

观察可知,该函数有下列特点:
 

(1)
 

Sa(t)为偶函数,因为它是1
t

和sint两个奇函数的乘积;
 

(2)
 

当t=0时,Sa(0)=lim
t→0

sint
t =1,且为最大值;

 

(3)
 

曲线呈衰减振荡,从-π到π的“主瓣”宽度为2π,当t=±π,±2π,…时Sa(t)=0;
 

(4)
 

∫
∞

0
Sa(t)dt=

π
2
,∫
∞

-∞
Sa(t)dt=π。

有时会用到函数sinc(t),其定义为sinc(t)=
sinπt
πt =Sa(πt)。

10.
 

单位冲激信号δ(t)
单位冲激信号δ(t)是一个特殊信号,它不是用普通的函数来定义的。这些将在3.5节

详细介绍。
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3.1.2 信号的基本运算

1.
 

相加与相乘

相加与相乘是信号处理的基本运算。两个信号相加(相乘)可得到一个新的信号,它在

任意时刻的值等于两个信号在该时刻的值之和(积)。信号相加与相乘运算可以通过信号的

波形或信号的表达式进行。
设有如图3-11所示的信号f1(t)和f2(t),则信号f1(t)+f2(t)的波形如图3-12所

示;
 

信号f1(t)f2(t)的波形如图3-13所示。

图3-11 信号f1(t)和f2(t)

图3-12 两个信号相加示意图 图3-13 两个信号相乘示意图

2.
 

反转(褶)与延时

信号的反转(或反褶)是将信号f(t)的自变量t换为-t,可得到另一个信号f(-t)。
从图形上看,将f(t)的波形以纵坐标为轴反转180°,即成为f(-t)。

将信号f(t)的自变量t换为t±t0,t0 为正实常数,则可得到另一个信号f(t±t0)。从

图形上看,即把f(t)的波形沿时间轴整体平移(延时)t0 个单位。f(t-t0)表示向右平移

t0,f(t+t0)表示向左平移t0。
例3-2 信号f(t)如图3-14所示,试画出下列信号的波形:

 

(1)
 

f(-t);
 

(2)
 

f(t+1)。
解

(1)
 

信号f(-t)为信号f(t)的反转,所以f(-t)的波形如图3-15所示。
(2)

 

信号f(t+1)可由信号f(t)向左平移1得到,波形如图3-16所示。

图3-14 例3-2的图 图3-15 信号的反转 图3-16 信号的平移 ■
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3.
 

尺度变换

将信号f(t)的自变量t换为αt,α为正实常数,则信号f(αt)将在时间尺度上压缩或扩

展,这称为信号的尺度变换。
若0<α<1,意味着原信号从原点沿t轴扩展;

  

若1<α,意味着原信号从原点沿t轴压

图3-17 信号的尺度变换

缩(幅值不变)。

例3-3 信号f(t)如图3-14所示,试画出f
t
2  的图形。

解 在信号f
t
2  中,α=

1
2
,意味着可由信号f(t)从原

点沿t轴扩展得到。f
t
2  的波形如图3-17所示。 ■

信号的尺度展缩在信息的存储、压缩和解压缩技术方面应用很广。如f(t)是已录制好

的音乐信号磁带,则f(2t)以原声的2倍速度播放;
 

f
t
2  以原声的一半速度播放。

4.
 

微分与积分

信号f(t)的微分表示为

y(t)=
df(t)
dt =f'(t)=f(1)(t)

  f(t)的积分表示为

y(t)=∫
t

-∞
f(τ)dτ=f(-1)(t)

式中,τ为积分变量。
例如,对于斜坡函数,其导数为阶跃函数,即

r'(t)=ε(t) (3-16)
反之,单位阶跃函数的积分为斜坡函数,即

r(t)=∫
t

-∞
ε(τ)dτ=tε(t) (3-17)

  再如,对于图3-18(a)所示的信号,可表示为

f(t)=

1
2t+1, -2≤t≤0

-
1
2t+1, 0<t≤2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

则其微分如图3-18(b)所示。

图3-18 信号的微分
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  对于图3-19(a)所示的信号,可表示为

f(t)=
1, 0≤t≤1
 
0,t>1 

则其积分为

y(t)=∫
t

0
1dτ=t 0≤t≤1

当t>1时,有

y(t)=y(1)+∫
t

1
f(τ)dτ=1+0=1

积分结果如图3-19(b)所示。

图3-19 信号的积分

例3-4 已知f(t)的波形如图3-20所示,画出f'(t)的波形。
解 对于图3-20所示的信号,可表示为

f(t)=
2t, 0≤t<1
2, 1≤t<4
-2t+10, 4≤t≤5

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则其微分如图3-21所示。

图3-20 例3-4的图
   

图3-21 例3-4的结果 ■

3.2 时域数学模型———微分方程

在控制系统中,要研究各种物理量的变化,必须把它们彼此之间相互作用的关系和各自

的变化规律用数学的形式描述出来,这就是为某一系统建立数学模型。建立控制系统的数

学模型,是控制理论的基础。
对于线性时不变(LTI)控制系统来说,描述这类系统的输入输出特性,常用的数学模型

是常系数线性微分方程。对线性时不变控制系统,假设其激励信号为f(t),响应信号是

y(t),如图3-22所示,那么它们之间的关系可以用下列形式的n 阶微分方程式来描述:
any

(n)(t)+an-1y
(n-1)(t)+…+a1y'(t)+a0y(t)

=bmf
(m)(t)+bm-1f

(m-1)(t)+…+b1f'(t)+b0f(t)
(3-18)
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图3-22 线性时不变系统的输入输出关系

这种n 阶常系数线性微分方程是控制系统时域分析的基础。
从系统的模型(微分方程)出发,在时域中研究输入信号进入系统后其输出响应的变化

规律,是研究时域特性的重要方法,这种方法就是时域分析法。由于时域分析法不涉及任何

变换,直接求解系统的微分方程式,所以这种方法比较直观,物理概念比较清楚,是学习各种

变换域方法的基础。
线性时不变系统微分方程的建立要根据实际系统的物理特性列写。对于电路系统,主

要是根据元件特性约束和网络拓扑约束列写系统的微分方程。元件特性约束就是表征元件

特性的关系式,例如二端元件电阻、电容、电感各自的电压与电流的关系(伏安关系)等;
 

网

络拓扑约束就是由网络结构决定的电压电流约束关系。
对任一节点,有

KCL:
 

∑i(t)=0 (3-19)

  对任一回路,有

KVL:
 

∑u(t)=0 (3-20)

  这里先简单回顾元件端口的电压与电流约束关系。
电阻(见图3-23)电压与电流之间的关系:

 

iR(t)=
uR(t)

R
(3-21)

电容(见图3-24)电压与电流之间的关系:
 

uC(t)=
1
C∫

t

-∞
iC(τ)dτ (3-22)

iC(t)=C
duC(t)
dt

(3-23)

电感(见图3-25)电压与电流之间的关系:
 

uL(t)=L
diL(t)
dt

(3-24)

iL(t)=
1
L∫

t

-∞
uL(τ)dτ (3-25)

图3-23 电阻元件 图3-24 电容元件 图3-25 电感元件

下面通过几个例子,说明系统微分方程的建立方法。
对于如图3-26所示的RC 电路,有微分方程

RC
duC(t)
dt +uC(t)=us(t)

即
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u'C(t)+
1
RCuC

(t)=
1
RCus

(t) (3-26)

  对于如图3-27所示的RL 电路,有

L
R
diL(t)
dt +iL(t)=is(t)

即

i'L(t)+
R
LiL

(t)=
R
Lis

(t) (3-27)

式(3-26)和式(3-27)都为一阶微分方程。

图3-26 RC 电路 图3-27 RL 电路

例如,求图3-28所示电路的端电压u(t)与激励is(t)间的关系。
电阻关系为

iR(t)=
1
Ru(t)

电感关系为

iL(t)=
1
L∫

t

-∞
u(τ)dτ

电容关系为

iC(t)=Cdu
(t)
dt

  根据KCL,应有

iR(t)+iL(t)+iC(t)=is(t)
代入上面电阻、电感、电容的伏安特性关系式,并化简有

Cd
2u(t)
dt2

+
1
R
du(t)
dt +

1
Lu(t)=

dis(t)
dt

(3-28)

这是一个二阶微分方程。
再看一个例子。图3-29为直流他励电动机示意图。在电磁方面,它的运动服从下列

方程:

U-Ea=La
dIa
dt +RaIa (3-29)

图3-28 电路图 图3-29 直流他励电动机示意图
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U 为外加的电枢电压,Ea是电枢电势,Ia是电枢电流,La和Ra分别是电枢电路内的总电

感和总电阻。在机械方面,其运动服从下列方程:

M -ML=Jdωdt
(3-30)

M 为电磁力矩,ML 是电动机轴上的反向力矩(包括负载、摩擦等),J 是整个旋转部分的总

转动惯量,ω 是电动机轴的角速度。
还有两个电量和机械量联系起来的方程,即

Ea=kdω (3-31)

M =kdIa (3-32)
其中,kd为电动机的比例系数。

kd=
pN
2πaϕd

(3-33)

其中,p 是电动机的极对数,N 是匝数,a 是电枢绕组的支路数,ϕd是每磁极下的磁通量。
式(3-29)~式(3-33)是直流他励电动机的数学模型。如果主要注意电动机转速的变

化,也就是把ω 看作输出量,而把Ea、Ia、M 看作中间量,则可以从上面的方程中消去Ea、
Ia、M,而得到一个含有ω 的微分方程,即

TaTm
d2ω
dt2

+Tm
dω
dt+ω=

1
kd

U-
Ra
k2d

Ta
dML

dt +ML  (3-34)

其中,Ta=
La
Ra

称为电磁时间常数,Tm=
JRa
k2d

称为机电时间常数。

对于式(3-18)的n 阶微分方程而言,其完全解由两部分组成———齐次解和特解。齐次

解应满足

an
dny(t)
dtn +an-1

dn-1y(t)
dtn-1 +…+a1

dy(t)
dt +a0y(t)=0 (3-35)

特征方程为

anλ
n +an-1λ

n-1+…+a1λ+a0=0 (3-36)

  (1)
 

特征根为单根,微分方程的齐次解为

yh(t)=A1e
λ1t+A2e

λ2t+…+Ane
λnt (3-37)

  (2)
 

特征根有重根,假设λ1 是特征方程的k重根,那么,在齐次解中,相应于λ1 的部分

将有k项

(A1t
k-1+A2t

k-2+…+Ak-1t+Ak)e
λ1t (3-38)

  (3)
 

若λ1、λ2 为共轭复根,即λ1,2=α±jβ,那么,在齐次解中,相应于λ1、λ2 的部分为

eαt(A1cosβt+A2sinβt) (3-39)

  例3-5 求下列微分方程的齐次解。

d3y(t)
dt3

+7
d2y(t)
dt2

+16
dy(t)
dt +12y(t)=x(t)

  解 特征方程为

λ3+7λ2+16λ+12=(λ+2)2(λ+3)=0
特征根为
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λ1=λ2=-2(重根), λ3=-3
齐次解为

yh(t)=A1te-2t+A2e-2t+A3e-3t ■
  特解yp(t)的函数形式与激励函数的形式有关。将激励信号代入微分方程的右端,代
入后的函数式称为“自由项”。通常,由观察自由项试选特解函数式,代入方程后求得特解函

数式中的待定系数(比较系数),即可求出特解。表3-1列出了几种典型自由项函数相应的

特解。

表3-1 几种典型自由项函数相应的特解

激励函数f(t) 响应函数y(t)的特解

E(常数) B(常数)

tp(多项式) B1tp+B2tp-1+…+Bpt+Bp+1(多项式)

eαt Btkeαt(当α是k重特征根时)
cosωt或sinωt B1cosωt+B2sinωt

完全解就是齐次解加特解,由初始条件定出齐次解系数Ak。
例3-6 已知y(0)=y'(0)=0,求以下微分方程的完全解。

d2

dt2
y(t)+6

d
dty
(t)+5y(t)=e-t

  解 齐次方程为

d2

dt2
y(t)+6

d
dty
(t)+5y(t)=0

特征方程为

λ2+6λ+5=0
特征根为

λ1=-5, λ2=-1
则该方程的齐次解为

yh(t)=A1e-5t+A2e-t

  注意,此时不要去解A1 和A2,留待特解求得后再去解决。
激励函数中α=-1,与微分方程的一个特征根相同,查表3-1可得特解的形式为

yp(t)=Cte-t

代入原微分方程得

d2

dt2
(Cte-t)+6

d
dt
(Cte-t)+5(Cte-t)=e-t

求得

C=
1
4

所以特解为

yp(t)=
1
4te

-t

完全解为
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y(t)=yh(t)+yp(t)=A1e-5t+A2e-t+
1
4te

-t

代入初始条件
  

y(0)=y'(0)=0
求得

A1=
1
16
, A2=-

1
16

所以有

y(t)=
1
16e

-5t-
1
16e

-t+
1
4te

-t   t>0 ■

3.3 系统的时域响应

系统时域响应是指在典型输入信号作用下,系统的输出量或信号。在时域经典法求解

系统的完全响应时,一种广泛应用的分解方法是把响应分为零输入响应(Zero-Input
 

Response,

ZIR)和零状态响应(Zero-State
 

Response,ZSR)两部分,即

y(t)=yzi(t)+yzs(t) (3-40)

  零输入响应(ZIR)的定义为:
 

从观察的初始时刻(例如t=0)起不再施加输入信号(即
零输入),仅由该时刻系统本身具有的起始状态引起的响应称为零输入响应(或储能响应)。

起始状态反映的是一个系统在初始观测时刻(如t=0)的能量状态。例如在电系统中,
把电容和电感在t=0时的值uC(0-)和iL(0-)称为起始状态,而把t=0时的值uC(0+)
和iL(0+)以及它们的各阶导数称为初始值(初始条件)。

设电路如图3-30所示。在t<0时,开关S1 一直闭合,因而电容C 被电源充电到电压

U0。在t=0时,开关S1 打开而开关S2 闭合,假定开关动作瞬时完成。开关的动作常称为

“换路”。通过换路,可以得到图3-31所示的电路。于是在电容储能的作用下,在t≥0时电

路中虽然没有电源,仍可以有电流、电压存在,构成零输入响应。

图3-30 已充电的电容与电阻连接
  

图3-31 t≥0时的电路

一般情况下,换路期间电容两端的电压和流过电感中的电流不会发生突变。这就是在

电路分析中的换路定则,即

uC(0-)=uC(0+), iL(0-)=iL(0+)

  零状态响应(ZSR)的定义为:
 

当电路中储能状态为零时,由外加激励信号产生的响应

(电压或电流)称为零状态响应(或受激响应)。
系统零输入响应,实际上是求系统方程的齐次解,由非零的系统状态值决定的初始值求

出待定系数。下面通过例子来看零输入响应的求法。
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例3-7 求系统
d2

dt2
y(t)+3

d
dty
(t)+2y(t)=0,y(0-)=1,y'(0-)=2的零输入响应。

解 特征方程为

λ2+3λ+2=0
特征根为

λ1=-1, λ2=-2
零输入响应为

yzi(t)=C1e-t+C2e-2t

由起始条件

y(0-)=C1+C2=1
 
y'(0-)=-C1-2C2=2 

得

C1=4 C2=-3
零输入响应为

yzi(t)=(4e-t-3e-2t)ε(t) ■
  系统零状态响应是在激励作用下求系统方程的非齐次解,由状态值uC(0-),iL(0-)为
零决定的初始值求出待定系数。零状态响应解的形式为齐次解加特解,即

yzs(t)=∑
n

i=1
Cie

λit+yp(t) (3-41)

特解的求法按表3-1,由初始条件求待定系数Ci(i=1,2,…,n)。
下面以具体例子说明求解过程。
例3-8 某一阶RC 电路,以电容电压uC(t)为变量的微分方程为

C
duC(t)
dt +

1
RuC(t)=Is

Is为常量,初始条件为uC(0)=0。求解uC(t)。
解 此例实际是求零状态响应uC(t)。这是一个一阶非齐次微分方程,它的通解是

uC=uCh+uCp

其中,uCh 为对应的齐次方程的通解,uCp 为非齐次方程的特解。
对应的齐次方程的通解为

uCh=Ke-
1
RCt t≥0

设特解为

uCp=Q
代入方程,解得

uCp=Q=RIs t≥0
则非齐次方程的通解为

uC=Ke-
1
RCt+RIs

  代入初始条件uC(0)=0,得
uC(0)=K +RIs=0
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所以

K =-RIs

图3-32 例3-9的电路

即零状态响应为

uC(t)=-RIse
-
1
RCt+RIs=RIs1-e-

1
RCt   t≥0 ■

  例3-9 电路如图3-32所示。
设R=5Ω,L=1H,C=1/6F,is(t)=4A,uC(0-)=1V,

i(0-)=0.2A,电感电流i(t)为响应。求零输入响应、零状态

响应和全响应。
解 以电感中电流i(t)为响应列微分方程。由于

KCL:
 

iC(t)=is(t)-i(t)

KVL:
 

uL(t)=uC(t)-uR(t)

VCR:
 

uL(t)=Ldi
(t)
dt

, uC(t)=
1
C∫

t

-∞
iC(τ)dτ, uR(t)=Ri(t)

联合以上各式,有

Ldi
(t)
dt =uC(t)-Ri(t) (3-42)

uC(t)=
1
C∫

t

-∞
[is(τ)-i(τ)]dτ (3-43)

  把式(3-43)代入式(3-42),并求导一次,整理可得

i″(t)+
R
Li'
(t)+

1
LCi

(t)=
1
LCis

(t) (3-44)

代入元件的参数,得

i″(t)+5i'(t)+6i(t)=6is(t)

  (1)
 

求零输入响应

令上式中is(t)=0,有齐次方程

i″(t)+5i'(t)+6i(t)=0
它的特征方程为

λ2+5λ+6=0
特征根为

λ1=-2, λ2=-3
所以零输入响应为

izi(t)=A1e-2t+A2e-3t (3-45)

  为求系数A1 和A2,必须由起始状态导出初始值。因该系统中,uC(0+)=uC(0-),

i(0+)=i(0-),故零输入响应的初始值为

izi(0+)=i(0-)=0.2A

i'zi(0+)=
dizi
dt t=0+

=
1
L
[-Rizi(0+)+uC(0+)]=0

在式(3-45)及其导数的关系式中令t=0+,并代入以上值,得

izi(0+)=A1+A2=0.2A
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i'zi(0+)=-2A1-3A2=0
解得

A1=0.6, A2=-0.4
代回式(3-45),得零输入响应为

izi(t)=0.6e-2t-0.4e-3t t≥0
  (2)

 

求零状态响应

当is(t)=4A时,系统的零状态响应是方程

i″(t)+5i'(t)+6i(t)=24
的解,该解由两部分组成,即

izs(t)=ih
︸

齐次解

+ip
︸

特解

齐次解形式为

ih(t)=B1e-2t+B2e-3t

特解的形式与激励相同,因激励为直流,可设ip 为常量,令

ip=I
代入原方程,得

ip=4A
故零状态响应可写为

izs(t)=B1e-2t+B2e-3t+4 (3-46)

  需要注意的是,上式的待定系数B1 和B2 应由在uC(0-)=0,i(0-)=0的条件下导

出的0+初始值izs(0+)和i'zs(0+)决定。由题意得uC(0+)=uC(0-)=0,且

izs(0+)=0

i'zs(0+)=
1
L
[-Rizs(0+)+uC(0+)]=0

  在式(3-46)及其导数的关系式中,令t=0,并代入以上值,得

izs(0+)=B1+B2+4=0
 
i'zs(0+)=-2B1-3B2=0 

解得

B1=-12, B2=8
从而得零状态响应为

izs(t)=-12e-2t+8e-3t+4 t≥0
系统的全响应为零输入响应和零状态响应的叠加,即

i(t)=
  

0.6e-2t-0.4e-3t

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁
零输入响应

-12e-2t+8e-3t+4􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
零状态响应

=-11.4e-2t+7.6e-3t

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
自由响应
(瞬态响应)

+ 4
|

强迫响应
(稳态响应) ■

  系统响应的不同分类基于不同的概念。
把响应分为零输入响应和零状态响应,是按响应的不同起因分类的,即零输入响应是起

始状态引起,零状态响应是外加激励引起。
把响应分为自由响应和强迫响应,是按系统的性质和输入信号的形式分类的,即自由响
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应的变化规律取决于系统的特征根(或固有频率),强迫响应则取决于外加激励的形式。
把响应分为瞬态响应和稳态响应,是按响应的变化形式分类的,即随着t的增长,响应

最终趋于零的分量称为瞬态响应,若响应恒定或保持为某个稳态函数,则称为稳态响应。

3.4 阶跃响应

在控制系统的分析中,经常引用阶跃信号作为激励信号,于是定义由单位阶跃信号引起

的零状态响应称为单位阶跃响应,简称阶跃响应,记为s(t)。如果阶跃信号的幅度为A,则
系统的阶跃响应为As(t)。

图3-33为上述定义的直观示意图。

图3-33 阶跃响应的示意图

一般地,若一阶系统在ε(t)作用下其方程为

y'(t)+ay(t)=Kε(t)
则阶跃响应为

s(t)=
K
a
(1-e-at)ε(t) (3-47)

  例3-10 求图3-34所示的零状态 RL 电路在图3-35所示脉冲电压作用下的电流

i(t)。已知L=1H,R=1Ω。

图3-34 RL 电路
 

图3-35 脉冲电压

解 电压u(t)可以分解为两个阶跃信号之和,但幅度为A,即

u(t)=Aε(t)-Aε(t-t0)
电路的微分方程为

Ldi
(t)
dt +Ri(t)=u(t)

整理得

di(t)
dt +

R
Li
(t)=

1
Lu(t)

在Aε(t)作用下的响应由式(3-47)得

s1(t)=i1(t)=
A
R 1-e-

Rt
L  ε(t)=A(1-e-t)ε(t)

在-Aε(t-t0)作用下的响应是
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s2(t)=i2(t)=-
A
R 1-e-

R(t-t0)

L  ε(t)=-A(1-e
-(t-t0))ε(t-t0)

所以

i(t)=s(t)=i1(t)+i2(t)=A(1-e-t)ε(t)-A(1-e
-(t-t0))ε(t-t0) ■

  例3-11 设有二阶系统方程
  

y″(t)+3y'(t)+2y(t)=ε(t)
在零状态下,即y(0-)=0,y'(0-)=0,求阶跃响应s(t)。

解 因为方程右端无冲激,故响应及其各阶导数不可能产生状态的跳变,即应有

y(0+)=y(0-)=0

y'(0+)=y'(0-)=0
系统特征方程的根为

λ1=-1, λ2=-2
故系统齐次方程的通解形式为

yh(t)=B1e-t+B2e-2t

  对于阶跃输入,方程的特解形式为常数,令

yp(t)=K
代入原方程,可得

K =
1
2

  系统的解为

y(t)=yh(t)+yp(t)=B1e-t+B2e-2t+
1
2

进而

y'(t)=-B1e-t-2B2e-2t

  由于y(0+)=y'(0+)=0,代入以上两式得

B1+B2+
1
2=0

-B1-2B2=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得

B1=-1, B2=
1
2

最后得阶跃响应为

y(t)=s(t)=
1
2-e-t+

1
2e

-2t t≥0 ■

3.5 冲激信号与冲激响应

3.5.1 单位冲激信号

  在物理和工程技术中,还常常会碰到单位冲激信号。因为在许多物理现象中,除了有连
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续分布的物理量外,还会有集中于一点的量(点源),或者具有脉冲性质的量。例如,怎样描

述钉子在一瞬间受到极大作用力的过程? 打乒乓球时,如何描述运动员发球瞬间的作用力?
如何描述在极短时间内给电容以极大电流充电的情形? 如此等等,都需要定义一个理想函

数以满足各种应用。研究这类问题就会产生下面要介绍的单位冲激信号。

1.
 

单位冲激信号的定义

在原来电流为零的电路中,某一瞬时(设为t=0)进入一个单位电量的脉冲,现在要确

定电路上的电流i(t)。以q(t)表示上述电路中到时刻t为止通过导体截面的电荷函数(即
累计电量),则

q(t)=
0,t≤0
 
1,t>0 

由于电流大小是电荷函数对时间的变化率,即

i(t)=
dq(t)
dt =lim

Δt→0

q(t+Δt)-q(t)
Δt

所以,当t≠0时,i(t)=0;
 

当t=0时,由于q(t)是不连续的,从而在普通导数意义下,q(t)
在这一点导数不存在,如果形式化地计算这个导数,则得

i(t)=lim
Δt→0

q(0+Δt)-q(0)
Δt =lim

Δt→0

1
Δt=∞

  这表明,在通常意义下的函数类中找不到一个函数能够用来表示上述电路的电流大小,
为了确定这种电路上的电流大小,必须引进一个新的函数,这个函数称为Dirac(狄拉克,

1930年英国物理学家Dirac给出的定义)函数,简单地记为δ函数。有了这种函数,对于许

多集中在一点或一瞬间的量,例如点电荷、点热源、集中于一点的质量以及脉冲技术中的非

常狭窄的脉冲等,就能够像处理连续分布的量那样,用统一的方式来加以解决。
再看一个普通函数的例子。图3-36(a)是一矩形脉冲gτ(t),它是宽度为τ、面积S=1

的普通信号,可以表示为

gτ(t)=

0, t<-
τ
2

1
τ
, -

τ
2 <t<

τ
2

0, t>
τ
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-48)

  若该脉冲的宽度变小为τ
2
,高度增大为2

τ
,如图3-36(b)所示,此时其面积S 仍为1。若

此脉冲宽度继续缩小至极限情况,即若τ→0,则
1
τ→∞

,这时gτ(t)变为一个宽度为无穷小,

图3-36 冲激函数示意图
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高度为无穷大,但面积仍为1的极窄脉冲,如图3-36(c)所示。为了研究方便,把上述极限抽

象为一个奇异函数,把它称为单位冲激函数,记为δ(t),其定义为

δ(t)=0, t≠0

∫
∞

-∞
δ(t)dt=1 (3-49)

式(3-49)定义表明,δ(t)是在瞬间出现又立即消失的信号,且幅值为无限大;
 

在t≠0时,始
终为0,而积分

∫
∞

-∞
δ(t)dt=1 (3-50)

是该函数的面积,通常称为δ(t)的强度。强度为A 的冲激信号可记为Aδ(t)。这种用积分

结果定义函数的目的,是强调δ(t)“做了”什么,而不是强调δ(t)“是”什么。由于冲激函数

的定义与普通函数不同,所以很长时间理论界争论不休。直到1950年施瓦斯提出广义函数

 图3-37 冲激信号的延迟

理论并证明δ(t)完全合理后,20年的争论风波才平息下来。
延迟t0 的冲激信号定义为

δ(t-t0)=0, t≠t0

∫
∞

-∞
δ(t-t0)dt=1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-51)

其波形如图3-37所示,其中符号(1)表示强度。

2.
 

单位冲激函数和单位阶跃函数之间的关系

根据δ(t)的定义,由于δ(t)只在t=0时存在,所以

∫
∞

-∞
δ(t)dt=∫

0+

0-
δ(t)dt=1 (3-52)

故有

∫
t

-∞
δ(τ)dτ=

1,t>0
 
0,t<0 (3-53)

  根据ε(t)的定义,应有

ε(t)=∫
t

-∞
δ(τ)dτ (3-54)

  式(3-54)表明单位冲激信号的积分为单位阶跃函数;
 

反之,单位阶跃信号的导数应为

单位冲激函数,即

δ(t)=
dε(t)
dt

(3-55)

还有延迟t0 后的冲激函数和阶跃函数之间的关系:
 

∫
t

-∞
δ(τ-t0)dτ=ε(t-t0) (3-56)

d
dtε
(t-t0)=δ(t-t0) (3-57)

值得指出的是,在引入δ(t)的前提下,函数在不连续点处也有导数值。
例3-12 f(t)的波形如图3-38(a)所示,试求其一阶导数并画出波形。
解 首先利用阶跃函数的组合表示f(t)

f(t)=ε(t-1)+ε(t-2)-4ε(t-3)+2ε(t-4)



48   

对上式求导得

f'(t)=δ(t-1)+δ(t-2)-4δ(t-3)+2δ(t-4)
其波形如图3-38(b)所示。

图3-38 例3-12的波形 ■

3.
 

δ函数的性质

(1)
 

δ函数的筛选性质

δ函数有一个重要的结果,称为δ 函数的筛选性质。若函数f(t)在t=0连续,由于

δ(t)只在t=0存在,故有

f(t)δ(t)=f(0)δ(t) (3-58)
若f(t)在t=t0 连续,则有

f(t)δ(t-t0)=f(t0)δ(t-t0) (3-59)

  以上说明,冲激函数可以把冲激所在位置处的函数值抽取(筛选)出来,如图3-39所示。

δ函数的这一重要性质在近代物理和工程技术等领域有着广泛的应用。

图3-39 δ(t)的采样性示意

利用δ(t)的采样性,可以得到两个重要的积分结果:
 

∫
∞

-∞
f(t)δ(t)dt=∫

∞

-∞
f(0)δ(t)dt=f(0)∫

∞

-∞
δ(t)dt=f(0)

∫
∞

-∞
f(t)δ(t-t0)dt=f(t0)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3-60)

  例3-13 利用冲激函数的性质求下列积分:
 

(a)
 

∫
∞

-∞
δt-

1
4  sin(πt)dt; 

(b)
 

∫
3

0-
e-2t ∑

∞

k= -∞
δ(t-2k)dt(k 取整数);

 

(c)
 

∫
3

0+
e-2t ∑

∞

k= -∞
δ(t-2k)dt(k 取整数);
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(d)
 

∫
∞

-∞
2δ(t)sin

(πt)
t dt。

解

(a)
 

∫
∞

-∞
δt-

1
4  sin(πt)dt=sin(πt)|

t=
1
4
=sin

π
4=

2
2
;

 

(b)
 

∫
3

0-
e-2t ∑

∞

k= -∞
δ(t-2k)dt=∫

3

0-
e-2t[δ(t)+δ(t-2)]dt=e-2t|t=0+e-2t|t=2=

1+e-4;
 

(c)
 

∫
3

0+
e-2t ∑

∞

k= -∞
δ(t-2k)dt=∫

3

0+
e-2tδ(t-2)dt=e-2t|t=2=e-4;

 

(d)
 

∫
∞

-∞
2δ(t)sin

(πt)
t dt=lim

t→0
2sin

(πt)
t =2π。 ■

(2)
 

δ(t)函数是偶函数,即

δ(t)=δ(-t) (3-61)
若τ为某一时间值,则得

δ(t-τ)=δ(τ-t) (3-62)

  (3)
 

尺度变换性质

δ(at)=
1

|a|
δ(t) (3-63)

  (4)
 

冲激信号的重要作用就是任意信号f(t)均可以表示为无穷多个冲激信号的线性

组合。如图3-40所示f(t),当Δt→0时,可以用冲激信号的线性组合逼近f(t)。

图3-40 任意信号的冲激组合表示

在理论分析中,还经常用到δ(t)的导数,即

δ'(t)=

dδ(t)
dt

,t=0

 
0, t≠0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-64)

它可以看作是位于原点的极窄矩形脉冲的导数极限,因而δ'(t)的波形由两个分别出现在

0-和0+的强度相等的正负冲激函数组成,如图3-41所示。通常把δ'(t)称为冲激偶。
由以上分析可知冲激偶有以下特点。

图3-41 冲激偶的表示

①
 

冲激偶的积分等于δ(t),即

δ(t)=∫
t

-∞
δ'(τ)dτ (3-65)

  ②
 

冲激偶是奇函数,正、负两个冲激面积之和为零,即

∫
∞

-∞
δ(τ)dτ=0 (3-66)
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  ③
 

当δ'(t)与连续信号f(t)相乘时,可以筛选出f(t)在t=0时的变化速率值,即

∫
∞

-∞
f(t)δ'(t)dt=-f'(0) (3-67)

这是因为

∫
∞

-∞
f(t)δ'(t)dt=f(t)δ(t) ∞

-∞ -∫
∞

-∞
f'(t)δ(t)dt=-f'(0)

3.5.2 冲激响应

线性时不变系统的单位冲激响应是指系统初始状态为零、激励为单位冲激信号作用下

的响应,简称冲激响应,用h(t)表示。
系统的冲激响应也属于零状态响应。图3-42为上述定义的直观示意图。

图3-42 冲激响应的示意图

一般地,若一阶系统在δ(t)作用下有方程

y'(t)+ay(t)=Kδ(t) (3-68)
其冲激响应为

h(t)=yzs(t)=Ke-atε(t) (3-69)
对因果系统,当t<0时,必有h(t)=0。

例3-14 如图3-43所示RC 电路,设uC(0-)=0。输入信号为δ(t),试以uC(t)为响

应,求冲激响应h(t)。

图3-43 例3-14的电路

解 电路的微分方程为

u'C(t)+
1
RCuC

(t)=
1
RCδ

(t)

  这里,a=
1
RC
,由式(3-69)得冲激响应

h(t)=
1
RCe

-
1
RCt t≥0 ■

  需要说明的是,冲激响应并不是专指某一输出量,只要输入信号为δ(t),系统中任意处

的电流或电压输出都称为冲激响应h(t)。在例3-14中,若以电流i(t)为冲激响应(输
出),则

h(t)=i(t)=C
duC(t)
dt =

1
R
d
dte

-
1
RCtε(t)  =

1
Rδ
(t)-

1
R2C

e-
t
RCε(t)

下面讨论阶跃响应s(t)和冲激响应h(t)的关系。
因为ε(t)和δ(t)的关系为

δ(t)=
dε(t)
dt

ε(t)=∫
t

-∞
δ(τ)dτ
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对于LTI系统而言,由微分、积分特性必然有

h(t)=
ds(t)
dt

(3-70)

相应地有

s(t)=∫
t

-∞
h(τ)dτ (3-71)

这就是说,对于LTI系统,冲激响应等于阶跃响应的导数;
 

阶跃响应等于冲激响应的积分。
这种关系不但适用于一阶系统,也适用于高阶系统。

例如,若阶跃响应为

s(t)= 1-e-
t
RC  ε(t)

则其冲激响应

h(t)=s'(t)=
d
dt 1-e-

t
RC  ε(t)  =δ(t)- e-

t
RCδ(t)-

1
RCe

-
t
RCε(t)􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁 =
1
RCe

-
t
RCε(t)

小结

(1)
 

典型的控制信号。

①
 

直流信号f(t)=A(-∞<t<∞)

②
 

正弦信号f(t)=Ksin(ωt+θ)

③
 

单位阶跃信号ε(t)=
1,t>0
 
0,t<0 

④
 

矩形脉冲信号gτ(t)=
1, |t|<

τ
2

0, |t|>
τ
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

⑤
 

斜坡信号r(t)=tε(t)

⑥
 

符号函数sgn(t)=
1,t>0
 

-1,t<0 
⑦

 

实指数信号f(t)=Ke-αt

⑧
 

复指数信号f(t)=Kest (s=α+jω)
⑨

 

采样函数Sa(t)

⑩
 

单位冲激信号δ(t)
(2)

 

信号的基本运算。

①
 

信号相加与相乘:
 

两个信号相加(相乘)可得到一个新的信号,它在任意时刻的值等

于两个信号在该时刻的值之和(积)。

②
 

信号反转(褶):
 

信号的反转(或反褶)是将信号f(t)的自变量t换为-t,可得到另

一个信号f(-t)。
③

 

信号延时:
 

将信号f(t)的自变量t换为t±t0,t0 为正实常数,则可得到另一个信号

f(t±t0)。



52   

④
 

尺度变换:
 

将信号f(t)的自变量t换为αt,α为正实常数,则信号f(αt)将在时间尺

度上压缩或扩展。

⑤
 

微分运算

y(t)=
df(t)
dt =f'(t)=f(1)(t)

  ⑥
 

积分运算

y(t)=∫
t

-∞
f(τ)dτ=f(-1)(t)

  (3)
 

对于线性时不变(LTI)控制系统来说,描述这类系统输入-输出特性关系,常用的数

学模型是常系数线性微分方程。
对于n 阶微分方程

any
(n)(t)+an-1y

(n-1)(t)+…+a1y'(t)+a0y(t)

=bmf
(m)(t)+bm-1f

(m-1)(t)+…+b1f'(t)+b0f(t)
此方程的完全解由两部分组成,这就是齐次解和特解。

(4)
 

系统时域响应是指在典型输入信号作用下,系统的输出量或信号。在时域经典法求

解系统的完全响应时,一个广泛应用的分解是把响应分为零输入响应(Zero-Input
 

Response,

ZIR)和零状态响应(Zero-State
 

Response,ZSR)两部分,即

y(t)=yzi(t)+yzs(t)

  (5)
 

单位阶跃信号和单位冲激信号是两个重要的信号,它们的关系为

δ(t)=
dε(t)
dt

ε(t)=∫
t

-∞
δ(τ)dτ

  (6)
 

线性时不变系统的单位冲激响应,是指系统初始状态为零,激励为单位冲激信号作

用下的响应,简称冲激响应,用h(t)表示。由单位阶跃信号引起的零状态响应称为单位阶

跃响应,简称阶跃响应,记为s(t)。
单位冲激响应和单位阶跃响应的关系为

h(t)=
ds(t)
dt

s(t)=∫
t

-∞
h(τ)dτ

习题

3-1 画出下列信号的波形。
(1)

 

f(t)=sinπtε(t)+sinπ(t-1)ε(t-1);
 

(2)
 

f(t)=2ε(t)-2ε(t-2);
 

(3)
 

f(t)=sinπt·[ε(t)-ε(t-6)]。

3-2 试用阶跃信号表示如图3-44所示的波形。

3-3 如图3-45所示信号f(t),试画出f(2t),f(t+2),f(2t+2),f(-2t+2)的波形。
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3-4 已知f(t)(见图3-46),画出f(2t)和f
t
2  的波形。

图3-44 题3-2的图
 

图3-45 题3-3的图
 

图3-46 题3-4的图

3-5 判断下列关于信号波形变换的说法是否正确?
(1)

 

f(-t+1)是将f(-t)左移一个时间单位而得;
 

(2)
 

f(2t+1)是将f(t+1)波形压缩0.5而得;
 

(3)
 

f(2t+1)是将f(2t)左移一个时间单位而得;
 

(4)
 

f(2t+1)是将f(2t)左移0.5个时间单位而得。

3-6 求解方程1
4
du
dt+u=

1
2+t

,u(0)=0。

3-7 如图3-47所示的电路系统,以电容上电压uC(t)为响应列写其微分方程。

3-8 如图3-48所示的LC 振荡电路,L=
1
16H

,C=4F,uC(0)=1V,iL(0)=1A,求零

输入响应uC(t)和iL(t)。

图3-47 题3-7的图
   

图3-48 题3-8的图

3-9 设某二阶系统的方程为d
2

dt2
y(t)+2

d
dty
(t)+2y(t)=0,其对应的0+状态条件为

y(0+)=1,y'(0+)=2,求系统的零输入响应。

3-10 如图3-49所示电路,已知激励信号x(t)=cos2tε(t),两个电容上的初始电压均

为零,求输出信号v2(t)的表达式。

3-11 电路如图3-50所示,R=500Ω,C=1μF,L=1H,is(t)=ε(t)A,当t=0时,把开

关K拉开,试求系统的阶跃响应iL(t)、uC(t)、iC(t)。

图3-49 题3-10的图 图3-50 题3-11的图

3-12 计算:

(1)
 

∫
∞

-∞
tδ(t-1)dt;
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(2)
 

∫
∞

0-
cosωt-

π
3  δ(t)dt; 

(3)
 

∫
∞

0+
cosωt-

π
3  δ(t)dt; 

(4)
 

∫
∞

-∞
δ(t-t0)ε(t-2t0)dt;

 

(5)
 

∫
∞

-∞
ejωt[δ(t)-δ(t-t0)]dt。

3-13 化简:
(1)

 

f(t)δ(t-3);
 

(2)
 

δ(t)+sint·δ(t);
 

(3)
 

2e-2tδ(t);
 

(4)
 

cost·δ(t);
 

(5)
 

tδ(t-1)。

3-14 化简函数d
2

dt2
sint+

π
4  ε(t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。

3-15 计算如图3-51(a)~图3-51(d)所示信号的导数f'(t),并画出波形。

图3-51 题3-15的图

常微分方程

1.
 

微分方程的概念

  学过中学数学的人对于方程是比较熟悉的。在初等数学中就有各种各样的方程,比如

线性方程、二次方程、高次方程、指数方程、对数方程、三角方程和方程组等。这些方程都是

要把研究的问题中的已知数和未知数之间的关系找出来,列出包含一个未知数或几个未知

数的一个或者多个方程式,然后求取方程的解。
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但是在实际工作中,常常出现一些特点和以上方程完全不同的问题。比如,物质在一定

条件下的运动变化,要寻求它的运动、变化的规律;
 

某个物体在重力作用下自由下落,要寻

求下落距离随时间变化的规律;
 

火箭在发动机推动下在空间飞行,要寻求它飞行的轨道等。
物质运动和它的变化规律在数学上是用函数关系来描述的,因此,这类问题就是要去寻

求满足某些条件的一个或者几个未知函数。也就是说,凡是这类问题都不是简单地去求一

个或者几个固定不变的数值,而是要求一个或者几个未知的函数。
解这类问题的基本思想和初等数学解方程的基本思想很相似,也是要把研究的问题中

已知函数和未知函数之间的关系找出来,从列出的包含未知函数的一个或几个方程中去求

得未知函数的表达式。但是无论在方程的形式、求解的具体方法、求出解的性质等方面,都
和初等数学中的解方程有许多不同的地方。

在数学上,解这类方程,要用到微分和导数的知识。因此,凡是表示未知函数的导数以

及自变量之间的关系的方程,就叫作微分方程。
微分方程差不多是和微积分同时产生的(1676年),苏格兰数学家耐普尔创立对数的时

候,就讨论过微分方程的近似解。牛顿在建立微积分的同时,对简单的微分方程用级数来求

解。后来瑞士数学家雅各布·伯努利、欧拉及法国数学家克雷洛、达朗贝尔、拉格朗日等人

又不断地研究和丰富了微分方程的理论。
常微分方程的形成与发展是和力学、天文学、物理学,以及其他科学技术的发展密切相

关的。
如牛顿研究天体力学的时候,利用了微分方程这个工具,从理论上得到了行星的运动规

律,证实了地球绕太阳的运动轨道是一个椭圆形,澄清了当时地球坠毁于太阳的论点。后

来,法国天文学家勒维烈和英国天文学家亚当斯使用微分方程各自计算出那时尚未发现的

海王星的位置。这些都使数学家更加深信微分方程在认识自然、改造自然方面的巨大力量。
随着微分方程理论的逐步完善,利用它就可以精确地表述事物变化所遵循的基本规律,

只要列出相应的微分方程,有了解方程的方法,微分方程也就成了最有生命力的数学分支。

2.
 

常微分方程的解

常微分方程是指包含一个自变量和它的未知函数以及未知函数的微分的等式。
一般地说,n 阶微分方程的解含有n 个任意常数。也就是说,微分方程的解中含有任意

常数的个数和方程的解数相同,这种解叫作微分方程的通解。通解构成一个函数族。
如果根据实际问题要求出其中满足某种指定条件的解来,那么求这种解的问题叫作定

解问题,对于一个常微分方程的满足定解条件的解叫作特解。对于高阶微分方程可以引入

新的未知函数,把它化为多个一阶微分方程组。

3.
 

常微分方程的特点

常微分方程的概念、解法和其他理论很多,比如,方程和方程组的种类及解法、解的存在

性和唯一性、奇解、定性理论等。下面就方程解的有关几点简述一下,以了解常微分方程的

特点。
求通解在历史上曾作为微分方程的主要目标,一旦求出通解的表达式,就容易从中得到

问题所需要的特解。也可以由通解的表达式,了解对某些参数的依赖情况,便于参数取适宜

的值,使它对应的解具有所需要的性能,还有助于进行关于解的其他研究。
后来的发展表明,能够求出通解的情况不多,在实际应用中所需要的多是求满足某种指
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定条件的特解。当然,通解是有助于研究解的属性的,但是人们已把研究重点转移到定解问

题上来。
一个常微分方程是不是有特解呢? 如果有,又有几个呢? 这是微分方程论中一个基本

的问题,数学家把它归纳成基本定理,叫作存在和唯一性定理。因为如果没有解,而人们要

去求解,那是没有意义的;
 

如果有解而又不是唯一的,那又不好确定。因此,存在和唯一性

定理对于微分方程的求解是十分重要的。
大部分的常微分方程求不出十分精确的解,而只能得到近似解。当然,这个近似解的精

确程度是比较高的。另外还应该指出,用来描述物理过程的微分方程,以及由实验测定的初

始条件也是近似的,这种近似之间的影响和变化还必须在理论上加以解决。
现在,常微分方程在很多学科领域内有着重要的应用,自动控制、各种电子学装置的设

计、弹道的计算、飞机和导弹飞行的稳定性的研究、化学反应过程稳定性的研究等,这些问题

都可以化为求常微分方程的解,或者化为研究解的性质的问题。应该说,应用常微分方程理

论已经取得了很大的成就,但是,它的现有理论还远远不能满足实际需要,还有待进一步的

发展,使这门学科的理论更加完善。


