
第 3 章

几 何 建 模

  计算机图形学的早期发展动力源自于CAD/CAE/CAM 系统中对几何造型的需求。
它们需要通过计算机表示、存储、分析、控制并输出指定形状的几何模型。这里的形状既

可以是单个物体的外形,也可以是由一组物体所构成的复杂场景的外形。此外,在各种类

型图形的真实感绘制过程中,模型的几何形状也会直接影响其表面光照分布、纹理密度等

因素,进而与模型的绘制效果也是密切相关的。因此,长期以来几何建模都是计算机图形

学中的重要内容。
本章介绍几何建模涉及的数学基础知识,包括形状表达的数学形式、常用几何性质

等。接下来围绕三种重要的几何建模技术:自由曲线/曲面建模、细分曲面建模和三维重

建,介绍相应的概念、模型及其使用方法。最后,针对计算机内部数据存储特点,介绍面向

几何建模的典型数据结构。

3.1 数 学 基 础

一般来讲,计算机图形学中的几何建模是指构造物体或场景二维/三维形状的数学表

达形式及其在计算机内表示的数据结构。通常意义下,这种数学形式具有直接、明确的函

数关系,使得所有满足该关系的形状也具有相应的几何性质。因此,首先需要了解表达几

何形状的数学形式。

3.1.1 几何形状的数学形式

数学上,连续几何形状的表达方式主要有三种:显式表达式、隐式表达式和参数表达

式。其中,显式表达式和隐式表达式又称为代数形式。这三种形式的主要区别在于定义

函数时,其因变量和自变量的表达方式和相互之间代数制约关系的不同。下面分别介绍

这三种表达式。

1.显式表达式

显式表达式是一种因变量随自变量变化而变化的函数形式。二维平面上几何形状的

显式表达式通常为y=f(x),其中,x 是自变量,y 是因变量。例如,y=2x+1代表平面

直线,y=x2+x+1代表平面抛物线。三维空间中几何形状的显式表达式通常为z=
f(x,y),其中,x 和y 是自变量,z是因变量。例如,z=2x+y+1表示了三维空间中的

一张平面,z= 1-x2-y2表示了半径为1的半球面。从表达形式上看,显式表达式的

因变量和自变量分别位于等号两侧,二者具有明显的对应关系。
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2.隐式表达式

隐式表达式是由多个变量共同定义的一种函数形式。这里的变量是没有自变量和因变

量之分的,不能单独进行表示。二维平面上几何形状的隐式表达式通常具有f(x,y)=0的

形式。例如,x2+y2-1=0表示了平面圆形。三维空间中几何形状的隐式表达式具有

f(x,y,z)=0的形式。例如,x2+y2+z2-1=0表示了三维球面。从表达形式上看,隐
式表达式的因变量和自变量是混合在一起的,都位于等式的同侧,二者没有明显的对应

关系。

3.参数表达式

参数表达式是采用若干独立变量作为自变量的显式表达式组成的集合。这种表达

方式下几何形状是由指定集合的参数作为自变量而得到的因变量所表示的。作为自

变量的参数也称为参变量。例如,二维平面和三维空间中的几何形状分别具有如下表

达形式:

x=f(t)

y=g(t)
   

x=f(u,v)

y=g(u,v)

z=h(u,v)

ì

î

í

ïï

ïï

(3.1)

其中,t、u 和v 是参变量。它们在给定取值范围内变化,从而产生相应的几何形状。
从代数形式来讲,参数表达式也可以看作为一种显式表达式。但是,参数表达式具有

更加直观的几何意义,反映了参变量变化所产生的各个维度的变化情况。例如,曲线可以

看作单个参变量在指定区间内变化所形成的空间点的集合;而曲面则可以看作双参变量

变化形成的空间点的集合。此外,参数表达式的代数和微积分运算非常方便,适合对几何

形状的性质进行分析。
对于一些几何形状,可能存在多种不同形式的表达式。如图3.1所示,三维空间中半

径为1的球面,除了上述隐式表达式,也可以采用基于球极坐标的参数表达式,也就是

x=sinφcosθ
y=sinφsinθ
z=cosφ

ì

î

í

ïï

ïï

(3.2)

其中,参变量θ和φ 分别对应于方位角和俯仰角。但是对于球面而言,一般不存在直接的

显式表达式。

图3.1 球面的隐式表达式与参数表达式
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图3.2 平面上的单位圆弧

  例题3-1 平面曲线的数学表达式。
问题:如图3.2所示,平面坐标系第一象限内的单位圆

弧的显式表达式和参数表达式分别是什么?
解答:该圆弧的显式表达式可以写为:

y= 1-x2, 0≤x≤1
对应的参数表达式可以写为:

x(t)=(1-t2)/(1+t2)

y(t)=(2t)/(1+t2)
, 0≤t≤1

□

3.1.2 几何性质

通过几何形状的数学形式,可以研究模型所具备的几何性质,从而更好地设计和控制

建模效果。计算机图形学中几何建模所涉及的形状主要包括两种类型:曲线和曲面。曲

线又包括二维平面曲线和三维空间曲线,而曲面主要是指三维空间中的曲面。这些也是

在日常生产生活中,人们接触最多的物体形状。

1.二维平面曲线

二维平面曲线理论上可以采用显式、隐式或参数形式进行表达。显式形式是具有一

个自变量和一个因变量的表达式,也就是y=f(x)。隐式形式是由两个变量构成的方程

式,也就是f(x,y)=0。而参数形式则是单参变量表示的二维向量,也就是γ(t)=
(x(t),y(t))。例如,平面上椭圆的隐式表达式和参数表达式分别具有如下形式:

x2

a2+
y2

b2 =1, 
x=acosθ
y=bsinθ

(3.3)

其中,a 和b是非零常数,θ是参变量。平面曲线常用的几何性质有曲线弧长、曲率等,反
映了曲线本身的形状。

以参数形式表达的曲线为例,它的弧长描述了曲线在某一参变量取值区间内的测度,
计算公式为

l=∫
t1

t0
x·2(t)+y·2(t)dt (3.4)

其中,x·(t)和y·(t)是函数关于参变量t的一阶导数,[t0,t1]是t的取值区间。曲率定义

为切线方向角相对于弧长的变化率,计算公式为

κ(t)=|x·(t)y··(t)-x··(t)y·(t)|
(x·2(t)+y·2(t))

3
2

(3.5)

其中,x··(t)和y··(t)是函数关于参变量t的二阶导数。实际上,曲率反映了曲线在某一点

的弯曲程度,例如直线的曲率处处为0。此外,平面曲线上某一点的曲率大小等于该点处

密切圆半径r的倒数,而密切圆的圆心位于曲线凹向的一侧,如图3.3(a)所示。

2.三维空间曲线

三维空间曲线可以采用单个参变量作为参数的三维向量进行表示,也就是γ(t)=
(x(t),y(t),z(t))。它直观上反映了质点在三维空间中单自由度的运动轨迹。这里需
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图3.3 平面二维曲线和三维空间曲线的曲率圆

要注意的是,三维空间曲线一般不存在显式表达式,而其隐式表达式由两张曲面的隐式表

达式组成的方程组所构成,可以记为

f(x,y,z)=0
g(x,y,z)=0

(3.6)

  它反映了三维空间曲面可以看作两张曲面相交而产生。弧长、曲率和挠率是空间曲

线的三种基本属性,反映了三维曲线的形状。与平面曲线类似,弧长表示了指定区间内的

曲线长度,计算公式为

l=∫
t1

t0
x·2(t)+y·2(t)+z·2(t)dt (3.7)

  曲率反映了曲线在空间中的弯曲程度,计算公式为

κ(t)=|γ·(t)×γ··(t)|
(|γ·(t)|)

3
2

(3.8)

其中,γ·(t)和γ··(t)分别是曲线所对应三维向量的一阶和二阶导数。如图3.3(b)所示,曲
率也与该点密切圆半径r成反比关系。与平面曲线不同,空间曲线具有挠率属性,计算公

式为

τ(t)=
(γ·(t)×γ··(t))·γ···(t)

|γ·(t)×γ··(t)|2
(3.9)

挠率反映了曲线切平面的扭转状况。例如,所有平面曲线的挠率都为0。

图3.4 环面

3.三维空间曲面

三维空间曲面理论上可以采用显式、隐式或参数形式进

行表达。显式形式是具有两个自变量和一个因变量的表达

式,通常记为z=f(x,y)。隐式形式是由三个变量构成的方

程式,也就是f(x,y,z)=0。参数形式则是由两个参变量表

示的三维向量形式,通常记为π(u,v)=(x(u,v),y(u,v),

z(u,v))。例如,图3.4所示环面的隐式表达式和参数表达

式分别为:

(x2+y2+z2+R2-r2)2-4R2(x2+y2)=0, 
x(u,v)=(R+rcosv)cosu
y(u,v)=(R+rcosv)sinu
z(u,v)=rsinv

ì

î

í

ïï

ïï

(3.10)
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其中,R 和r分别表示环截面半径和内环半径。
空间曲面常用的几何性质涉及面积、法曲率、主曲率、高斯曲率、平均曲率等属性。以

参数形式表示的曲面为例,其面积是指双参变量在取值范围内的表面测度,计算公式为

s=∫
u1

u0∫
v1

v0
|π·u ×π·v|dudv (3.11)

其中,[u0,u1]和[v0,v1]分别是参变量u 和v 的取值范围。曲面上某点处的曲率和经过

该点的曲面上曲线的弯曲程度相关,称为法曲率。事实上,曲面在一点处有无穷多个切方

向,因此可以定义无穷多个法曲率。其中,法曲率的最大值和最小值称为主曲率,代表了

该点处法曲率的极值分布情况,也就是能达到的最大和最小弯曲程度。曲面上某点处主

曲率的平均值,称为平均曲率,而主曲率的乘积则称为高斯曲率。事实上,平均曲率和高

斯曲率是反映曲面局部形状的两个重要属性。

3.1.3 建模工具

根据建模对象的不同,几何建模可以简单地分为自然物体建模和人造物体建模。所

谓自然物体建模,是指建模对象来自于自然界中正常存在的物体,例如各种动物、植物、地
形、地貌等,如图3.5(a)所示。这类物体的几何形状往往很难用精确的数学公式直接表

示。人造物体建模,是指通过手工交互或自动化的方式,利用相应的工具对基本几何形状

进行变换和重组,获得具有新形状的物体,如图3.5(b)所示。这类物体的几何形状,通常

可以借助变换或重组时的数学表达式进行准确描述。

图3.5 物体对象几何建模的方式:插值与拟合

无论自然物体建模,还是人造物体建模,主要有插值和拟合两种方式,如图3.5(c)所
示。这两种方式都是先对物体形状有个大概的主观描述,在此基础上按照精度的要求进

行形状的构建。插值,是要求形状能够严格满足给定数据点的几何位置约束。这些数据
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点也称为型值点,是对建模对象外形的离散采样。拟合则是在一定的几何意义下,建模的

形状尽可能逼近给定的型值点。不论对形状进行插值或拟合,常用的数学工具有自由曲

线/曲面、细分曲面等,它们为自然物体建模和人造物体建模提供了有效的数学工具。

3.2 自由曲线/曲面建模

经典几何形状,如平面、圆柱面、圆锥面等都具有明确的解析表达式。然而,绝大部分

的自然物体,例如人脸等,其形状往往无法使用一个解析函数进行显式表示,需要构造新

的函数形式来表示其形状。所谓自由曲线/曲面,是指不能用初等解析函数完全准确地表

达全部形状的曲线和曲面。因此,自由曲线/曲面的出现,是为了克服使用解析函数进行

形状表示的局限性,采用更广泛意义下的数学函数来表示形状。

3.2.1 平面三次多项式曲线

多项式曲线是一种最常见的平面曲线表达形式。在给定型值点集合后,计算n 次多

项式进行插值或拟合。这样就可以转化为线性方程组来求解该多项式。数学上,多项式

次数越高,其对应曲线出现的拐点就越多,能表示的形状也就越复杂。但是次数越高,越
可能在拟合时出现过拟合,难以控制那些没有采样点处的形状。此外,五次以上多项式的

计算比较复杂,不利于快速建模。如果多项式次数较低,又会出现欠拟合情况,导致形状

的表现力不足。在实际应用中,三次多项式曲线是使用较广泛的一类多项式曲线。它对

应的参数表达式为:

p(t)=c0+c1t+c2t2+c3t3 (3.12)
其中,ci=(xi,yi)T 称为控制顶点,t∈[0,1]是参变量取值范围。通过公式(3.12)可以看

出,{ci}取值不同,就会产生不同的曲线形状。
如图3.6所示,给定4个型值点{p1,p2,p3,p4},可以计算通过这些型值点的一条三

次多项式曲线。这是由于三次多项式总共有4个系数,每个系数同时有x 和y 两个分

量,因此一共有8个未知数。而4个型值点恰好可以提供8个约束条件。如果给定的型

值点多于4个,那么可以通过最小二乘法计算一条最优的三次多项式曲线来拟合这些型

值点,使得它们距离曲线的总体几何距离最小。

图3.6 由4个型值点定义的三次多项式曲线
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例题3-2 平面三次多项式插值曲线。
问题:计算图3.6所示的多项式曲线的参数表达式p(t)。
解答:根据4个型值点{p1,p2,p3,p4}的x 和y 坐标,分别计算p(t)=(x(t),

y(t))控制顶点ci=(xi,yi)T。其中,x 和y 坐标分别满足如下等式:

0=x0

2=x0+
1
3x1+

1
9x2+

1
27x3

0=x0+
2
3x1+

4
9x2+

8
27x3

2=x0+x1+x2+x3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

0=y0

2=y0+
1
3y1+

1
9y2+

1
27y3

3=y0+
2
3y1+

4
9y2+

8
27y3

4=y0+y1+y2+y3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

  通过求解上述两个线性方程组,可以得到4个控制顶点的坐标分别是c0=(0,0)、

c1=(20,8.5)、c2=(-54,-9)和c3=(36,4.5)。

□
平面三次多项式能够通过插值或拟合的方式对平面曲线建模,但是像公式(3.12)这

样的表达式缺少直观的几何解释(例如,其控制顶点无法直接描述曲线形状),这样就不利

于工程人员按照主观意图进行曲线建模来设计相应的形状。此外,受单个多项式代数性

质的影响,能有效表示的曲线形状有限,并不适合更加丰富多样的几何外形设计。因此,
需要更灵活的自由曲线/曲面建模技术,典型的建模技术有Bézier曲线/曲面和B样条曲

线/曲面。

3.2.2 Bézier曲线/曲面

Bézier曲线是以法国工程师PierreBézier命名的。而Bézier曲线的计算方法最早可

以追溯到法国雷诺公司工程师PauldeCasteljau。他提出了适用于计算机编程的递归算

法,只是没有意识到这种算法最后所生成的曲线形状就是Bézier曲线的形状。1962年,

Bézier明确给出了这种曲线的数学公式,并成功地应用于汽车外形设计。

Bézier曲线是第一种在工业界被广泛采用的自由曲线建模工具,其本质也是多项式

曲线。但是,这种曲线具有更直观的几何表达形式,能够方便工程师通过操纵控制顶点来

进行建模。具体地讲,n 次Bézier曲线是一种单参变量的参数表达式,数学上定义为:

p(t)=∑
n

i=0
Bn

i(t)ci=∑
n

i=0

n
i
æ

è
ç

ö

ø
÷(1-t)n-itici, t∈ [0,1] (3.13)

其中,{c0,c1,…,cn}是n+1个控制顶点。这些控制顶点依次连接形成控制多边形。单

参变量函数Bn
i(t)也称为Bernstein多项式函数。图3.7分别展示了二次和三次Bézier
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图3.7 二次和三次Bézier曲线

曲线。
数学上,多项式函数空间是可以采用Bernstein函数作为一组基函数。因此,Bézier

曲线就是采用这组基函数的线性组合来表示的一类多项式函数。在此基础上,可以将公

式(3.12)所表示的任意形式的多项式曲线转化为公式(3.13)表示的Bézier曲线。这个过

程实质上就是将多项式基函数{1,t,t2,t3}转化为Bernstein基函数表示。

Bézier曲线之所以在工业设计中广受欢迎,主要是因为公式(3.12)定义的几何形状

具有以下良好性质,能够方便设计人员对形状进行控制。
(1)首末端点插值。曲线经过控制多边形的首末端点,也就是曲线端点满足p(0)=

c0 和p(1)=cn。此外,曲线在两个端点处的切线方向与控制多边形的边平行,也就是

p'(0)与线段c0c1的方向一致,而p'(1)与线段cn-1cn的方向一致。这使得Bézier曲线插

值首末端点的切向量。
(2)保凸性。曲线位于控制多边形构成的凸包(凸多边形边界)内。这样在给定控制

多边形后,就可以通过凸包来限定生成的Bézier曲线的范围。例如,图3.7所示的二次

Bézier曲线位于三角形△c0c1c2 的内部,而三次Bézier曲线则位于四边形▱c0c1c2c3 的

内部。这个性质方便设计人员通过控制顶点的位置来对曲线形状进行调控。
(3)deCasteljau递归算法。在计算公式(3.13)表示的Bézier曲线时,除了直接采用

多项式的代数运算,还可以借助deCasteljau递归算法实现更加快速地计算。如图3.8所

示。该递归算法基于以下递推公式:

p[r]
i (t)=(1-t)·p[r-1]

i-1 (t)+t·p[r-1]
i (t)

p[0]
i (t)≡p[0]

i =ci

(3.14)

  上述deCasteljau递归算法证明了当r=n 时,p[n]
n (t)一定是位于Bézier曲线上的

点。这种递归算法非常适合计算机编程实现,计算效率很高。

图3.8 deCasteljau递归过程
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图3.9 三次Bézier曲线

例题3-3 平面三次Bézier曲线。
问题:写 出 图3.9所 示 的 控 制 顶 点 定 义 的 三 次

Bézier曲线,其中4个控制顶点坐标分别是c0(-2,0),

c1(-1,1),c2(1,1.5),c3(2,0)。然 后,给 出 采 用 de
Casteljau递归算法计算曲线上任意一点的递归过程。

解答:将4个控制顶点的坐标代入公式(3.13),可以

得到如下相应的Bézier曲线表达式:

  p(t)=∑
3

i=0
B3

i(t)ci

=
-2B3

0(t)-B3
1(t)+B3

2(t)+2B3
3(t)

B3
1(t)+1.5B3

2(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷

=
-2(1-t)3-3(1-t)2t+3(1-t)t2+2t3

3(1-t)2t+4.5(1-t)t2
æ

è
ç

ö

ø
÷

其中,t∈[0,1]。进一步,根据公式(3.14)定义的deCasteljau递归算法,对于曲线上任意

一点p(t0),0≤t0≤1,其递归计算过程如下:

p(t0)=p[3]
3 (t0)=(1-t0)p[2]

2 (t0)+t0p[2]
3 (t0)

p[2]
2 (t0)=(1-t0)p[1]

1 (t0)+t0p[1]
2 (t0)

p[2]
3 (t0)=(1-t0)p[1]

2 (t0)+t0p[1]
3 (t0)

p[1]
1 (t0)=(1-t0)p[0]

0 (t0)+t0p[0]
1 (t0)

p[1]
2 (t0)=(1-t0)p[0]

1 (t0)+t0p[0]
2 (t0)

p[1]
3 (t0)=(1-t0)p[0]

2 (t0)+t0p[0]
3 (t0)

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中,p[0]
0 (t0)=c0,p[0]

1 (t0)=c1,p[0]
2 (t0)=c2 以及p[0]

3 (t0)=c3。
□

进一步,Bézier曲面是由两个参变量的Bernstein混合函数表示的参数曲面。具体来

讲,m×n 次Bézier曲面是由(m+1)×(n+1)个控制顶点组成的多面体(也称为控制网

格)来定义,记为:

p(s,t)=∑
m

i=0
∑
n

j=0
Bm

i(s)Bn
j(t)cij, s∈ [0,1],t∈ [0,1] (3.15)

  与Bézier曲线类似,Bézier曲面也具有很多良好的性质。例如,Bézier曲面的边界是

由4个边界多边形作为控制多边形所定义的4条Bézier曲线;角点插值性,也就是说

Bézier曲面在4个角点插值控制网格的顶点;凸包性,也就是说Bézier曲面位于曲面控制

网格形成的凸包内。
与一般的平面多项式曲线/曲面表达式相比,Bézier曲线/曲面的主要优点是容易编

程实现、具有端点和切向插值等性质,而且方便各种微积分运算的数值求解。但Bézier
曲线/曲面的缺点也很明显,就是缺乏对曲线形状的局部可控性。具体来讲,改变其中一

个控制顶点的位置,就会改变整个曲线/曲面的形状。例如,图3.10所示的四次Bézier曲

线,当其他控制顶点位置不变,只要控制顶点c2 移动到c'2的位置,整条曲线上除c0 和c4
两个端点外,其余点的位置都会发生变化。这种局限性也限制了Bézier曲线/曲面的几
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何建模能力。

图3.10 Bézier曲线形状缺乏局部可控性

3.2.3 B样条曲线/曲面

为了克服Bézier曲线/曲面的不足,美国 Utah大学的 WilliamGordon和 Richard
Riesenfeld在1974年将B样条参数曲线引入几何建模。样条,源于生产实践,本意是指

富有弹性的细长条。样条利用压铁使其通过指定的型值点,并调整样条使它具有满意的

形状,然后沿样条画出曲线。B样条曲线则是通过B样条函数表示的曲线,本质上是分段

多项式曲线。因此,B样条曲线是由多个在连接处满足一定连续性的多项式曲线所构成

的曲线,是一类多项式组合的曲线。在此之前,美国 Wisconsin-Madison大学的Isaac
Schoenberg早在1946年就利用B样条进行统计数据的光滑处理,开创了样条逼近的现

代理论。
由于分段多项式的性质,B样条曲线的定义除了需要控制顶点{c0,c1,…,cn},还需

要设置节点向量t0≤t1≤…≤tn+k+1。在此基础上,k次(k+1阶)B样条曲线定义为:

p(t)=∑
n

i=0
Nk

i(t)ci, n≥k (3.16)

图3.11 三次B样条曲线

  这里,相邻两个节点形成的区间[tk,tk+1)定
义了在其每一段上的多项式函数,而这些多项式

函数的组合就定义了B样条曲线。图3.11展示

了一条三次B样条曲线。
具体来讲,在公式(3.16)中,Nk

i(t)是B样条

基函数,可以通过如下递推公式来定义:

N0
i(t)=

1,t∈ [ti,ti+1)

0,t∉ [ti,ti+1)

Nk
i(t)=

t-ti

ti+k -ti
Nk-1

i (t)+
ti+k+1-t

ti+k+1-ti+1
Nk-1

i+1(t)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(3.17)

  公式(3.17)称为deBoor-Cox公式。由公式(3.17)可以看出,基函数Nk
i(t)只有在位

于节点ti 和ti+k+1之间的区间内取非负值,而在其他处则取值为零。这也意味着在区间

[ti,ti+1)上,总共只有k+1个B样条基函数取非负值,它们依次是Nk
i-k(t),Nk

i-k+1(t),

…,Nk
i(t)。基于该递归公式,B样条曲线就可以采用类似Bézier曲线的递归方式进行计
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算,也就是通过逐次迭代的方式计算公式(3.16)表示的B样条曲线上任意点的位置坐标。
这种计算方式称为deBoor递归算法。

该递归算法与Bézier曲线的deCasteljau递归算法类似,都是从控制顶点组成的控

制多边形cj-kcj-k+1…cj 开始,依次执行k次割角操作。其中,如图3.12所示第r次割角

是用线段p[r]
i (t)p[r]

i+1(t)割去角p[r-1]
i 。这里p[r]

i (t)=(1-λi,k-r+1)p[r-1]
i-1 (t)+λi,k-r+1

p[r-1]
i (t),而割角时线段端点在控制多边形边上的比例是λi,k-r+1=(t-ti)/(ti+k-r+1-

ti)。那么,最后得到的角点p[k]
j (t)就是B样条曲线上的点p(t)。整个递归割角过程可

以用如下公式表示:

p(t)=∑
j

i=j-k
Nk

i(t)p[0]
i = ∑

j

i=j-k+1
Nk-1

i (t)p[1]
i …=∑

j

i=j-1
N1

i(t)p[k-1]
i …=p[k]

j (3.18)

其中,p[0]
i =ci 是控制顶点。事实上,该B样条曲线是定义在区间[tj,tj+1)上的一条多项

式曲线。该区间也是公式(3.18)中能够使得所有B样条基函数取非零值的区间。

图3.12 deBoor递归过程

B样条曲线保留了Bézier曲线良好的几何性质,同时具备了对曲线形状的局部可控

性。具体来讲,根据B样条基函数的局部支撑性,改动其中一个控制顶点,B样条曲线上

图3.13 三次均匀B样条曲线

仅仅和该控制顶点相关的曲线形状发生变化。这可以从B样条曲线的定义公式(3.16)得
出。例如当控制顶点ci 的位置变化时,只有B样条基函数Nk

i(t)不为零值的区间上对应

的B样条曲线才发生改变,也就是在区间[ti,ti+k+1)以外的B样条曲线不会发生任何改

变。此外,在进行多个B样条曲线拼接时,也可以根据节点设置很容易地保持拼接时的

几何连续性。因此,B样条曲线具有更加灵活的几何建模能力。
例题3-4 平面三次B样条曲线。
问题:如图3.13所示的三次均匀B样条曲线p(t)的

控制顶点分别是c0、c1、c2、c3,节点间距相等,设为ti=i。
写出t∈[t3,t4)区间上的B样条曲线表达式。然后,给出采

用deBoor-Cox递归算法计算曲线上任意一点的递 归

过程。
解答:根据公式(3.17)中B样条基函数的定义,可以得

到区间[t3,t4)上4个非零基函数的表达式:
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N3
0(t)=(-t3+3t2-3t+1)/6,N3

1(t)=(3t3-6t2+4)/6
N3
2(t)=(-3t3+3t2+3t+1)/6,N3

3(t)=t3/6
  因此,对应的三次均匀B样条曲线可以写为:

p(t)=∑
3

i=0
N3

i(t)ci=
1
6
(t3,t2,t1,1)M4×4·

c0
c1
c2
c3

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

M4×4=

-1 3 -3 1
3 -6 3 0

-3 0 3 0
1 4 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

  对于曲线上任意一点p(t0),3≤t0<4,其递归计算过程如下:

p(t0)=p[3]
3 (t0)=(4-t0)p[2]

2 (t0)+(t0-3)p[2]
3 (t0)

p[2]
2 (t0)=

4-t0
2 p[1]

1 (t0)+
t0-2
2 p[1]

2 (t0)

p[2]
3 (t0)=

5-t0
2 p[1]

2 (t0)+
t0-3
2 p[1]

3 (t0)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

p[1]
1 (t0)=

4-t0
3 p[0]

0 (t0)+
t0-1
3 p[0]

1 (t0)

p[1]
2 (t0)=

5-t0
3 p[0]

1 (t0)+
t0-2
3 p[0]

2 (t0)

p[1]
3 (t0)=

6-t0
3 p[0]

2 (t0)+
t0-3
3 p[0]

3 (t0)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

其中,p[0]
0 (t0)=c0,p[0]

1 (t0)=c1,p[0]
2 (t0)=c2 以及p[0]

3 (t0)=c3。

□
进一步,B样条曲面是一种双参变量B样条函数组成的混合多项式曲面。B样条曲面

可以看作B样条曲线在三维空间沿另外一条B样条曲线滑动形成。例如双三次B样条曲

面的表达式为p(s,t)=∑
3

i=0
∑
3

j=0
Nk

i(s)Nk
j(t)cij。与B样条曲线类似,B样条曲面也具有很

多优良性质,例如局部性,即曲面形状只和最相关的几个控制顶点有关;凸包性,即B样条

曲面的每一片都位于定义该片曲面的控制顶点的凸包之内;磨光性,即同一组控制顶点定

义的B样条曲面,随着次数的升高越来越光滑。此外,Bézier曲面也可以看作B样条曲面

的特例。
然而,B样条曲面无法直接表示圆锥等有理曲面。为此,研究人员又提出了非均匀有

理B样条曲面(NURBS)。与普通的B样条曲线/曲面相比,NURBS的特点是采用非均

匀节点,同时也是一种有理表示形式。与此同时,加入了权重因子,以更好地控制曲线/曲

面形状,如图3.14所示。具体来讲,NURBS具有如下表达式:
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p(s,t)=
∑
n

i=0
∑
m

j=0
wijNk

i(s)Nk
j(t)cij

∑
n

i=0
∑
m

j=0
wijNk

i(s)Nk
j(t)

(3.19)

其中,cij是控制顶点,wij是权重因子。

图3.14 NURBS定义的曲面形状

NURBS兼具B样条曲线/曲面形状局部可调以及连续阶数可调的优点,又能像有理

Bézier曲线可精确地表示圆锥曲线的特性。1991年,国际标准化组织(ISO)在其正式发

布的工业产品数据交换STEP标准中,把NURBS作为自由曲线/曲面的唯一定义,成为

设计工业产品几何形状的唯一数学方法。许多国际著名的CAD软件也把NURBS作为

几何造型工具的首选,例如AutoCAD、CATIA等软件。

3.3 细分曲面建模

B样条曲线/曲面、NURBS等自由曲线/曲面在CAD中已得到广泛的应用。然而,
这类自由曲线/曲面对它们自身的控制多边形或控制网格的拓扑结构有严格要求。这里

的拓扑结构通常是指控制顶点之间的边连接关系。例如,B样条曲面、NURBS曲面等只

能定义在矩形网格拓扑结构上,如图3.14所示。然而,现实中几何建模对象的拓扑结构

往往是复杂多样的,例如计算机动画中要表示人的头和人的手。此外,因为模型是活动

的,要在曲面的连接处保持光滑也是需要解决的问题。
针对上述问题,科研人员进一步发明了细分曲面。所谓细分曲面,是指多面体按照指

定的细分规则进行无穷细化的极限。细分曲面可以看作自由曲线曲面在任意拓扑定义域

上的推广。例如,B样条曲线的递归算法实际上就是对其控制多边形或控制网格的切割

磨光过程。因此,人们自然地希望将这一算法推广到任意拓扑的多面体上去,也就是通过

几何和拓扑的修改,重新添加边、顶点、面来重定义新的控制网格,以及移动顶点的空间位

置来平滑该控制网格,并由此定义细分建模过程。这个过程所产生的极限曲面就是细分

曲面。
细分曲面提供了更加灵活、更好光滑性的曲面生成方法,早期主要应用于计算机动画

领域。最典型的是Pixar公司的TonyDeRose将细分曲面应用于电影动画Geri􀆳sGame
的制作,并获得了1998年奥斯卡最佳动画短片奖。对于细分曲面,最核心的是如何设计

细分规则,也就是顶点、边、面的几何和拓扑生成方式。接下来主要介绍4种典型的细分

规则及其生成的极限曲面:Catmull-Clark、Doo-Sabin、Loop和Butterfly细分曲面。
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3.3.1 Catmull-Clark细分曲面

Catmull-Clark细分曲面将双三次B样条曲面的生成方法推广到任意拓扑的控制网

格,由EdwinCatmull和JimClark于1978年首次提出。普通的双三次B样条曲面由16
个控制顶点{cij}4,4i=1,j=1定义。根据B样条曲线/曲面的递归算法,在每两个节点的中点处

嵌入一个新节点,就会产生25个新的控制顶点。这些新的控制顶点就定义了四片新的子

曲面。这样,对应于原控制网格中的每一个小四边形(如▱c11c12c22c21),都有一个新顶点

产生,称为面点;对于每一条边,也会有一个新顶点产生,称为边点;对于每一个顶点cij,
也产生一个新顶点。这些新的面点、边点和顶点组成一个新的控制网格。该过程可重复

进行下去,最终控制网格收敛到双三次B样条曲面。受此启发,Catmull和Clark提出了

面向任意拓扑控制网格的细分规则,具体包括如下两方面的几何细分和拓扑细分规则。
(1)几何规则。如图3.15所示,每个控制网格面在中心处加一个新的面点,如Q11;

每条控制网格边加一个新的边点,如Q12;每个顶点用新的位置取代旧的位置,如Q22。

图3.15 Catmull-Clark细分的几何规则和拓扑规则(图片来自[8])

Q11=(c11+c12+c22+c21)/4
Q12=((Q11+Q13)/2+(c12+c22)/2)/2
Q13=(c12+c13+c22+c23)/4
Q22=Q/4+R/2+c22/4

新顶点Q22的计算公式中有Q 和R 两个新的变量,其中,Q=(Q11+Q13+Q33+Q31)/4,

R=(1/4)((c22+c12)/2+(c22+c21)/2+(c22+c32)/2+(c22+c23)/2))。
(2)拓扑规则。如图3.15中的虚线所示,新的边是由连接每个面点到邻接的边点以

及连接每个顶点到邻接的边点所形成。这些新的顶点和边就组成了新的控制网格。
与B样条曲面采用矩形拓扑的控制网格不同,Catmull-Clark细分曲面不受控制网格

的拓扑限制,可作用到任意拓扑的控制网格上去。上述细分规则在作用一次以后,所有的

面均变为四边形,而且从此以后度数不为4的顶点(称为奇异点)的个数会保持不变。除

了奇异点以外,Catmull-Clark曲面可以看作由一系列双三次B样条曲面覆盖而成,通过

上述的细分规则就能够达到几乎处处连续的曲率。而在奇异点处,也能够保持切平面连

续,但需要对细分规则做一些相应调整。
例题3-5 Catmull-Clark细分曲面。
问题:如图3.16所示的正立方体的8个顶点坐标分别是A(-1,1,1)、B(1,1,1)、

C(1,1,-1)、D(-1,1,-1)、E(-1,-1,1)、F(1,-1,1)、G(1,-1,-1)和 H(-1,

-1,1)。写出采用Catmull-Clark细分生成新的控制网格顶点的伪代码。
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图3.16 Catmull-Clark细分曲面

解答:假设k-1次细分后顶点集合是Vk-1={vk-1
1 ,vk-1

2 ,…},其中,V0={A,B,C,

D,E,F,G,H},在k-1次细分后所得的面和边的集合分别记为Fk-1={fk-1
1 ,fk-1

2 ,…}
和Ek-1={ek-1

ij },那么第k次细分生成新的控制网格顶点的伪代码如下。

  function CCSubdivision (V
k-1
, F

k-1
, E

k-1
)

  for each face f
k-1
ijmn=(v

k-1
i ,v

k-1
j ,v

k-1
m ,v

k-1
n ) in F

k-1
do /*计算新的面点*/

    v
~ k

ijmn← (v
k-1
i +v

k-1
j +v

k-1
m +v

k-1
n )/4

  end for

  for each edge e
k-1
ij =(v

k-1
i ,v

k-1
j ) in E

k-1
do /*计算新的边点*/

    v
~ k

ij← ((v
k-1
i +v

k-1
j )/2+(v

k
ijmn+v

k
ijpq)/2)/2 /*v

k
ijmn和 v

k
ijpq是面点*/

  end for

  for each vertex v
k-1
i in V

k-1
do /*计算新的顶点*/

    v
~ k

i← Q/4+R/2+v
k-1
i /4 /*Q 和 R 是新变量*/

  end for

end function

□

3.3.2 Doo-Sabin细分曲面

Doo-Sabin细分曲面将双二次B样条曲面的生成方法推广到任意拓扑的控制网格,
是由DanielDoo和 MalcolmSabin在1978年最先提出的。普通的双二次B样条曲面在

递归计算过程中,每一个面上对应于每一个顶点,产生一个新顶点。连接这些新顶点,就
会产生对应于原控制网格中的面点、边点和顶点的新面,并由此形成不断加密的控制网

格。最终,这个加密过程得到的极限曲面就是双二次B样条曲面。受此启发,Doo-Sabin
细分采用如下两方面的几何和拓扑规则。

(1)几何规则。每个控制网格面的K 个顶点Q1,Q2,…,QK 生成新的对应顶点Q'1,

Q'2,…,Q'K,其中

Q'k=∑
K

j=1
αijQj, αij =

K +5
4K

, i=j

3+2cos(2(i-j)π/K)
4K

,i≠j

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(3.20)

  这些新的顶点就定义了新的控制网格,如图3.17(a)所示。
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图3.17 Doo-Sabin细分规则

(2)拓扑规则。如图3.17(b)所示,每个旧控制网格面的新顶点连接形成一个新的面

F;每条旧边两侧的4个新顶点连接形成新的面E;每个旧顶点周围的新顶点连接形成新

的面V。
经过一次Doo-Sabin细分后,每个顶点的度数均变为4。再经过一次细分后,度数不

为4的面的个数会保持不变。因此除了在有限个奇异点外,Doo-Sabin细分曲面是由一

系列双二次B样条曲面覆盖而成。此外,Doo-Sabin曲面在奇异点处也具有一阶光滑连

续性。

3.3.3 Loop细分曲面

Loop细分曲面将箱样条推广到三角形组成的控制网格,由CharlesLoop在1987年

最先提出。相比于Catmull-Clark细分曲面和Doo-Sabin细分曲面,Loop细分曲面的细

分规则较为简单。通过生成新的顶点,并依次将其连接形成新的控制网格,如图3.18所

示。具体来讲,Loop细分采用如下几何和拓扑规则。

图3.18 Loop细分规则

(1)几何规则。对于控制网格内部顶点Q0,假设其N 个相邻顶点为Q1,Q2,…,QN,那

么对应的新顶点Q'0= (1-Nβ)Q0+β∑
N

i=1
Qi,其中,β=

5
8-

3
8+

1
4cos

2π
N

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ N。对

于控制网格边界上顶点Q0,假设与它相连的两个顶点是Q1和Q2,那么对应的新顶点满足

Q'0=
3
4Q0+

1
8
(Q1+Q2)。假设控制网格内部一条边的两个顶点是Q1和Q2,相对的两个
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顶点是Q3和Q4,那么新增加的顶点是Q'0=
3
8
(Q1+Q2)+

1
8
(Q3+Q4)。如果Q1和Q2是

控制网格的边界边上的两个顶点,则对应于该边界边所新增加的顶点是Q'0=
1
2
(Q1+Q2)。

(2)拓扑规则。按照三角形控制网格的顶点和边的连接关系,将新顶点连接形成新

的控制网格。

Loop细分曲面除了一些特殊点外,几乎处处具有二阶光滑的连续性。

图3.19 Loop细分曲面

例题3-6 Loop细分曲面。

问题:如图3.19所示正四面体的4个顶点的坐标分别

为A(0,1,0)、B(0,0,1)、C(1,0,0)和D(0,0,0)。写出采用

Loop细分生成新的控制网格顶点的伪代码。

解答:假设k-1次细分后顶点集合是Vk-1={vk-1
1 ,

vk-1
2 ,…},其中,V0={A,B,C,D}。在k-1次细分后所得

的边的集合记为Ek-1={ek-1
ij },那么第k 次细分生成新的

控制网格顶点的伪代码如下。

  function LoopSubdivision (V
k -1

, F
k -1

, E
k -1

)

  for each vertex v
k-1
i in V

k -1
do

    if v
k-1
i in v

k-1
i ∈Vint then           /*计算内部顶点*/

      v
~ k

i ← (1- Nβ)v
k-1
i +β∑

N

j=1

v
k-1
ij /*{v

k-1
ij }是相邻 N 个顶点 */

    else /*计算边界顶点*/

      v
~ k

i←
3

4
v
k-1
i +

1

8
(v

k-1
i1 +v

k-1
i2 ) /*v

k-1
i1 和 v

k-1
i2 是相邻顶点*/

    end if

  end for

  for each edge e
k-1
ij =(v

k-1
i ,v

k-1
j ) in E

k -1
do

    if e
k-1
ij in Eintthen /*计算内部边界顶点*/

      v
~ k

ijpq←
3

8
(v

k-1
i +v

k-1
j )+

1

8
(v

k-1
p +v

k-1
q ) /*v

k-1
p 和 v

k-1
q 是相对顶点*/

    else /*计算边界边顶点*/

      v
~ k

ij←
1

2
(v

k-1
i +v

k-1
j )

    end if

  end for

end function

□

3.3.4 Butterfly细分曲面

Butterfly细分曲面是由NiraDyn等人于1990年提出的,主要针对三角形组成的控

制网格。具体来讲,对于每个边,使用指定的规则创造一个新顶点,然后和旧的顶点把一
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图3.20 Butterfly细分的几何

规则和拓扑规则

个三角面片转化成四个新的三角面片,如图3.20所

示。Butterfly细分采用如下几何和拓扑规则。
(1)几何规则。对于三角形控制网格的每条边,

利用可调控的权因子 ω 定义新 的 控 制 网 格 顶 点

Q'0=
1
2
(Q1+Q2)+ω(Q3+Q4)-

ω
2
(Q5+Q6+Q7+

Q8)。这里的权因子ω 是可以根据细分曲面的外形

要求而设定的。
(2)拓扑规则。依次将新的顶点和旧控制网格

顶点连接,形成新的控制网格。
根据上述几何和拓扑规则得到的Butterfly细分

曲面,除了一些特殊点外,几乎处处具有一阶光滑的

连续性。
上述细分曲面在细分过程中使用的几何和拓扑规则不同,由此产生不同性质的细分

曲面。图3.21展示了同一个控制网格,采用不同细分规则后所生成的细分曲面,可以看

出其结果在形状和光滑性上都有着明显的差异。

图3.21 由相同控制网格生成的不同细分曲面

3.4 三 维 重 建

自由曲线/曲面、细分曲面等几何建模方式是从数学模型出发来设计和构造几何形

状,一定程度上要依赖设计人员关于几何形状的直觉和理解。与此相反,三维重建是直接

或间接地获取真实世界中物体的形状和表观,使之能够在计算机中存储、处理和显示。因

此,三维重建是一种从真实世界物体出发的几何建模方式。最具代表性的是美国

Stanford大学的“数字米开朗基罗”计划。从1998年到2000年,该项目采用最先进的激

光三维扫描仪将文艺复兴时代的著名雕塑作品全部进行几何建模,从而实现了文物的计

算机数字化,起到了文物保护和文化传承的作用。

3.4.1 被动式与主动式建模

按照数据来源的不同,采用三维重建进行几何建模主要分为两种方式:被动式和主

动式,如图3.22所示。这两种都属于光学测量的范畴。其中,被动式包括基于图像的三

维重建、基于视频的三维重建等;主动式包括基于激光测距的三维重建、基于Kinect的三
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维重建等。这两种方式各有优缺点,适用于不同的场合。

图3.22 典型的三维重建方法

1.被动式建模

被动式建模不需要与重建对象接触。在进行重建时,输入的数据是图像、视频等视觉

信息,然后通过成像方式测量物体表面来推测三维结构。这类方法通常称为shapefrom
X,X可以指代轮廓、着色、纹理、阴影等能够通过设备获取的视觉信息。

被动式方法的优点是破坏性小、安全、成本较低。在数据采集时不需要和物体接触,
所以不会对物体造成破坏,因此也避免了安全隐患。在建模时通常只需要根据拍摄的图

像、视频数据作为输入,因而成本较低。但缺点是对物体透明度敏感、不能处理镜面反射

和内部折射,因此无法对玻璃材质的物体进行有效的几何建模。

2.主动式建模

主动式建模是在采集数据时通过机械接触或主动观测等方式获取三维信息,例如传

感器标记、结构光、激光、超声波等。按照扫描方式的区别可以分为三维扫描仪、飞时测

距、三角测距、结构光等。
三维扫描仪,如坐标测量机等,具有测量精确度高的优点,可达到微米级别。但是这

种方式价格昂贵,且需要专业的操作者。飞时测距,是通过发出激光脉冲,并计算这束光

返回所需要的时间来测算距离。这种方式的优点是扫描速度快、便携、方便,而且测量范

围大;但缺点是精度有限,只能达到毫米级别。三角测距,是通过发射一道激光到待测物

上,并利用摄影机记录待测物上的激光光点,然后利用激光光点、摄影机、激光源构成的三

角形来测算距离。这种方式的优点是精度较高、适合测量大尺寸物体;但缺点是扫描速度

慢,需要花费较长时间来完成三维重建。结构光扫描,如Kinect等,则使用红外线发射器发

射红外光线,然后利用红外线传感器接收反射回来的红外光线来获取深度图像。这种方式

的优点是设备价格便宜、易于安装,但缺点是精度较差,而且测量范围有限(0.4~3.5m)。

3.4.2 基于图像的三维重建

基于图像的三维重建(Image-BasedReconstruction,IBR),是指从拍摄的图像对三维

物体的外形进行重建。按照输入图像数量的不同,可分为多视角重建和单幅图像重建。
多视角重建需要输入多幅图像,然后恢复物体的外形。单幅图像重建仅需要一幅图像作

为输入进行重建。一般情况下,图像像素记录了来自不同方向的入射光信息。因此,增加

输入图像数量能够提升几何模型重建的精度。
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如图3.23所示,多视角重建的算法流程一般包括四个步骤:摄像机标定(Calibration)、
三角测量(Triangulation)、从运动恢复结构(稀疏形状估计)(Structure-From-Motion,

SFM)以及立体匹配(稠密形状估计)(StereoMatch)。

图3.23 多视角三维重建算法流程

1.摄像机标定

该步骤从一些已知坐标的三维空间点集,反求摄像机相关一些参数。这些参数可以

分为内参(IntrinsicParameter)和外参(ExtrinsicParameter)两种类型。内参是描述摄像

机镜头、传感器特性的参数,例如镜头焦距、传感器畸变、成像中心位置等。外参是描述摄

像机在世界坐标系下位置和方向的参数,反映了相机运动时的位姿变化。由标定出来的

摄像机内/外参就可以得到和物体三维信息有关的相机运动。因此,摄像机标定是基于图

像三维重建的关键步骤,决定了后续重建结果的准确性。
摄像机标定是计算机视觉领域的一个基础问题,往往需要借助特定的相机运动或拍

摄图像才能获得可靠、稳定的数值。一般情况下,摄像机的成像模型通常简化为小孔成像

模型,那么从三维空间到二维成像平面的成像可以看作投影变换。因此,摄像机的成像模

型表示为:

x3×1=P3×4·X4×1⇨
x
y
1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
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=
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(3.21)

其中,x 是二维成像平面上的像素坐标,X 是三维空间中的点坐标,P3×4是描述小孔成像

过程的投影矩阵。为了方便统一的表示,这里采用齐次坐标形式。摄像机标定的主要任

务就变成计算投影矩阵P3×4,进一步可以分解为内参矩阵K3×3和外参矩阵 M3×4,即
P3×4=K3×3·M3×4。内参矩阵和外参矩阵的矩阵元素就对应了待标定的内参和外参。

具体来讲,内参矩阵K3×3描述了在摄像机坐标系下,三维空间中的点到二维图像像

素的投影变换。假设摄像机位于世界坐标系的原点,朝向与z 坐标轴重合,如图3.16所

示,而二维图像坐标系的原点在图像中心,那么内参矩阵K3×3可以表示为一个对角矩阵

和上三角矩阵的乘积:

K3×3=
mx

my
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