




1.1 内容提要

1.1.1 映射与函数

1.映射的概念

  设X 和Y 是两个非空集合,如果存在一个对应法则f,使得对X 中的每个元素x,
按照法则f,在Y 中有唯一确定的元素y 与之对应,则称f 为从X 到Y 的映射,记作

f:
 

X→Y,并称y 为元素x 在映射f 下的像,记作y=f(x),x 称为元素y 的一个原

像,集合X 称为映射f 的定义域,记为Df,X 中所有元素的像组成的集合称为映射f
的值域,通常记为Z(f),即Z(f)={y|y=f(x),x∈X}.

从映射的定义可以看到,映射f 的值域是集合Y 的一个子集,即Z(f)⊆Y.
如果Z(f)=Y,则称f 为从X 到Y 的满射;若对X 中的任意两个不同的元素x1≠

x2,它们的像f(x1)≠f(x2),则称f 为从X 到Y 的单射;若f 既是满射又是单射,则

称f 为一一映射(或双射).
映射又称为算子,根据集合X 与Y 的不同情形,映射有不同的习惯称谓,例如从非

空集合X 到数集Y 的映射称为泛函,从非空数集X 到它自身的映射称为变换,从非空

实数集X 到实数集Y 的映射又称为函数.

2.函数的概念

设D 为一个非空实数集,如果存在一个对应法则f,使得对于每一个x∈D,都能

由f 唯一确定一个实数y 与之对应,则称对应法则f 为定义在实数集D 上的一个函数,
记作y=f(x),其中,x 称为自变量,y 称为因变量,实数集D 称为函数的定义域,记

为D(f)或者 Df.集合{y|y=f(x),x∈Df}称为函数的值域,一般记为Z(f)或
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者Zf.
定义域和对应法则是函数的两要素,值域由定义域和对应法则确定.两个函数相同

的充要条件是定义域与对应法则分别相同,因此判断两个函数是否相同,只需验证函数

的定义域与对应法则是否分别相同,而与自变量、因变量的符号没有关系.
如果函数没有明确给出定义域,则其定义域一般默认为使得分析表达式有意义的自

变量的取值范围.
函数的表示方法主要有公式法、图示法及表格法等,其中公式法是函数关系表示的

一种主要形式.

3.分段函数

根据函数的定义,在表示函数时,并不要求在整个定义域上都用一个数学表达式来

表示.事实上,在很多问题中常常遇到一些在定义域的不同子集上具有不同表达式的情

况,习惯上把这类函数叫作分段函数.
例如符号函数

y=sgnx=
1, x>0,

0, x=0,

-1, x<0.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

是一个分段函数.
注 分段函数在其整个定义域上是一个函数,而不是几个函数.

1.1.2 函数的基本特性

函数的基本特性主要有四种,即奇偶性、单调性、周期性和有界性.

1.奇偶性

设函数f(x)的定义域D 关于原点对称,如果对于∀x∈D,恒有f(-x)=f(x),
则称f(x)为偶函数;如果对于∀x∈D,恒有f(-x)=-f(x),则称f(x)为奇函数.

奇函数的图像关于坐标原点对称;偶函数的图像关于y 轴对称.需要注意的是:
 

函

数的奇偶性是相对于对称区间而言的,因此如果函数的定义域关于原点不对称,则该函

数不具有奇偶性.
奇、偶函数的一些常用结论如下:
(1)

 

常函数为偶函数;
(2)

 

有限个奇函数的代数和为奇函数,有限个偶函数的代数和为偶函数;
(3)

 

奇函数与偶函数的乘积为奇函数;
(4)

 

奇数个奇函数的乘积为奇函数,偶数个奇函数的乘积为偶函数.

2.单调性

设函数f(x)在某个区间D 上有定义,对于∀x1,x2∈D,且x1<x2,有:

(1)
 

若f(x1)<f(x2),则称函数f(x)在区间D 单调增加(单调递增);
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(2)
 

若f(x1)>f(x2),则称函数f(x)在区间D 单调减少(单调递减).

3.周期性

设函数f(x)的定义域为D,如果存在一个正数T,使得对任意一个x∈D,有x±
T∈D,且

f(x+T)=f(x)
恒成立,则称该函数为周期函数.T 称为函数f(x)的周期,满足上式的最小的正数T0
称为函数的最小正周期,通常我们所说的函数的周期指的是函数的最小正周期.

周期函数的一些常用结论:

(1)
 

若f(x)的周期为T,则f(ax+b)的周期为 T
|a|

(a≠0);

(2)
 

若f(x)和g(x)的周期均为T,则f(x)±g(x)也是周期为T 的周期函数.

4.有界性

设函数f(x)在集合D 上有定义,若存在正数 M,使得对于∀x∈D,恒有|f(x)|≤
M,则称函数f(x)在D 上有界,否则称f(x)在D 上无界.

函数的有界性还可以通过另外一种形式来定义.
若存在实数a 和b,a≤b使得对∀x∈D,恒有a≤f(x)≤b,则称函数f(x)在D

上有界,否则称f(x)在D 上无界,其中a 称为函数的下界,b称为函数的上界.

1.1.3 反函数

设函数y=f(x)的定义域为Df,值域为Zf.如果对于Zf 中的每一个y 值,都存

在唯一的满足y=f(x)的x∈Df 与之对应,这样确定的以y 为自变量,以x 为因变量

的函数,称为函数y=f(x)的反函数,并记为x=f-1(y).习惯上,一般将y=f(x)
的反函数记为y=f-1(x).

显然,反函数x=f-1(y)的定义域为Zf,值域为Df,且对任意的y∈Zf,有

f[f-1(y)]=y,
对任意的x∈Df,有

f-1[f(x)]=x.
  单调函数一定存在反函数,且函数与反函数具有相同的单调性.

在同一坐标系下,函数y=f(x)与其反函数x=f-1(y)的图像是重合的,y=
f(x)与其反函数y=f-1(x)的图像关于直线y=x 对称.

1.1.4 复合函数

已知两个函数

y=f(u), u∈Df, y∈Zf,

u=g(x), x∈Dg, u∈Zg,
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若Df∩Zg≠⌀,则可通过中间变量u 将u=g(x)代入y=f(u)构成一个以x 为自变

量、以y 为因变量的函数y=f[g(x)],称y=f[g(x)]为y=f(u)与u=g(x)的复合

函数.

1.1.5 基本初等函数与初等函数

1.初等函数的概念

  常函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数以及反三角函数共六大类函数统

称为基本初等函数.
由基本初等函数经有限次四则运算和(或)复合运算而得到的函数称为初等函数.

2.双曲函数与反双曲函数

(1)
 

双曲正弦y=shx=
ex-e-x

2
,x∈(-∞,+∞);

(2)
 

双曲余弦y=chx=
ex+e-x

2
,x∈(-∞,+∞);

(3)
 

双曲正切y=thx=
shx
chx=

ex-e-x

ex+e-x
,x∈(-∞,+∞);

(4)
 

反双曲正弦y=arshx=ln(x+ x2+1),x∈(-∞,+∞);

(5)
 

反双曲余弦y=archx=ln(x+ x2-1),x∈[1,+∞);

(6)
 

反双曲正切y=arthx=
1
2ln

1+x
1-x

,x∈(-1,1).

1.1.6 极限的概念与性质

1.数列的极限

  lim
n→∞

un=A⇔∀ε>0,存在正整数N,当n>N 时,恒有|un-A|<ε成立.

注 在数列极限的定义中,一方面,ε>0要多小就可以多小,或者说可以任意地

小;另一方面,ε一旦给定,若存在一个正整数N0,使得当n>N0 时,恒有|un-A|<
ε成立,则对任意一个大于N0 的正整数,都可以作为定义中的 N,即 N 与ε有关,但

不唯一.

2.函数的极限

(1)
 

lim
x→+∞

f(x)=A ⇔ ∀ε>0,∃X>0,当x>X 时,恒有|f(x)-A|<ε成立.

(2)
 

lim
x→-∞

f(x)=A ⇔ ∀ε>0,∃X>0,当x<-X 时,恒有|f(x)-A|<ε

成立.
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(3)
 

lim
x→∞

f(x)=A ⇔ ∀ε>0,∃X>0,当|x|>X 时,恒有|f(x)-A|<ε成立.

(4)
 

lim
x→x+0

f(x)=A ⇔ ∀ε>0,∃δ>0,当0<x-x0<δ时,恒有|f(x)-A|<ε

成立.
(5)

 

lim
x→x-0

f(x)=A ⇔ ∀ε>0,∃δ>0,当0<x0-x<δ时,恒有|f(x)-A|<ε

成立.
(6)

 

lim
x→x0

f(x)=A ⇔ ∀ε>0,∃δ>0,当0<|x-x0|<δ时,恒有|f(x)-A|<ε

成立.
注 上述函数极限的定义中的X 和δ与ε有关系,但不唯一.

3.极限的性质

(1)
 

(唯一性) 若极限limY 存在,则极限值唯一.
(2)

 

(有界性) 如果limY 存在,则Y 是局部有界的.特别地,若数列极限lim
n→∞

un

存在,则{un}不仅是局部有界的,而且是全局有界的.
(3)

 

(保号性) 若极限lim
x→x0

f(x)=A,且A>0(或A<0),则f(x)在x0 的某个

空心邻域内恒有f(x)>0(或f(x)<0).
(4)

 

若极限lim
x→x0

f(x)=A,且在x0 的某个空心邻域内恒有f(x)≥0(或f(x)≤

0),则有A≥0(或A≤0).
(5)

 

若lim
x→x0

f(x)=A,lim
x→x0

g(x)=B,且在x0 的某个空心邻域内恒有f(x)≥

g(x)(或f(x)≤g(x)),则有A≥B(或A≤B).
注 这里的变量Y 既可以表示数列,也可以表示函数,下同.

1.1.7 无穷小与无穷大

1.无穷小的概念及其性质

  以0为极限的变量称为无穷小(或无穷小量).需要注意是,0是一种特殊的无穷小.
无穷小的概念在整个高等数学中有着重要的作用,需要读者引起重视.

无穷小有如下性质:
(1)

 

有限个无穷小的和是无穷小;
(2)

 

有界变量与无穷小的乘积是无穷小;
(3)

 

limY=A ⇔Y=A+α,其中α是无穷小(与Y 同在一个变化过程中).

2.无穷小的阶

设α,β是同一变化过程中的两个无穷小,则

(1)
 

若limβ
α=0

,则称β 是比α 高阶的无穷小(或α 是比β低阶的无穷小),记作
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β=o(α).

(2)
 

若limβ
α=c

≠0,则称β是与α同阶的无穷小,记作β=O(α).特殊地,当c=1

时,称β与α是等价的无穷小,记作α~β.

(3)
 

若limβ
αk=c≠0,k>0,则称β是关于α的k阶的无穷小,记作β=O(αk).

3.等价无穷小的性质

性质1 设α,β,γ 是同一变化过程中的无穷小,则

(1)
 

若α~β,则β~α;
(2)

 

若α~β,β~γ,则α~γ.

性质2 设α,β,α- 和β
- 是同一变化过程中的无穷小,且α~α-,β~β

-,lim
α
β

存在,

则lim
α
β
=lim

α-

β
=lim

α

β
-=lim

α-

β
-.

4.无穷大的概念

如果在某个变化过程中,对于∀M>0,存在某个时刻,使得在该时刻以后恒有

|Y|>M 成立,则称变量Y 为无穷大(或无穷大量).记作limY=∞或Y→∞.具体

地,有:
(1)

 

lim
n→∞

un=∞ ⇔ ∀M>0,∃正整数N,当n>N 时,恒有|un|>M 成立;

(2)
 

lim
x→∞

f(x)=∞ ⇔ ∀M>0,∃X0>0,当|x|>X0 时,恒有|f(x)|>M 成立;

(3)
 

lim
x→x0

f(x)=∞ ⇔ ∀M>0,∃δ>0,当0<|x-x0|<δ时,恒有|f(x)|>M

成立.
注 由于从本质上来讲,在相应的变化趋势下,无穷大的极限是不存在的,常用的

极限运算法则不适用,因此无穷大的问题往往转化为无穷小来讨论.

5.无穷小与无穷大的关系

在自变量的同一的变化趋势下,无穷小与无穷大有如下关系:
 

若变量Y 为无穷大,

则1
Y

为无穷小;若变量Y 为无穷小(Y≠0),则1
Y

为无穷大.

1.1.8 极限的运算法则

1.极限的四则运算法则

  设极限limX,limY 均存在,则

(1)
 

lim(X±Y)存在,且lim(X±Y)=limX±limY;
(2)

 

lim(X·Y)存在,且lim(X·Y)=limX·limY;
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(3)
 

若limY≠0,则lim
X
Y

存在,且有lim
X
Y=

limX
limY.

推论1 若limX 存在,C 为常数,则lim(CX)存在,且lim(C·X)=C·limX.
推论2 若limX 存在,k为正整数,则limXk 存在,且lim(Xk)=(limX)k.

2.复合函数的极限运算法则

设函数y=f[g(x)]是由函数u=g(x)与函数y=f(u)复合而成,y=f[g(x)]在
点x0 的某个去心邻域内有定义,若lim

x→x0
g(x)=u0,lim

u→u0
f(u)=A,且g(x)在x0 的某

个去心邻域满足g(x)≠u0,则

lim
x→x0

f[g(x)]=
 

lim
u→u0

f(u)=A.

1.1.9 极限存在准则与两个重要极限

1.夹逼定理

  如果变量X,Y,Z 满足X≤Y≤Z,且limX=limZ=A (A 为某常数),那么limY
也存在,且limY=A.

2.单调有界准则

(1)
 

若数列{un}单调且有界,则极限lim
n→∞

un 一定存在.

(2)
 

设函数f(x)在点x0的某个左邻域内单调且有界,则左极限 lim
x→x-0

f(x)一定存在.

注 对于自变量不同的变化过程(x→x+
0 ,x→+∞,x→-∞),都有相应的单调有

界准则.
*  (3)

 

[柯西(Cauchy)收敛准则] 数列{un}收敛的充分必要条件是:
 

对于∀ε>0,存

在正整数N,使得当m>N,n>N 时,有|xn-xm|<ε.

3.数列与子数列的关系

从数列{un}中抽取无穷多项,在不改变原有次序的情况下构成的新数列称为数列

{un}的子数列,简称子列.记作{unk
}:

 

un1
,un2

,…,unk
,….其中nk 表示unk

在原

数列{un}中的位置,k表示unk
在子列中的位置.

数列{un}与子数列{unk
}之间的关系.

(1)
 

lim
n→∞

un=A ⇔
 

对{un}的任何子数列{unk
}有lim

k→∞
unk
=A.

(2)
 

lim
n→∞

un=A ⇔ 偶数子列{u2k}和奇数子列{u2k+1}满足lim
k→∞

u2k=lim
k→∞

u2k+1=A.

(3)
 

当{un}是单调数列时,lim
n→∞

un=A ⇔ 存在某个子数列{unk
}满足lim

k→∞
unk
=A.

4.海涅(Heine)定理

lim
x→x0

f(x)=A
 

⇔ 对任何数列{xn},xn→x0(n→∞),且xn≠x0,有
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lim
n→∞

f(xn)=A.

注 海涅定理给出了数列极限与函数极限之间的关系.

5.两个重要公式

(1)
 

lim
x→0

sinx
x =1.该极限属于0

0
类型的未定式.它可以推广到lim

α→0

sinα
α =1.

(2)
 

lim
x→∞

1+
1
x  x

=e或者lim
x→0
(1+x)

1
x=e.该极限属于

 

1∞类型的未定式.它可以

推广到lim
α→0
(1+α)

1
α=e.

1.1.10 函数的连续性

函数y=f(x)在点x0 处连续的三个等价定义为:

(1)
 

lim
x→x0

f(x)=f(x0);

(2)
 

lim
Δx→0
Δy=0,其中Δy=f(x0+Δx)-f(x0);

(3)
 

∀ε>0,∃δ>0,当|x-x0|<δ时,恒有|f(x)-f(x0)|<ε成立.
y=f(x)在某个区间内连续的定义.
如果函数y=f(x)在区间(a,b)内每一点处都连续,则称y=f(x)在(a,b)内连

续;如果y=f(x)在(a,b)内连续且在a 处右连续,则称y=f(x)在[a,b)上连续.类

似可以定义y=f(x)在区间(a,b]和[a,b]上的连续性.

1.1.11 函数的间断点

1.间断点的定义

  若y=f(x)在点x0 处出现如下三种情况之一,则称x0 为y=f(x)的间断点。

(1)
 

y=f(x)在点x0 处无定义;
(2)

 

y=f(x)在点x0 处有定义,但lim
x→x0

f(x)不存在;

(3)
 

y=f(x)在点x0 处有定义,lim
x→x0

f(x)存在,但lim
x→x0

f(x)≠f(x0).

2.间断点的类型

设x0 是f(x)的间断点,且 lim
x→x-0

f(x)和lim
x→x+0

f(x)都存在,则称x0 为f(x)的第

一类间断点,其中:
(1)

 

可去间断点:
 

lim
x→x-0

f(x)=lim
x→x+0

f(x);

(2)
 

跳跃间断点:
 

lim
x→x-0

f(x)≠lim
x→x+0

f(x).

设x0 是f(x)的间断点,且 lim
x→x-0

f(x)和lim
x→x+0

f(x)中至少有一个不存在,则称x0
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为f(x)的第二类间断点.
特殊地,若 lim

x→x-0
f(x)和lim

x→x+0
f(x)中至少有一个为∞,则称x0 为无穷间断点.例如

x=0是f(x)=e
1
x 的第二类间断点中的无穷间断点.

1.1.12 连续函数的性质

1.连续函数的四则运算
 

  若函数f(x),g(x)都在点x0 处连续,则f(x)±g(x),f(x)g(x),
f(x)
g(x)

(g(x0)≠0)在点x0 处也连续.

2.复合函数的连续性

若y=f(u)在点u0 处连续,u=g(x)在点x0 处连续且u0=g(x0),则y=

f[g(x)]在点x0 处连续.

3.反函数的连续性

若y=f(x)在区间[a,b]上单调、连续,则其反函数在相应的定义区间上单调、
连续.

4.初等函数的连续性

初等函数在其定义区间内都是连续的,所谓的定义区间指的是包含在定义域内的

区间.

1.1.13 闭区间上连续函数的性质

1.有界性定理
 

  如果函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则f(x)一定在[a,b]上有界,即∃M>0,
对于∀x∈[a,b],都有|f(x)|≤M.

2.最值定理

如果函数f(x)在[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]上一定存在最大值和最小值.

3.介值定理

如果函数f(x)在[a,b]上连续,m 和M 分别为f(x)在[a,b]上的最小值和最大

值,且M>m,则对介于m 与M 之间的任一数C,即m<C<M,则至少存在一点ξ∈
(a,b)使得f(ξ)=C.

注 定理中的条件如果改为m≤C≤M,则至少存在一点ξ∈[a,b],使得f(ξ)=C.
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4.零点存在定理

如果f(x)在[a,b]上连续,且f(a)f(b)<0,则至少存在一点ξ∈(a,b),使得

f(ξ)=0.

1.1.14 一些重要的结论

(1)
 

lim
x→∞

f(x)=A ⇔ lim
x→+∞

f(x)=lim
x→-∞

f(x)=A.

(2)
 

lim
x→x0

f(x)=A ⇔ lim
x→x-0

f(x)=lim
x→x+0

f(x)=A.

(3)
 

lim
n→∞

an=
0, |a|<1,

1, a=1,
不存在, 其他.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(4)
 

lim
x→∞

anx
n+an-1x

n-1+…+a1x+a0
bmx

m+bm-1x
m-1+…+b1x+b0

=

0, n<m,

an

bm
, n=m,

∞, n>m.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 其中an≠0,bm ≠0.

1.1.15 一些常用的公式

1.两角和、两角差公式

  sin(x+y)=sinxcosy+cosxsiny;

sin(x-y)=sinxcosy-cosxsiny;

cos(x+y)=cosxcosy-sinxsiny;

cos(x-y)=cosxcosy+sinxsiny.

2.和差化积公式

sinx+siny=2sin
x+y
2 cos

x-y
2
;

sinx-siny=2cos
x+y
2 sin

x-y
2
;

cosx+cosy=2cos
x+y
2 cos

x-y
2
;

cosx-cosy=-2sin
x+y
2 sin

x-y
2 .

3.积化和差公式

sinxsiny=-
1
2
[cos(x+y)-cos(x-y)];
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cosxcosy=
1
2
[cos(x+y)+cos(x-y)];

sinxcosy=
1
2
[sin(x+y)+sin(x-y)].

4.倍角公式

sin(2x)=2sinxcosx=
2tanx
1+tan2x

;

cos(2x)=cos2x-sin2x=1-2sin2x=2cos2x-1=
1-tan2x
1+tan2x

;

tan(2x)=
2tanx
1-tan2x

.

5.半角公式

sin2
x
2=
1-cosx
2

; cos2
x
2=
1+cosx
2 .

6.某些级数的部分和

1+2+…+n=
1
2n
(n+1);

12+22+…+n2=
1
6n
(n+1)(2n+1);

13+23+…+n3=
1
4n

2(n+1)2.

7.乘法与因式分解公式

(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3;
(a-b)3=a3-3a2b+3ab2-b3;

a3-b3=(a-b)(a2+ab+b2);

a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2);

an-bn=(a-b)(an-1+an-2b+…+abn-2+bn-1),其中n 为正整数;

(a+b)n =∑
n

k=0
Ckna

n-kbk =an +C1na
n-1b+C2na

n-2b2+…+Cn-1
n abn-1+Cn

nb
n,

其中C0n=1,C
k
n=

Pk
n

Pk
k
=
n(n-1)…(n-k+1)

k! =
n!

k!(n-k)!
,Ckn=C

n-k
n .

8.对数公式

loga(xy)=logax+logay; loga
x
y
=logax-logay;
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logax
b=blogax; logax=

logcx
logca

;

alogax=x.
其中a>0,a≠1,c>0,c≠1,x>0,y>0.

9.常见的等价无穷小公式

当x→0时,有:
(1)

 

sinx~x;    
 

      (2)
 

arcsinx~x;
(3)

 

tanx~x; (4)
 

arctanx~x;

(5)
 

1-cosx~
1
2x

2; (6)
 

tanx-sinx~
1
2x

3;

(7)
 

loga(1+x)~
x
lna

(a>0,a≠1);(8)
 

ln(1+x)~x,为式(7)的特殊情况;

(9)
 

ax-1~xlna (a>0,a≠1); (10)
 

ex-1~x,为式(9)的特殊情况;

(11)
 

(1+x)α-1~αx; (12)
 n1+x-1~

x
n
,为式(11)的特殊情况;

(13)
 

1+x-1~
x
2
,为式(11)的特殊情况.

1.2 典型例题分析

1.2.1 题型一 函数定义域的求解

  例1.1 求函数y=
1
x- x2-4的定义域.

解 由题意,x≠0,且x2-4≥0,解不等式得|x|≥2.所以函数的定义域为

Df =(-∞,-2]∪ [2,+∞).

  例1.2 设f(x)=
ln(4-x)

x-3 +arcsin
5-2 x
7

,试求函数f(x)的定义域.

解 由题意,自变量x 应满足

4-x>0, x-3≠0, -1≤
5-2 x
7 ≤1, x≥0,

解得0≤x<4,且x≠3,从而函数f(x)的定义域为Df=[0,3)∪(3,4).
例1.3 设函数y=f(x)的定义域为[0,6],求f(x+2)+f(x-2)的定义域.
解 由于f(x)的定义域为[0,6],因此f(x+2)的定义域为0≤x+2≤6,即x∈

[-2,4];f(x-2)的定义域为0≤x-2≤6,即x∈[2,8];所以f(x+2)+f(x-2)
的定义域为[2,4].

1.2.2 题型二 函数表达式的求解

例1.4 设f(x)+2f
1
x  =1-x,且x≠0,求f(x)的表达式.
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解 利用函数表示法的无关特性,令1
x=t

,则有f
1
t  +2f(t)=1-1t,联立方

程组

f(x)+2f
1
x  =1-x,

f
1
x  +2f(x)=1-

1
x.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

从而有

f(x)=
1
3-

2
3x+

x
3.

  例1.5 已知f
1
x-x  =x2+1x2+2,x≠0,试求f(x)的表达式.

解 由于

f
1
x -x  =x2+

1
x2

+2=
1
x -x  2+4,

令t=
1
x-x

,则f(t)=t2+4,从而f(x)=x2+4.

1.2.3 题型三 反函数的求解

例1.6 求y=
ex-e-x

2
的反函数.

解 令ex=t,则x=lnt,t>0,则有y=
t-t-1

2
,从而

t2-2yt-1=0,

求解一元二次方程可得t=y± y2+1,舍去负根,有
 

t=y+ y2+1,即有ex=y+

y2+1,因此y=
ex-e-x

2
的反函数为y=ln(x+ x2+1).

例1.7 求函数y=
2x-4, x≤0
 
ln(x+1), x>0 

 

的反函数.

解 当x≤0时,y=2x-4,从而x=
1
2y+2

,y≤-4;当x>0时,y=ln(x+1),

x=ey-1,y>0.因此反函数为

y=
1
2x+2, x≤-4

ex -1, x>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

1.2.4 题型四 复合函数的求解

例1.8 已知y=f(x)=
1, |x|≤1
 
0, |x|>1 ,求f{f[f(x)]}.
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解 由于f[f(x)]=
1, |f(x)|≤1
 
0, |f(x)|>1 ,所以f{f[f(x)]}=1.

**  例1.9 f(x)=
ex, x<1
 
x, x≥1 ,g(x)=

x+3, x<0
 

x-2, x≥0 ,求f[g(x)].

解 由题意,f[g(x)]=
eg(x), g(x)<1
 
g(x), g(x)≥1 .下面进行分类讨论.

(1)
 

当g(x)<1时,则

g(x)=x+3<1,
 
x<0,  或  

g(x)=x-2<1,
 
x≥0, 

从而有x<-2或0≤x<3.
(2)

 

当g(x)≥1时,则

g(x)=x+3≥1,
 
x<0,  或  

g(x)=x-2≥1,
 
x≥0, 

从而有-2≤x<0或x≥3.
综上所述

f[g(x)]=

ex+3, x<-2,

x+3, -2≤x<0,

ex-2, 0≤x<3,

x-2, x≥3.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

1.2.5 题型五 函数的四种基本特性

例1.10 设对于任意的x∈R有f
1
2+x  =12+ f(x)-f2(x),试求f(x)的

周期.

解 由题意可知,对于任意的x∈R有f
1
2+x  ≥12,从而对于任意的x∈R有

f x  ≥
1
2.又因为

f
1
2+

1
2+x  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
1
2+ f

1
2+x  -f2

1
2+x  =

1
2+

1
4-f(x)+f2(x)

=
1
2+

1
2-f(x)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2,

因此有

f(x+1)=
1
2+ f(x)-

1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =f(x),

故f(x)的周期为1.
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例1.11 对于任意的x,y∈R,函数f(x)满足f(x+y)=f(x)+f(y),试讨论

f(x)的奇偶性.
解 取y=0,则有f(x+0)=f(x)+f(0),因此有f(0)=0;取y=-x,则有

f(x-x)=f(x)+f(-x),
因此有f(-x)=-f(x),故f(x)为奇函数.

例1.12 设f(x)=
x+5, x<1,
 
2-3x, x>1, 

 

试讨论函数g(x)=
1
2
[f(x)-f(-x)]的奇

偶性.
解 由题意,函数g(x)的定义域为{x|x∈R,x≠1,x≠-1},定义域关于x=0

对称,又因为

g(-x)=
1
2
[f(-x)-f(x)]=-g(x),

因此函数g(x)为奇函数.

注 类似方法可以证明函数1
2
[f(x)+f(-x)]为偶函数,且奇偶性与函数f(x)

的具体表达式没有关系.
例1.13 设f(x)在[a,b]和[b,c]上单调递增,证明f(x)在[a,c]上单调递增.
证 设x1<x2 为[a,c]上的任意两点.
(1)

 

若x1,x2∈[a,b],结论成立;
(2)

 

若x1,x2∈[b,c],结论成立;
(3)

 

若x1∈[a,b],x2∈[b,c],则x1,x2 不能同时等于b,从而f(x1)≤f(b)≤
f(x2),且等号不能同时成立,因此有f(x1)<f(x2),结论成立.

例1.14 证明函数y=
x

1+x2
在(-∞,+∞)内有界.

解 对∀x∈(-∞,+∞),都有|x|≤
1
2
(1+x2),因此

x
1+x2

≤
1
2
,

故函数y=
x

1+x2
在(-∞,+∞)内有界.

例1.15 证明函数y=xsinx 在(0,+∞)上无界.
证 利用反证法.
假设y=xsinx 在(0,+∞)上有界,则存在M>0,使得对∀x∈(0,+∞),有

|xsinx|<M,

取x=2nπ+
π
2
,其中n 为正整数,从而有

|xsinx|=2nπ+
π
2 <M,

显然当n 足够大时,上式不成立,因此假设不成立,从而函数y=xsinx 在(0,+∞)上
无界.
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1.2.6 题型六 利用定义证明函数的极限

例1.16 利用定义证明lim
n→∞

2n+(-1)n

n =2成立.

证 对于∀ε>0,要使得

2n+(-1)n

n -2 =
1
n <ε

成立,只需n>
1
ε

成立,取N= 1
ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,则当n>N 时,恒有

2n+(-1)n

n -2 <ε

成立,根据数列极限的定义有lim
n→∞

2n+(-1)n

n =2.

例1.17 用定义证明lim
x→1

x-2
x2+3

=-
1
4.

证 对于∀ε>0,考察

x-2
x2+3

- -
1
4  =

|(x-1)(x+5)|
4(x2+3)

,

由于x→1,因此不妨设|x-1|<1,即0<x<2,所以有

x-2
x2+3

- -
1
4  <

7
12|x-1|<|x-1|,

因此要使得
x-2
x2+3

- -
1
4  <ε,只需使得|x-1|<ε即可,取δ=min1,ε  ,则当

0<|x-1|<δ时,有

x-2
x2+3

- -
1
4  <ε

成立,故

lim
x→1

x-2
x2+3

=-
1
4.

1.2.7 题型七 利用极限的四则运算法则求极限

例1.18 求下列函数的极限:
 

(1)
 

lim
n→∞

3n3+2n+1
2n3+(-1)n

;     (2)
 

lim
x→∞

(4x+5)10(3x-1)5

(2x+3)15
;

(3)
 

lim
x→+∞

2x-arctanx
3x+arctanx

; (4)
 

lim
n→∞

2n+3n

2n+1+3n+1
.

解 (1)
 

原式=lim
n→∞

3+
2
n2
+
1
n3

2+
1
n3
(-1)n

=
3
2
;
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(2)
 

原式=lim
x→∞

(4x+5)10

x10
·
(3x-1)5

x5

(2x+3)15

x15

=lim
x→∞

4+
5
x  103-1x  5
2+
3
x  15

=
410·35

215
=65;

(3)
 

原式=lim
x→+∞

2-
1
xarctanx

3+
1
xarctanx

=
2
3
;

(4)
 

原式=lim
n→∞

2
3  n

+1

2· 2
3  n

+3
=
1
3.

例1.19 求下列函数的极限:

(1)
 

lim
x→1

1
x-1+

x-4
x3-1  ; (2)

 

lim
x→2

2+x- 6-x
x2-3x+2

.

解 (1)
 

原式=lim
x→1

(x2+x+1)+(x-4)
(x-1)(x2+x+1)

=lim
x→1

x2+2x-3
(x-1)(x2+x+1)

=lim
x→1

(x-1)(x+3)
(x-1)(x2+x+1)

=lim
x→1

x+3
x2+x+1

=
4
3.

(2)
 

原式=lim
x→2

2+x- 6-x
(x-1)(x-2)=limx→2

2(x-2)
(2+x+ 6-x)(x-1)(x-2)

=lim
x→2

2
(2+x+ 6-x)(x-1)

=
1
2.

1.2.8 题型八 利用两个重要极限求极限

例1.20 求极限lim
x→0

x+sinx
2x+sin(2x).

解 原式=lim
x→0

1+
sinx
x

2+2·
sin(2x)
2x

=
1+1
2+2=

1
2.

例1.21 求极限lim
x→0

cos(2nx)-cos(nx)
x2

,其中n 为正整数.

解 原式=lim
x→0

[1-cos(nx)]-[1-cos(2nx)]
x2

=lim
x→0

1-cos(nx)
x2

-lim
x→0

1-cos(2nx)
x2

=lim
x→0

2sin2
nx
2

x2
-lim

x→0

2sin2(nx)
x2

=lim
x→0

2sin2
nx
2

4
n2
· nx
2  2

-lim
x→0

2n2sin2(nx)
(nx)2
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=
n2

2-2n
2=-

3
2n

2.

例1.22 求极限
 

lim
x→0
[1+ln(1+x)]

2
x .

解 lim
x→0
[1+ln(1+x)]

2
x=lim

x→0
[1+ln(1+x)]

1
ln(1+x)·

2ln(1+x)
x =e2.

1.2.9 题型九 利用等价无穷小替换求极限

例1.23 求极限lim
x→0

sin(xn)
sinmx

,其中m,n 为自然数.

解 lim
x→0

sin(xn)
sinmx

=lim
x→0

xn

xm=
∞, n<m,

1, n=m,

0, n>m.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

例1.24 求极限lim
x→0

1+tanx- 1-tanx
tan(2x) .

解 原式=lim
x→0

2tanx
tan(2x)(1+tanx+ 1-tanx)

=lim
x→0

2x
2x(1+tanx+ 1-tanx)

=
1
2.

例1.25 求极限
 

lim
x→0

ax+bx+cx

3  
1
x
,其中a,b,c均为正数.

解 lim
x→0

ax+bx+cx

3  
1
x

=lim
x→0
exp 

lnax+bx+cx

3  
x  ,

又因为

lim
x→0

lnax +bx +cx

3  
x =

 

lim
x→0

ln1+
ax +bx +cx -3

3  
x =

 

lim
x→0

ax +bx +cx -3
3x

=
1
3limx→0

ax -1
x +lim

x→0

bx -1
x +lim

x→0

cx -1
x  

=
1
3limx→0

xlna
x +lim

x→0

xlnb
x +lim

x→0

xlnc
x  

=
1
3
(lna+lnb+lnc)=

1
3ln
(abc),

所以

lim
x→0

ax +bx +cx

3  
1
x

=e
1
3ln(abc)=3abc.

  例1.26 求极限lim
x→0
(cosx)

1

ln(1+x2).

解 利用第二个重要极限,有
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原式=
 

lim
x→0
[1+(cosx-1)]

1
cosx-1·

cosx-1

ln(1+x2),

又因为

lim
x→0

cosx-1
ln(1+x2)

=
 

lim
x→0

-
1
2x

2

x2
=-

1
2
,

所以原式=e-
1
2.

1.2.10 题型十 证明极限不存在

例1.27 求极限lim
x→∞

2x-2-x

2x+2-x
.

解 由于

lim
x→+∞

2x -2-x

2x +2-x =
 

lim
x→+∞

1-2-2x

1+2-2x =1, lim
x→-∞

2x -2-x

2x +2-x =
 

lim
x→-∞

22x -1
22x +1

=-1,

左右极限存在,但不相等,因此极限lim
x→∞

2x-2-x

2x+2-x
不存在.

*  例1.28 证明lim
x→0
sin
1
x

不存在.

证 取两个子数列

{x(1)
n }= 1

2nπ+
π
2
 和{x(2)

n }=
1
nπ  ,

显然满足

x(1)
n ≠0,lim

n→∞
x(1)

n =0;
 

 x(2)
n ≠0,lim

n→∞
x(2)

n =0,

但是

sin 1
x(1)

n
=sin2nπ+

π
2  =1, limn→∞

sin 1
x(1)

n
=1,

sin 1
x(2)

n
=sin(nπ)=0, lim

n→∞
sin 1

x(2)
n

=0,

由海涅定理可知,极限lim
x→0
sin
1
x

不存在.

1.2.11 题型十一 利用极限的存在准则求极限

例1.29 设x1=10,xn+1= 6+xn,n=1,2,…,问数列{xn}的极限是否存在?

若存在,求其值.
解 由x1=10及x2= 6+x1=4,知x1>x2.假设对正整数k,有xk>xk+1,

则有

xk+1= 6+xk > 6+xk+1 =xk+2,
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由数学归纳法知对一切正整数n 都有xn>xn+1,即{xn}为单调递减数列,又因为xn>
0,即{xn}有下界,因此lim

n→∞
xn 存在.

不妨设
 

lim
n→∞

xn=A,则有
 

A= 6+A, A >0,
解得A=3.

例1.30 求极限lim
n→∞

1
n+1+

1

(n2+1)
1
2
+…+

1

(nn+1)
1
n  .

解 由于

1
n+1

·n≤
1

n+1+
1

(n2+1)
1
2
+…+

1

(nn +1)
1
n  < 1n·n=1,

且lim
n→∞

n
n+1=1

,由夹逼定理可知,原式=1.

例1.31 求极限lim
n→∞

(1+2n+3n+4n)
1
n .

解 由于

4=(4n)
1
n < (1+2n +3n +4n)

1
n <4

1
n·4,

且lim
n→∞
4·4

1
n=4,由夹逼定理可得

lim
n→∞

(1+2n +3n +4n)
1
n =4.

  注 本例题的结论可以推广到一般情况,例如求极限
 

lim
n→∞

(an
1+an

2+…+an
K)

1
n,

其中K 为某个正整数,ai>0,i=1,…,K.则
 

lim
n→∞

(an
1+an

2+…+an
K)

1
n =max{a1,a2,…,aK}.

  例1.32 求极限
 

lim
n→∞

(1+xn)
1
n,其中x>0.

解 利用例1.31的结论.当0<x<1时,原式=1;当x=1时,原式=1;当x>1
时,原式=x.因此

原式=
1, 0<x≤1,
 
x, x>1. 

1.2.12 题型十二 利用极限的性质求参数值或函数的表达式

例1.33 已知
 

lim
x→∞

x2+1
x+1-ax-b  =0,求a 和b的值.

解 由于

lim
x→∞

x2+1
x+1-ax-b  = 

lim
x→∞

(1-a)x2-(a+b)x+1-b
x+1 =0,
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所以
 
1-a=0
 
a+b=0 ,因此a=1,b=-1.

例1.34 已知lim
x→2

x2+ax+b
x2-3x+2

=6,求实数a 和b的值.

解 因为lim
x→2
(x2-3x+2)=0,所以lim

x→2
(x2+ax+b)=0,令

x2+ax+b=(x-2)(x+k),
则

lim
x→2

x2+ax+b
x2-3x+2

=
 

lim
x→2

(x-2)(x+k)
(x-2)(x-1)

 

=2+k=6,

所以k=4,从而a=2,b=-8.

例1.35 已知f(x)=x3+
sinx
x +2tanx-

π
4  limx→0

f(x),求f(x)的表达式.

解 令lim
x→0

f(x)=A,则

f(x)=x3+
sinx
x +2Atanx-

π
4  ,

从而

lim
x→0

f(x)=
 

lim
x→0

x3+lim
x→0

sinx
x +lim

x→0
2Atanx-

π
4  ,

即有A=1+2A·(-1),解得A=
1
3
,因此有

f(x)=x3+
sinx
x +

2
3tanx-

π
4  .

1.2.13 题型十三 函数的连续性问题

例1.36 讨论函数f(x)=lim
n→∞

1+x
1+x2n

的连续性.

解 当|x|<1时,f(x)=1+x;当|x|=1时,f(x)=
1+x
2
;当|x|>1时,f(x)=

0.从而

f(x)=

0, x≤-1,

1+x, -1<x<1,

1, x=1,

0, x>1.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

因为 lim
x→-1+

f(x)= lim
x→-1-

f(x)=f(-1)=0,所以x=-1为函数f(x)的连续点.又因

为lim
x→1+

f(x)=0,f(1)=1,所以x=1为函数f(x)的间断点,综上函数f(x)在(-∞,

1)∪(1,+∞)内连续.
例1.37

 

 讨论下列函数的间断点及其类型:
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(1)
 

f(x)=
tanx
x
;

(2)
 

f(x)=
ln(1-x2)

xsinx
, x≠0,

0, x=0;
 

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(3)
 

f(x)=
arctanx
|x(x-1)|.

解 (1)
 

当x=0,x=kπ+
π
2
(k=0,±1,…)时f(x)没有定义,所以

x=kπ+
π
2
(k=0,±1,…), x=0

都是f(x)的间断点;因为lim
x→0

f(x)=lim
x→0

tanx
x =1,所以x=0为f(x)的第一类间断点

中的可去间断点.因为

lim
x→ kπ+π2  -

f(x)=
 

lim
x→ kπ+π2  -

tanx
x =∞,

所以x=kπ+
π
2
(k=0,±1,…)为f(x)的第二类间断点中的无穷间断点.

(2)
 

因为

lim
x→0

f(x)=
 

lim
x→0

ln(1-x2)
xsinx =

 

lim
x→0

-x2

x2
=-1, f(0)=0,

所以x=0为f(x)的第一类间断点中的可去间断点.
(3)

 

显然x=0和x=1是f(x)的间断点.因为

lim
x→0+

f(x)=
 

lim
x→0+

arctanx
x(1-x)=

 

lim
x→0+

x
x(1-x)=1

,

lim
x→0-

f(x)=
 

lim
x→0-

arctanx
x(x-1)=

 

lim
x→0-

x
x(x-1)=-1,

由于 lim
x→0+

f(x)≠lim
x→0-

f(x),因此x=0是第一类间断点中的跳跃间断点.又因为

lim
x→1

1
f(x)=

 

lim
x→1

x·|x-1|
arctanx =0,

因此lim
x→1

f(x)=∞,故x=1是第二类间断点中的无穷间断点.

例1.38 求f(x)=lim
n→∞

xn+2

22n+x2n
(x≥0)的间断点并判断其类型.

解 当0≤x<2时,f(x)=lim
n→∞

x
2  n

·x2

1+ x
2  2n

=0,

当x=2时,f(x)=lim
n→∞

2n+2

22n+22n
=22,
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当x>2时,f(x)=lim
n→∞

x2

1+ 2
x  2n

=x2.

所以

f(x)=

0, 0≤x<2,

22, x=2,

x2, x>2.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

因为 lim
x→2-

f(x)=0,lim
x→2+

f(x)=4,f(2)=22,所以x=2为f(x)的第一类间断点中

的跳跃间断点.

例1.39 设f(x)=

1-etanx

arcsin
x
2

, x>0

ae2x, x≤0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

在x=0处连续,求a 的值.

解 由于f(x)在x=0处连续,所以

lim
x→0+

f(x)=
 

lim
x→0-

f(x)=f(0).

又因为

lim
x→0+

f(x)=
 

lim
x→0+

1-etanx

arcsinx
2

=
 

lim
x→0+

-tanx
x
2

=-2, f(0)=ae0=a,

所以a=-2.

1.2.14 题型十四 连续函数的等式证明问题

例1.40 设f(x)在[a,b]上连续且f(a)=f(b),证明至少存在一点ξ∈(a,b),

使得f(ξ)=fξ+
b-a
2  成立.

证 构造辅助函数F(x)=f(x)-f x+
b-a
2  ,则有

F(a)=f(a)-fa+
b-a
2  =f(a)-f

a+b
2  ,

F a+b
2  =f

a+b
2  -f

a+b
2 +

b-a
2  =f

a+b
2  -fb  ,

若F a+b
2  =F(a)=0,只需取ξ=

a+b
2
;

 

若F a+b
2  和F(a)都不等于零,则二者一

定异号,由零点定理可得在(a,b)内至少存在一点ξ,使得 F(ξ)=0,即f(ξ)=

fξ+
b-a
2  成立.

例1.41 设f(x),g(x)在[a,b]上连续,a>0,且f(a)<g(a)+
1
a
,f(b)>
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g(b)+
1
b
,证明在(a,b)内至少存在一点ξ,使得f(ξ)=g(ξ)+

1
ξ

成立.

证 构造辅助函数

F(x)=f(x)-g(x)-
1
x
,

则F(a)<0,F(b)>0,且F(x)在[a,b]上连续,利用零点定理可知在(a,b)内至少存

在一点ξ,使得F(ξ)=0,即f(ξ)=g(ξ)+
1
ξ

成立.

1.3 习题精选

1.填空题

(1)
 

设f(x)=ln2,则f(x+2)-f(x)= .

(2)
 

y=
1

ln(2x-3)+arcsin
(x-1)的定义域为 .

(3)
 

函数y= x2-1+ln(x+2)的定义区间为 .
(4)

 

设f(x)的定义域为(0,1],则函数f(sinx)的定义域为 .
(5)

  

若函数f(x)的定义域为[0,1],则f(x2)的定义域为 .
(6)

 

设f(x)=arcsinx,g(x)=lnx,则f[g(x)]的定义域为 .

(7)
  

已知函数f(x)= x,则函数f
1
x  的定义域为 .

(8)
 

设f(x)=8x3,f[g(x)]=1-ex,则g(x)= .
(9)

 

已知函数f(x)=1-x2,则f[f(x)]=
 

.

(10)
 

已知f(x)=3x+1,则f-1 1
x  = .

(11)
 

已知f
1
x-1  =3x+12x-1

,则f(x)= .

(12)
 

已知f(x)=
(x-1)2, 1≤x≤2
x-6, 2<x≤3 ,则f(x+1)= .

(13)
  

函数y=|cosx|的周期为 .

(14)
 

对于∀ε>0,∃δ>0,当|x-0|<δ 时,有 f(x)
x -1 <ε,则

 

lim
x→0

f(x)=

.

(15)
 

lim
x→0-

e
1
x= ,lim

x→0+
e
1
x= ,lim

x→0
e
1
x= .

(16)
 

设lim
x→∞

f(x)=2,lim
x→∞

f(x)
g(x)

=5,则lim
x→∞

g(x)= .

(17)
 

lim
x→∞

(5x+1)40(3x+2)20

(5x-1)60
= .
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(18)
 

设un=
n

n3+n
sin(n),则lim

n→∞
un= .

(19)
 

lim
x→-∞

x(x2+100+x)= .

(20)
 

lim
x→∞

x+4
x2+2x

(2+cosx)=
 

.

(21)
 

lim
n→∞

nx2

2tan
2π
n= .

(22)
 

若lim
x→0

tan(ax)
sin(3x)=-2

,则a= .

(23)
 

若当x→0时,(ex
2

-1)arctan3x~xα,则α= .

(24)
 

lim
x→∞

xsin
1
x+

1
xsinx  = .

(25)
 

lim
x→0

xsin
1
x+

1
xsinx  = .

(26)
 

lim
n→∞

3n+5n+1

2n+5n+2
= .

(27)
 

lim
n→∞

n
2n+4n+6n= .

(28)
 

设 lim
x→-1

x3+ax2+x+2
x+1 =b (b为有限数),则a+b

 

= .

(29)
 

设lim
x→∞

x+2a
x-1  x

=e3,则a= .

(30)
 

lim
x→0

x1-2x= .

(31)
 

已知f(x)满足f(x)=2x+4sinxlim
x→π2

f(x),则f(x)=
 

.

(32)
 

已知f(x)=
3ex, x<0
 
2x+a, x≥0 在x=0处连续,则a

 

= .

(33)
 

若函数f(x)=
2ex+xsin

1
x
, x<0,

b, x=0,

a+cosx, x>0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

在x=0处连续,则a= ,

b= .

(34)
 

为使f(x)=
sin(2x)ln(1+x2)

x2arctan(3x)
在x=0处连续,须补充定义f(0)= .

(35)
 

设函数f(x)=
(cosx)

1
x, x≠0,

 
e, x=0, 

 

则间断点x=0的类型为 .
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(36)
 

函数f(x)=lim
n→∞

3nx
1-nx

的连续区间为 .

2.单项选择题

(1)
 

函数y=
ln(x+1)

x-1
的定义域为(  ).

                           (A)
 

x>-1 (B)
 

x>1 (C)
 

x≥-1 (D)
 

x≥1
(2)

 

下列函数相同的是(  ).

(A)
 

f(x)=x+2,g(x)=
x2-x-6

x-3

(B)
 

f(x)=sinx,g(x)=
1-cos(2x)

2
(C)

 

f(x)=2x+1,g(t)=2t+1

(D)
 

f(x)=e
1
2lnx,g(x)=

1
x

(3)
 

下列函数在(0,+∞)内无界的是(  ).

(A)
 

y=e-x (B)
 

y=
x2

1+x2

(C)
 

y=sin
1
x

(D)
 

y=xsinx

(4)
 

函数f(x)=ln
1+x
1-x

是(  ).

(A)
 

奇函数 (B)
 

偶函数

(C)
 

非奇非偶函数 (D)
 

有界函数

(5)
 

已知f(x)=
x+1, x<1
 
sinx, x>1 ,则f(x)-f(-x)为(  ).

(A)
 

奇函数
 

(B)
 

偶函数

(C)
 

非奇非偶函数
 

(D)
 

无法确定

(6)
 

设f(x)=
x2, 0≤x≤1
 
2x, 1<x≤2 ,则函数g(x)=f(x-2)+f(2x)的定义域为(  ).

(A)
 

空集
 

(B)
 

[0,2]
 

(C)
 

[0,4]
 

(D)
 

[2,4]
(7)

 

下列表达式为基本初等函数的是(  ).

(A)
 

y=x2+cosx
 

(B)
 

y=
x2+2x, x>0,

ex-1, x<0;
  

(C)
 

y=lnx
 

(D)
 

y=sin x

(8)
 

函数y=sin
1
x

在其定义域内是(  ).

(A)
 

单调函数
 

(B)
 

无界函数
 

(C)
 

有界函数
 

(D)
 

周期函数
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(9)
 

当x→0时,tan(3x)ln(1+2x)与sinx2 比较是(  )无穷小量.
(A)

 

同阶但不等价 (B)
 

较高阶

(C)
 

较低阶 (D)
 

等价

(10)
 

当x→0时,(  )与x 是等价无穷小量.
                           (A)

 

sin2x
 

(B)
 

1+x-1
(C)

 

x-sinx
 

(D)
 

1+x- 1-x
(11)

 

当x→0+时,与 x等价的无穷小量是(  ).

(A)
 

1-ex
 

(B)
 

ln
1-x
1- x

(C)
 

1+ x -1
 

(D)
 

1-cos x
(12)

 

对任意的x,总有φ(x)≤f(x)≤g(x)且lim
x→∞
[g(x)-φ(x)]=0,则lim

x→∞
f(x)=

(  ).
(A)

 

存在且一定不等于零
 

(B)
 

存在但不一定为零

(C)
 

一定不存在
 

(D)
 

不一定存在

(13)
 

若
 

lim
x→0

f(3x)
x =

1
2
,则lim

x→0

f(5x)
x =(  ).

(A)
 5
6

 

(B)
 1
30

 

(C)
 15
2

 

(D)
 3
10

(14)
 

设lim
n→∞

an 存在,则数列{bn}满足条件(  )时,lim
n→∞

anbn 存在.

(A)
 

{bn}有界
 

(B)
 

{bn}单调

(C)
 

{bn}单调有界
 

(D)
 

不能确定

(15)
 

当n→∞时,an=

n2+2n
n

, n=2k+1

1
n
, n=2k

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

(其中k为正整数)为(  ).

(A)
 

无穷大量
 

(B)
 

无穷小量
 

(C)
 

有界变量
 

(D)
 

无界变量

(16)
 

当x→a 时,f(x)为(  )时,则必有lim
x→a
(x-a)f(x)=0.

(A)
 

有界函数
 

(B)
 

任意函数
 

(C)
 

无穷大量
 

(D)
 

不能确定

(17)
 

设f(x)和g(x)分别是同一个变化过程中的无穷大量和无穷小量,则f(x)+
g(x)为(  ).

(A)
 

无穷小量; (B)
 

有界变量;
(C)

 

无穷大量; (D)
 

不能确定.

(18)
 

若函数f(x)=

1
xsinx

, x<0,

a, x=0,

xsin
1
x-b

, x>0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

在x=0处连续,则a,b的值为(  ).
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(A)
 

a=1,b=0
 

(B)
 

a=1,b=-1
(C)

 

a=0,b=0
 

(D)
 

a=0,b=1
(19)

 

设f(x),φ(x)在(-∞,+∞)上有定义,f(x)为连续函数,且f(x)≠0,

φ(x)有间断点,则下列结论正确的是(  ).
(A)

 

φ[f(x)]必有间断点
 

(B)
 

φ[f2(x)]必有间断点

(C)
 

f[φ(x)]必有间断点
 

(D)
 φ(x)
f(x)

必有间断点

(20)
 

下列说法正确的是(  ).

第(20)题详解

(A)
 

若f(x)在(a-δ,a+δ)
 

内有界,则f(x)在x=a 处

连续

(B)
 

若f(x)在x=a 处连续,则必存在δ>0,使得f(x)在
(a-δ,a+δ)

 

内有界

(C)
 

若f(x)在(a-δ,a+δ)
 

内有界且可导,则f'(x)在(a-
δ,a+δ)

 

内有界

(D)
 

若f(x)在(a-δ,a+δ)
 

内有界,且有lim
x→a

f(x)g(x)=0,则有lim
x→a

g(x)=0

3.求下列函数的反函数及反函数的定义域.

(1)
 

y=2+arcsin(3+x);  (2)
 

y=1- 4-x2 (-2≤x≤0).
4.设y=f(x)的定义域为(0,1],求函数f[1-(lnx)2]的定义域.

5.设f(x)=
1, 0≤x≤2,
 
2, 2<x≤6, h(x)=f(x+2)-f(x-1),求h(x)的定义域.

6.设f x-
1
x  =x2+1x2,试求f(x)的表达式.

7.已知f(x)是奇函数,判断F(x)=f(x)
1

2x+1
-
1
2  的奇偶性.

8.已知f(x)=
x+1, x<1,
 

sinx, x>1, 讨论f(x)-f(-x)的奇偶性.

9.判断下列函数的奇偶性.

(1)
 

y=ln(x2+1+x);  (2)
 

y=x·
2x-1
2x+1

.

10.下列函数可以由哪些简单函数复合而成?
(1)

 

y=ln(1-3x);
(2)

 

y=arctan(tan2x);

(3)
 

y=esin
2x.

11.设f(x)=
x+1, x≤1
 
2, x>1 ,试求f[f(x)]的表达式.

12.判断下列函数是否为周期函数,若为周期函数,求其周期;若不是周期函数,
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说明理由.
(1)

 

f(x)=cos(3x+1); (2)
 

f(x)=3+sin(4x+2); (3)
 

f(x)=xcosx.
13.求下列极限.

(1)
 

lim
n→∞

3
8n3+1+n

n2+1+2n
;        (2)

  

lim
n→∞

narctann

4n2+1
;

 

(3)
 

lim
x→∞

x-sinx
2x+sin(2x)

; (4)
 

lim
x→+∞ x+ x - x  ;

 

(5)
 

lim
x→0

1
xsinx+2xsin

1
x  ; (6)

 

lim
x→∞

x
1+x  -2x+1; 

(7)
 

lim
x→0
(1+xex)

1
x; (8)

 

lim
n→∞

n· n-1
n+2-1  ; 

(9)
 

lim
x→1

3-x- 1+x
sin(x2-1)

; (10)
 

lim
x→π4

tan(2x)tan π4-x  ;

(11)
 

lim
x→-∞

x2sin
1
x

2x2-1
; (12)

 

lim
x→1

x
1
1-x;

 

(13)
 

lim
x→0

etanx-esinx

sin3x
; (14)

 

lim
n→∞

(n+1)n

nn-1 tan
1
n
;

(15)
 

lim
x→∞

(x+
3
1-x3); (16)

 

lim
x→0

x

1+e
1
x
.

14.若lim
x→1

x2+ax+b
tan(x2-1)

=3,试求常数a 和b的值.

15.若lim
x→∞

2x2+1
x-1 +ax+b  =0,试求常数a 和b的值.

16.已知极限lim
x→∞

x+a
x-2a  x

=8,试求常数a 的值.

17.设当x→1时,1-
m

1+x+…+xm-1是x-1的等价无穷小,试求m 的值.

18.已知lim
x→0

ln1+f(x)
arcsinx  

ax-1
=A,其中A>0为常数,试求lim

x→0

f(x)
x2

.

19.已知f(x)在(-∞,+∞)内是奇函数,且 lim
x→0+

f(x)=A,试求lim
x→0-

f(x)和

lim
x→0

f(x).

20.已知f(x)为三次多项式,且lim
x→2a

f(x)
x-2a=limx→4a

f(x)
x-4a=1

,其中a≠0,求极限

lim
x→3a

f(x)
x-3a.
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21.设f(x)=lim
t→+∞

ln(2t+xt)
t

,其中x>0,求f(x)的表达式.

22.设xn+1=
1
3 2xn+

8
x2n  (n=0,1,2,…),其中x0>0,证明数列 xn  收敛,并求

lim
n→∞

xn.

23.设x0=1,xn+1=1+
xn

1+xn
,n=0,1,2,…,试证明lim

n→∞
xn 存在,并求其值.

24.已知f(x)=
x2-x

|x|(x2-1)
,讨论f(x)的间断点及其类型.

25.讨论函数f(x)=lim
n→∞

1-2nx

1+2nx
的连续性.

26.讨论函数f(x)=

cosx
x+4

, x≥0,

2- 4-x
x

, x<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

在定义域内的连续性.

27.讨论函数f(x)=
e
1
x-1

e
1
x+1

, x≠0,

1, x=0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

在x=0处的连续性.

28.设f(x)=lim
n→∞

1+xn+ x2

2  n􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/n,其中x≥0,讨论f(x)的连续性.

29.证明方程x2x=1至少有一个小于1的根.
30.设f(x)在[0,1]上连续,且满足f(0)>0,f(1)<1,试证在开区间(0,1)内

至少存在一定ξ∈(0,1),使得f(ξ)=ξ.
31.设数列{xn}由以下等式给定,

x1= a, x2= a+ a, x3= a+ a+ a ,…,
其中a>0,试证明数列{xn}收敛,并求lim

n→∞
xn.

32.设函数f(x)在[a,b]上连续,a<x1<x2<…<xn=b,ci>0,i=1,2,…,

n,证明至少存在一点ξ∈[a,b],使得

f(ξ)=
c1f(x1)+c2f(x2)+…+cnf(xn)

c1+c2+…+cn
.

1.4 习题详解

1.填空题

(1)
 

0;        (2)
 3
2
,2  ;    (3) 

(-2,-1]∪[1,+∞);

(4)
 

(2kπ,(2k+1)π),k∈Z; (5)
 

[-1,1];
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(6)
 

[e-1,e]; (7)
 

(0,+∞); (8)
 

3
1-ex

2
;

(9)
 

-x4+2x2;
 

(10)
 1-x
3x

; (11)
 4+x
1-x

;

(12)
 

f(x)=
x2, 0≤x≤1
 
x-5, 1<x≤2 ; (13)

 

π;

(14)
 

0; (15)
 

0;+∞;不存在;

(16)
 2
5
; (17)

 3
5  20; (18)

 

0;

(19)
 

-50;提示
 

lim
x→-∞

x(x2+100+x)=
 

lim
t→+∞

-t(t2+100-t)=
 

lim
t→+∞

-
100t

t2+100+t

=
 

lim
t→+∞

-
100

1+
100
t2

+1
=-50.

  (20)
 

0; (21)
 

πx2; (22)
  

-6;
(23)

 

5; (24)
 

1; (25)
 

1;

(26)
 1
5
; (27)

 

6; (28)
 

4;

(29)
 

1; (30)
 

e-2;

(31)
 

f(x)=2x-
4π
3sinx

;提示 因为极限值等于某个常数,因此不妨设lim
x→π2

f(x)=

A,原题等式两边同时求极限,得

lim
x→π2

f(x)=
 

lim
x→π2

2x+lim
x→π2

4Asinx,

即有A=π+4A,所以A=-
π
3
,从而f(x)=2x-

4π
3sinx.

(32)
 

3; (33)
 

1,2; (34)
 2
3
;

(35)
 

第一类间断点中的可去间断点;
(36)

  

(-∞,0)∪(0,+∞);显然当x=0时,f(0)=0;当x≠0时,

f(x)=
 

lim
n→∞

3nx
1-nx=

 

lim
n→∞

3x
1
n -x

=
3x
-x=-3,

函数f(x)在x=0点处不连续,所以f(x)的连续区间为(-∞,0)∪(0,+∞).
2.单项选择题

(1)
 

B;   (2)
 

C;   (3)
 

D;   (4)
 

A;   (5)
 

A;
(6)

 

A; (7)
 

C; (8)
 

C; (9)
 

A; (10)
 

D;
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(11)
 

B;提示
 

当x→0+时,

1-ex ~- x, ln1-x
1- x

=ln(1+ x)~ x,

1+ x -1~
1
2 x, 1-cos x ~

1
2
(x)2=

1
2x.

  (12)
 

D; (13)
 

A; (14)
 

C; (15)
 

D; (16)
 

A;
(17)

 

C; (18)
 

B;

(19)
  

D;采用排除法.设在(-∞,+∞)上有φ(x)=
1, x≥0
 
-1, x<0 ,φ(x)有间断点

x=0,f(x)=x2,f(x)为连续函数.则φ[f(x)]=1,没有间断点,故 A 排除;

φ[f2(x)]=1,没有间断点,故B排除;f[φ(x)]=1,没有间断点,故C排除。对于选

项D,φ
(x)

f(x)
一定有间断点,故D正确.

(20)
 

B.

3.(1)
 

y=sin(x-2)-3,2-
π
2
,2+

π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ;

(2)
 

y=- 4-(x-1)2,[-1,1].
4.(e-1,e).
5.[1,4].
6.因为

f x-
1
x  =x2+

1
x2

=
 

x-
1
x  2+2,

所以f(t)=t2+2,从而f(x)=x2+2.
7.由题意可知,F(x)的定义域关于原点对称,且

F(-x)=f(-x)
1

2-x +1
-
1
2  

 

=-f(x)·
1-2-x

2(2-x +1)
 

=-f(x)·
2x -1
2(1+2x)

,

而F(x)=f(x)·
1-2x

2(2x+1)
,从而有F(-x)=F(x),因此F(x)为偶函数.

8.奇函数.
9.(1)

 

奇函数; (2)
 

偶函数.
10.(1)

 

y=lnu,u=1-3x;   (2)
 

y=arctanu,u=v2,v=tanx;
(3)

 

y=eu,u=v2,v=sinx.
11.由题意,

f[f(x)]=
f(x)+1, f(x)≤1,
 
2, f(x)>1. 

  当f(x)≤1时,则

f(x)=x+1≤1,
 
x≤1, 
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解得x≤0.
当f(x)>1时,则

f(x)=x+1>1,
 
x≤1,  或  

f(x)=2>1,
 
x>1, 

解得0<x≤1或x>1.因此

f[f(x)]=
x+2, x≤0,
 
2, x>0. 

  12.(1)
 

周期函数,T=
2
3π
; (2)

 

周期函数,T=
1
2π
;

(3)
 

非周期函数.理由如下.
利用反证法.假设y=xcosx 是周期函数,则存在T>0,使得对∀x∈R,有

f(x+T)=f(x),
即

(x+T)cos(x+T)=xcosx.
取x=0,则有TcosT=0,从而cosT=0,所以有

T=kπ+
π
2
, k=0,1,2,….

取x=T,则有2Tcos(2T)=TcosT=0,从而

cos(2T)=0.
而cos(2T)=cos(2kπ+π)=-1,矛盾.因此假设不成立,即y=xcosx 不是周期函数.

13.求下列极限:
 

(1)
 

1; (2)
 π
4
; (3)

 1
2
;

 

(4)
 

原式=lim
x→+∞

x+ x- x
1 =lim

x→+∞

x+ x-x

x+ x+ x
=lim

x→+∞

x

x+ x+ x
=
1
2
;

(5)
 

1;

(6)
 

原式=lim
x→∞

1+
-1
1+x  

1+x
-1·

2x-1
1+x

=e2;
 

(7)
 

e;
 

(8)
 

原式=lim
n→∞

n 1-
3

n+2-1  =limn→∞
n·

1
2
· -

3
n+2  =-32;

(9)
 

原式=lim
x→1

3-x- 1+x
x2-1

=lim
x→1

(3-x- 1+x)(3-x+ 1+x)
(x2-1)(3-x+ 1+x)

=lim
x→1

2(1-x)
(x-1)(x+1)(3-x+ 1+x)

=lim
x→1

-2
(x+1)(3-x+ 1+x)

=-
2
4
;
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(10)
 

令t=
π
4-x

,则x=
π
4-t

,从而

原式=lim
t→0
tan π2-2t  tant=limt→0

cot(2t)tant=lim
t→0

tant
tan(2t)=limt→0

t
2t=

1
2
;

(11)
 

原式=lim
x→-∞

x2·
1
x

2x2-1
=lim

x→-∞

x

2x2-1
=lim

t→+∞

-t

2t2-1
=-

1
2
;

(12)
 

原式=lim
x→1
(1+x-1)

1
1-x=lim

x→1
(1+x-1)

1
x-1·(-1)=e-1;

(13)
 

原式=lim
x→0

etanx-sinx-1
sin3x

esinx=lim
x→0

tanx-sinx
sin3x

esinx=lim
x→0

1
2x

3

x3
esinx=

1
2.

(14)
 

lim
n→∞

(n+1)n

nn-1 tan
1
n=limn→∞

(n+1)n

nn-1
1
n=limn→∞

1+
1
n  n

=e.

(15)
 

原式=lim
x→∞

x· 1+
3 1
x3
-1  =limt→0

1-
3
1-t3

t =lim
t→0

1
3t

3

t =0;

(16)
 

因为

lim
x→0+
e
1
x =+∞, lim

x→0-
e
1
x =0;

因此

lim
x→0+

x

1+e
1
x
=

 

lim
x→0+

xlim
x→0+

1

1+e
1
x
=0;lim

x→0-

x

1+e
1
x
=
0
1+0=0,

所以

lim
x→0

x

1+e
1
x
=0.

  14.由于

lim
x→1

x2+ax+b
tan(x2-1)

=
 

lim
x→1

x2+ax+b
x2-1

=3,

因此有
 

lim
x→1
(x2+ax+b)=0,即x=1为方程x2+ax+b=0的一个根,因此设

x2+ax+b=(x-1)(x-k).
而

lim
x→1

x2+ax+b
x2-1

=
 

lim
x→1

(x-1)(x-k)
(x-1)(x+1)=

 

lim
x→1

x-k
x+1=

1-k
2 =3,

因此k=-5,故有a=4,b=-5.

15.原式=lim
x→∞

(2+a)x2+(b-a)x+1-b
x-1 =0,因此a+2=0,b-a=0,所以

a=-2,b=-2.
16.由题意,显然a≠0,又因为
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lim
x→∞

x+a
x-2a  x

=
 

lim
x→∞

1+
3a

x-2a  
x-2a
3a·

3ax
x-2a

=e3a =8,

所以a=ln2.
17.根据等价无穷小的定义,有

1=
 

lim
x→1

1
x-1

1-
m

1+x+…+xm-1  = 

lim
x→1

1+x+…+xm-1-m
(x-1)(1+x+…+xm-1)

=
 

lim
x→1

(x-1)+(x2-1)+…+(xm-1-1)
(x-1)(1+x+…+xm-1)

=
 

lim
x→1

1+(x+1)+…+(xm-2+xm-3+…+1)
1+x+…+xm-1 =

1+2+…+(m-1)
m =

m-1
2
,

所以m=3.

18.由题意,当x→0时,f(x)
arcsinx→0

,因此

A=
 

lim
x→0

f(x)
arcsinx
xlna =

 

lim
x→0

f(x)
xlnaarcsinx=

 

lim
x→0

f(x)
x2lna

,

从而

lim
x→0

f(x)
x2

=Alna.

  19.由于

lim
x→0+

f(x)=
 

lim
t→0-

f(-t)=-lim
t→0-

f(t),

所以lim
t→0-

f(t)=-lim
x→0+

f(x)=-A,从而 lim
x→0-

f(x)=-A.因此当A=0时,lim
x→0

f(x)=0,

当A≠0时,lim
x→0

f(x)不存在.

20.由题意,f(x)为连续函数,因此

f(2a)=
 

lim
x→2a

f(x)=0, f(4a)=
 

lim
x→4a

f(x)=0,

从而x=2a 和x=4a 为f(x)=0的实根.故设

f(x)=(x-2a)(x-4a)(Ax+B),
由

lim
x→2a

f(x)
x-2a=

 

lim
x→2a

[(x-4a)(Ax+B)]=-2a(2Aa+B)=1,

lim
x→4a

f(x)
x-4a=

 

lim
x→4a

[(x-2a)(Ax+B)]=2a(4Aa+B)=1,

解得A=
1
2a2
,B=-

3
2a.因此

lim
x→3a

f(x)
x-3a=

 

lim
x→3a

(x-2a)(x-4a)
x
2a2

-
3
2a  

x-3a =
 

lim
x→3a

(x-2a)(x-4a)
2a2

=-
1
2.
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  21.当0<x<2时,f(x)=lim
t→+∞

tln2+ln1+ x
2  t􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

t =ln2,

当x=2时,f(x)=lim
t→+∞

ln(2t+2t)
t =lim

t→+∞

(t+1)ln2
t =ln2,

当x>2时,f(x)=lim
t→+∞

tlnx+ln1+ 2
x  t􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

t =lnx,

综上可得

f(x)=
ln2, 0<x≤2,
 
lnx, x>2. 

  22.由于

xn+1=
1
3

xn +xn +
8
x2n  ≥

3

xn·xn·
8
x2n

=2;

xn+1-xn =
1
3
2xn +

8
x2n  -xn =

1
3x2n

8-x3n  ≤0,

因此xn+1≤xn.数列{xn}单调递减有下界,所以数列{xn}收敛.

不妨设lim
n→∞

xn=A,由题意可得A=
1
3 2A+

8
A2  ,所以A=2.

23.显然,x1>x0=1,假设xn>xn-1,由于

xn+1-xn =1+
xn

1+xn
-1-

xn-1

1+xn-1
=

xn -xn-1

(1+xn)(1+xn-1)
>0,

因此由数学归纳法可知,数列{xn}单调递增.又因为

xn+1=1+
xn

1+xn
<1+1=2,

即{xn}有上界,因此根据单调收敛准则可知,lim
n→∞

xn 存在.不妨设lim
n→∞

xn=A,则由

lim
n→∞

xn+1=1+
lim
n→∞

xn

1+lim
n→∞

xn

可知,A=1+
A
1+A

,解得A=
1+ 5
2 .

24.x=0是第一类间断点中的跳跃间断点,x=1是第一类间断点中的可去间断

点,x=-1是第二类间断点中的无穷间断点.
25.当x<0时,lim

n→∞
2nx=0;当x>0时,lim

n→∞
2nx=+∞;当x=0时,lim

n→∞
2nx=1.

因此有

f(x)=
1, x<0,

0, x=0,

-1, x>0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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显然x=0为f(x)的间断点,因此函数f(x)在(-∞,0)∪(0,+∞)内连续.
26.因为f(x)在(-∞,0)和(0,+∞)内为初等函数,所以f(x)在(-∞,0)∪

(0,+∞)内连续.在x=0处,

lim
x→0-

f(x)=
 

lim
x→0-

2- 4-x
x =

1
4
, lim

x→0+
f(x)=

 

lim
x→0+

cosx
x+4=

1
4
, f(0)=

1
4
,

所以有

lim
x→0-

f(x)=
 

lim
x→0+

f(x)=f(0),

从而f(x)在x=0处连续,因此函数f(x)在(-∞,+∞)内连续.
27.由于

lim
x→0-

f(x)=
 

lim
x→0-

e
1
x -1

e
1
x +1

=
0-1
0+1=-1,

lim
x→0+

f(x)=
 

lim
x→0+

e
1
x -1

e
1
x +1

=
 

lim
x→0+

1-e-
1
x

1+e-
1
x
=
1-0
1+0=1,

故 lim
x→0-

f(x)≠lim
x→0+

f(x),所以函数f(x)在x=0处不连续.

28.当0≤x<1时,f(x)=lim
n→+∞

1+xn+ x2

2  n􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/n=10=1;

当x=1时,f(x)=1;

当1<x<2时,f(x)=x lim
n→+∞

1
xn+1+

x
2  n􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/n
=x·10=x;

当x=2时,f(x)=2lim
n→+∞

1
2n
+1+1􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/n
=2×20=2;

当x>2时,f(x)=
x2

2 limn→+∞

2
x2  n

+ 2
x  n

+1􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 1

/n
=
x2

2.

综上,

f(x)=

1, 0≤x≤1,
x, 1<x≤2,
1
2x

2, x>2.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

由于 lim
x→1-

f(x)=lim
x→1+

f(x)=f(1),lim
x→2-

f(x)=lim
x→2+

f(x)=f(2),所以函数f(x)在

x=1和x=2处连续,从而f(x)在(-∞,+∞)内连续.
29.构造辅助函数φ(x)=x2x-1,显然φ(x)在[0,1]上连续,且

 

φ(0)=-1<0, φ(1)=1>0,
因此由零点定理可知,至少存在一点ξ∈(0,1),使得φ(ξ)=0,从而方程x2x=1至少

有一个小于1的根.
30.提示 构造辅助函数F(x)=f(x)-x,利用零点定理容易证明.

31.显然数列{xn}单调递增,且xn≥ a.由于

xn = a+xn-1,
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因此x2n=a+xn-1,于是x2n<a+xn,从而

xn <
a
xn

+1≤
a
a

+1= a +1.

即数列{xn}有界,根据单调有界准则可知,数列{xn}收敛.

不妨设lim
n→∞

xn=A,根据保号性可知,a≤A≤1+ a.等式xn= a+xn-1两边

同时取极限,有

A= a+A,

解得A=
1± 1+4a

2
,舍去负根,故lim

n→∞
xn=

1+ 1+4a
2 .

32.由于f(x)在[a,b]上连续,因此一定存在最大值 M 和最小值m,使得对任意

的x∈[a,b],有m≤f(x)≤M.从而

cim ≤cif(xi)≤ciM, i=1,2,…,n,
故

(c1+c2+…+cn)m ≤c1f(x1)+c2f(x2)+…+cnf(xn)≤(c1+c2+…+cn)M,
不等式两边同时除以c1+c2+…+cn,得

m ≤
c1f(x1)+c2f(x2)+…+cnf(xn)

c1+c2+…+cn
≤M,

由介值定理可知,至少存在一点ξ∈[a,b],使得

f(ξ)=
c1f(x1)+c2f(x2)+…+cnf(xn)

c1+c2+…+cn
.

1.5 拓展训练

1.设lim
n→∞

an=a,且a≠0,则当n 充分大时,有(  ).

                           (A)
 

|an|>
|a|
2
; (B)

 

|an|<
|a|
2
;

(C)
 

an>a-
1
n
; (D)

 

an<a+
1
n.

2.设xn=1+
1
1+1+

1
1+2+

…+
1

1+2+…+n
,试求lim

n→∞
xn.

3.设函数f(x)在(-∞,+∞)内单调有界,{xn}为数列,下列命题正确的是(  ).
(A)

 

若{xn}收敛,则{f(xn)}收敛; (B)
 

若{xn}单调,则{f(xn)}收敛;
(C)

 

若{f(xn)}收敛,则{xn}收敛; (D)
 

若{f(xn)}单调,则{xn}收敛.

1.5
 

1
 

详解 1.5
 

2
 

详解 1.5
 

3
 

详解


