




1.1 内容提要

1.1.1 函数的定义

  设D 为一个非空实数集,如果存在一个对应法则f,使得对于每一个x∈D,都能

由f 唯一确定一个实数y 与之对应,则称对应法则f 为定义在实数集D 上的一个函数,
记作y=f(x),其中,x 称为自变量,y 称为因变量,实数集D 称为函数的定义域,记

为D(f)或者 Df.集合{y|y=f(x),x∈Df}称为函数的值域,一般记为Z(f)或
者Zf.

定义域和对应法则是函数的两要素,值域由定义域和对应法则确定.两个函数相同

的充要条件是定义域与对应法则分别相同,因此判断两个函数是否相同,只需验证函数

的定义域与对应法则是否分别相同,而与自变量、因变量的符号没有关系.
如果函数没有明确给出定义域,则其定义域一般默认为使得分析表达式有意义的自

变量的取值范围.
函数的表示方法主要有公式法、图示法以及表格法等,其中公式法是函数关系表示

的一种主要形式.

1.1.2 分段函数

根据函数的定义,在表示函数时,并不要求在整个定义域上都用一个数学表达式来

表示.事实上,在很多问题中,常常遇到一些在定义域的不同子集上具有不同表达式的

情况,习惯上把这类函数叫作分段函数.
例如符号函数

y=sgnx=
 1, x>0
 0, x=0
-1, x<0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁



4    

是一个分段函数.
注 分段函数在其整个定义域上是一个函数,而不是几个函数.

1.1.3 函数的基本特性

函数的基本特性主要有四种,即奇偶性、单调性、周期性和有界性.

1.奇偶性

设函数f(x)的定义域D 关于原点对称,如果对于∀x∈D,恒有f(-x)=f(x),
则称f(x)为偶函数;如果对于∀x∈D,恒有f(-x)=-f(x),则称f(x)为奇函数.

奇函数的图像关于坐标原点对称,偶函数的图像关于y 轴对称.需要注意的是:
 

函

数的奇偶性是相对于对称区间而言的,因此如果函数的定义域关于原点不对称,则该函

数不具有奇偶性.
奇、偶函数的一些常用结论:
(1)

 

常函数为偶函数;
(2)

 

有限个奇函数的代数和为奇函数,有限个偶函数的代数和为偶函数;
(3)

 

奇函数与偶函数的乘积为奇函数;
(4)

 

奇数个奇函数的乘积为奇函数,偶数个奇函数的乘积为偶函数.

2.单调性

设函数f(x)在某个区间D 上有定义,对于∀x1,x2∈D,且x1<x2,有:
(1)

 

若f(x1)<f(x2),则称函数f(x)在区间D 单调增加(单调递增);
(2)

 

若f(x1)>f(x2),则称函数f(x)在区间D 单调减少(单调递减).

3.周期性

设函数f(x)的定义域为 D,如果存在一个正数T,使得对任意一个x∈D,有

(x±T)∈D 且

f(x+T)=f(x)
恒成立,则称该函数为周期函数.T 称为函数f(x)的周期,满足上式的最小的正数T0

称为函数的最小正周期,通常我们所说的函数的周期指的是函数的最小正周期.
周期函数的一些常用结论:

(1)
 

若f(x)的周期为T,则f(ax+b)的周期为
T
a
,a≠0;

(2)
 

若f(x)和g(x)的周期均为T,则f(x)±g(x)也是周期为T 的周期函数.

4.有界性

设函数f(x)在集合D 上有定义,若存在正数 M,使得对于∀x∈D,恒有|f(x)|≤
M,则称函数f(x)在D 上有界,否则称f(x)在D 上无界.

函数的有界性还可以通过另外一种形式来定义.
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若存在实数a 和b,a≤b,使得对∀x∈D,恒有a≤f(x)≤b,则称函数f(x)在D
上有界,否则称f(x)在D 上无界,其中a 称为函数的下界,b称为函数的上界.

1.1.4 反函数

设函数y=f(x)的定义域为Df,值域为Zf.如果对于Zf 中的每一个y 值,都存

在唯一的满足y=f(x)的x∈Df 与之对应,这样确定的以y 为自变量、以x 为因变量

的函数,称为函数y=f(x)的反函数,并记为x=f-1(y).习惯上,一般将y=f(x)的
反函数记为y=f-1(x).

显然,反函数x=f-1(y)的定义域为Zf,值域为Df,且对任意的y∈Zf,有

f[f-1(y)]=y,
对任意的x∈Df,有

f-1[f(x)]=x.
单调函数一定存在反函数,且函数与反函数具有相同的单调性.
在同一坐标系下,函数y=f(x)与其反函数x=f-1(y)的图像是重合的,y=

f(x)与其反函数y=f-1(x)的图像关于直线y=x 对称.

1.1.5 复合函数

已知两个函数

y=f(u),u∈Df,y∈Zf,

u=φ(x),x∈Dφ,u∈Zφ,
若Df∩Zφ≠⌀,则可通过中间变量u 将u=φ(x)代入y=f(u)构成一个以x 为自变

量、以y 为因变量的函数y=f[φ(x)],称y=f[φ(x)]为y=f(u)与u=φ(x)的复合

函数.

1.1.6 基本初等函数

常函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数及反三角函数这6大类函数统称

为基本初等函数.

1.1.7 初等函数

由基本初等函数经有限次四则运算和(或)复合运算而得到的函数称为初等函数.

1.1.8 一些常用的三角公式

**  1.两角和、两角差公式

sin(α+β)=sinαcosβ+cosαsinβ;
sin(α-β)=sinαcosβ-cosαsinβ;
cos(α+β)=cosαcosβ-sinαsinβ;

cos(α-β)=cosαcosβ+sinαsinβ.
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**  2.和差化积公式

sinα+sinβ=2sin
α+β
2 cos

α-β
2
;

sinα-sinβ=2cos
α+β
2 sin

α-β
2
;

cosα+cosβ=2cos
α+β
2 cos

α-β
2
;

cosα-cosβ=-2sin
α+β
2 sin

α-β
2 .

**  3.积化和差公式

sinαsinβ=-
1
2
[cos(α+β)-cos(α-β)];

cosαcosβ=
1
2
[cos(α+β)+cos(α-β)];

sinαcosβ=
1
2
[sin(α+β)+sin(α-β)].

4.倍角公式

sin(2α)=2sinαcosα=
2tanα
1+tan2α

;

cos(2α)=cos2α-sin2α=1-2sin2α=
1-tan2α
1+tan2α

;

tan(2α)=
2tanα
1-tan2α

.

5.半角公式

sin2
α
2=
1-cosα
2

;cos2
α
2=
1+cosα
2 .

1.1.9 一些常用的代数公式

1.某些数列的n 项和

1+2+…+n=
1
2n
(n+1);

12+22+…+n2=
1
6n
(n+1)(2n+1);

13+23+…+n3=
1
4n

2(n+1)2.
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2.乘法与因式分解公式

(a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3;
(a-b)3=a3-3a2b+3ab2-b3;
a3-b3=(a-b)(a2+ab+b2);
a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2);
an-bn=(a-b)(an-1+an-2b+…+abn-2+bn-1),其中n 为正整数;

(a+b)n =∑
n

k=0
Ck

nan-kbk =an +C1nan-1b+C2nan-2b2+…+Cn-1
n abn-1+bn,

其中

C0n=1,Ck
n=
Ak

n

Pk
=
n(n-1)…(n-k+1)

k! =
n!

k!(n-k)!
,Ck

n=Cn-k
n .

3.对数公式

loga(xy)=logax+logay; loga
x
y
=logax-logay;

logaxb=blogax; logax=
logcx
logca

;

a
logax=x;其中a>0,a≠1,c>0,c≠1,x>0,y>0.

1.2 典型例题分析

1.2.1 题型一 函数定义域的求解

  例1.1 求函数y=
1
x- x2-4的定义域.

解 由题意,x≠0,且x2-4≥0,解不等式得 x ≥2.所以函数的定义域为

Df =(-∞,-2]∪ [2,+∞).
  例1.2 设函数y=f(x)的定义域为[0,6],求f(x+2)+f(x-2)的定义域.

解 由于f(x)的定义域为[0,6],因此f(x+2)的定义域为0≤x+2≤6,即

x∈[-2,4];f(x-2)的定义域为0≤x-2≤6,即x∈[2,8];所以f(x+2)+f(x-
2)的定义域为[2,4].

1.2.2 题型二 函数表达式的求解

例1.3 设函数f(x)满足f(x)+2f
1
x  =1-x,且x≠0,求f(x)的表达式.

解 利用函数表示法的无关特性,令1
x=t

,则有f
1
t  +2ft  =1-

1
t
,联立方

程组
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f(x)+2f
1
x  =1-x

f
1
x  +2f(x)=1-

1
x

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

从而有

f(x)=
1
3-

2
3x+

x
3.

  例1.4 已知函数f(x)满足f
1
x-x  =x2+

1
x2+2,x≠0,试求f(x)的表达式.

解 由于

f
1
x-x  =x2+

1
x2+2=

1
x-x  

2

+4,

令t=
1
x-x

,则f(t)=t2+4,从而f(x)=x2+4.

1.2.3 题型三 反函数的求解

例1.5 求y=
ex-e-x

2
的反函数.

解 令ex=t,则x=lnt,t>0,则有y=
t-t-1

2
,从而

t2-2yt-1=0,

求解一元二次方程可得t=y± y2+1,舍去负根,有
 

t=y+ y2+1,即有ex=y+

y2+1,因此y=
ex-e-x

2
的反函数为y=ln(x+ x2+1).

例1.6 求函数y=
2x-4, x≤0
 

ln(x+1), x>0 
 

的反函数.

解 当x≤0时,y=2x-4,从而x=
1
2y+2

,y≤-4;当x>0时,y=ln(x+

1),x=ey-1,y>0.因此反函数为

y=
1
2x+2

, x≤-4

ex-1, x>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .

1.2.4 题型四 复合函数的求解

例1.7 已知y=f(x)=
1, x ≤1
 
0, x>1 ,求f f f(x)    .

解 由于f f(x)  =
1, f(x)≤1
 
0, f(x)>1 ,所以f f f(x)    =1.
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**  例1.8 f(x)=
ex, x<1
 
x, x≥1 ,g(x)=

x+3, x<0
 

x-2, x≥0 ,求f g(x)  .

解 由题意,f g(x)  =
eg(x), g(x)<1
 

g(x), g(x)≥1 ,下面进行分类讨论.

(1)
 

当g(x)<1时,则

g(x)=x+3<1
 
x<0  或  

g(x)=x-2<1
 
x≥0 ,

从而有x<-2或0≤x<3.
(2)

 

当g(x)≥1时,则

g(x)=x+3≥1
 
x<0  或  

g(x)=x-2≥1
 
x≥0 ,

从而有-2≤x<0或x≥3.
综上所述,有

f g(x)  =

ex+3, x<-2
x+3, -2≤x<0
ex-2, 0≤x<3
x-2, x≥3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

1.2.5 题型五 函数的四种基本特性

**  例1.9 设对于任意的x∈R有f
1
2+x  =12+ f(x)-f2(x),试求f(x)的

周期.

解 由题意可知,对于任意的x∈R有f
1
2+x  ≥12,从而对于任意的x∈R有

f x  ≥
1
2
,又因为

f
1
2+

1
2+x  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
1
2+ f

1
2+x  -f2 1

2+x  =
1
2+

1
4-f(x)+f2(x)

=
1
2+

1
2-f(x)  

2

,

因此有

f(x+1)=
1
2+ f(x)-

1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =f(x),

故f(x)的周期为1.
例1.10 对于任意的x,y∈R,函数f(x)满足f(x+y)=f(x)+f(y),试讨论

f(x)的奇偶性.
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  解 取y=0,则有f(x+0)=f(x)+f(0),因此有f(0)=0;取y=-x,则有

f(x-x)=f(x)+f(-x),
可得f(-x)=-f(x),因此f(x)为奇函数.

例1.11 设f(x)=
x+5, x<1
 

2-3x, x>1 ,试讨论函数g(x)=
1
2
[f(x)-f(-x)]的奇

偶性.
解 由题意,函数g(x)的定义域为{x|x∈R,x≠1,x≠-1},定义域关于x=0

对称,又因为

g(-x)=
1
2
[f(-x)-f(x)]=-g(x),

因此函数g(x)为奇函数.

注 采用类似方法可以证明函数1
2
[f(x)+f(-x)]为偶函数,且奇偶性与函数

f(x)的具体表达式没有关系.
例1.12 设f(x)在[a,b]和[b,c]上单调递增,证明f(x)在[a,c]上单调递增.
证 设x1<x2 为[a,c]上的任意两点,
(1)

 

若x1,x2∈[a,b],结论成立;
(2)

 

若x1,x2∈[b,c],结论成立;
(3)

 

若x1∈[a,b],x2∈[b,c],则x1,x2 不能同时等于b,从而f(x1)≤f(b)≤
f(x2),且等号不能同时成立,因此有f(x1)<f(x2),结论成立.

例1.13 证明函数y=
x

1+x2在(-∞,+∞)内有界.

解 对∀x∈(-∞,+∞),都有|x|≤
1
2
(1+x2),因此

x
1+x2 ≤

1
2
,

故函数y=
x

1+x2在(-∞,+∞)内有界.

例1.14 证明函数y=xsinx 在(0,+∞)上无界.
证 利用反证法.
假设y=xsinx 在(0,+∞)上有界,则存在M>0,使得对∀x∈(0,+∞),有

xsinx <M,

取x=2nπ+
π
2
,其中,n 为正整数,从而有

|xsinx|=2nπ+
π
2<M,

显然当n 足够大时,上式不成立,因此假设不成立,故函数y=xsinx 在(0,+∞)上
无界.
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1.3 习题精选

1.填空题

(1)
 

函数y=
1

ln(2x-3)+arcsin
(x-1)的定义域为 .

(2)
 

设函数f(x)=ln2,则f(x+2)-f(x)= .
(3)

 

设函数f(x)的定义域为(0,1],则函数f(sinx)的定义域为 .
(4)

 

若函数f(x)的定义域为[0,1],则f(x2)的定义域为 .
(5)

 

设函数f(x)=arcsinx,g(x)=lnx,则f(g(x))的定义域为 .

(6)
 

已知函数f(x)= x,则函数f
1
x  的定义域是 .

(7)
 

设f(x)=8x3,f g(x)  =1-ex,则g(x)= .
(8)

 

已知函数f(x)=1-x2,则f f(x)  = .

(9)
 

已知f(x)=3x+1,则f-1 1
x  = .

(10)
 

已知f
1
x-1  =3x+12x-1

,则f(x)= .

(11)
 

已知f(x)=
(x-1)2, 1≤x≤2
 

x-6, 2<x≤3 ,则f(x+1)= .

(12)
 

函数f(x)= cosx 的周期为 .
2.单项选择题

(1)
 

函数y=
ln(x+1)

x-1
的定义域为(  ).

                           (A)
 

x>-1; (B)
 

x>1; (C)
 

x≥-1; (D)
 

x≥1.
(2)

 

下列函数相同的是(  ).

(A)
 

f(x)=x+2,g(x)=
x2-x-6

x-3
;

(B)
 

f(x)=sinx,g(x)=
1-cos(2x)

2
;

(C)
 

f(x)=2x+1,g(t)=2t+1;

(D)
 

f(x)=e
1
2lnx,g(x)=

1
x

.

(3)
 

下列函数在(0,+∞)内无界的是(  ).

(A)
 

y=e-x; (B)
 

y=
x2

1+x2;

(C)
 

y=sin
1
x
; (D)

 

y=xsinx.
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(4)
 

函数f(x)=ln
1+x
1-x

是(  ).

(A)
 

奇函数; (B)
 

偶函数;
(C)

 

非奇非偶函数; (D)
 

有界函数.

(5)
 

已知f(x)=
x+1, x<1
sinx, x>1 ,则f(x)-f(-x)为(  ).

(A)
 

奇函数; (B)
 

偶函数;
(C)

 

非奇非偶函数; (D)
 

无法确定.

(6)
 

设f(x)=
x2, 0≤x≤1
 
2x, 1<x≤2 ,则函数g(x)=f(x-2)+f(2x)的定义域为(  ).

(A)
 

空集; (B)
 

[0,2];
(C)

 

[0,4]; (D)
 

[2,4].
(7)

 

下列表达式为基本初等函数的是(  ).

(A)
 

y=x2+cosx; (B)
 

y=
x2+2x, x>0
 
ex-1, x<0 ;

(C)
 

y=lnx; (D)
 

y=sin x.

(8)
 

函数y=sin
1
x

在其定义域内是(  ).

(A)
 

单调函数; (B)
 

无界函数;
(C)

 

有界函数; (D)
 

周期函数.
3.求下列函数的反函数及反函数的定义域:

(1)
 

y=2+arcsin(3+x);  (2)
 

y=1- 4-x2,-2≤x≤0.
4.设y=f(x)的定义域为(0,1],求函数f 1-(lnx)2  的定义域.

5.设f(x)=
1, 0≤x≤2
 
2, 2<x≤6 ,h(x)=f(x+2)-f(x-1),求h(x)的定义域.

6.设f x-
1
x  =x2+

1
x2,试求f(x)的表达式.

7.已知f(x)是奇函数,判断F(x)=f(x)
1

2x+1
-
1
2  的奇偶性.

8.判断下列函数的奇偶性:

(1)
 

y=ln(x2+1+x);  (2)
 

y=x·
2x-1
2x+1

.

9.下列函数可以由哪些简单函数复合而成?
(1)

 

y=ln(1-3x);
(2)

 

y=arctan(tan2x);

(3)
 

y=esin
2x.
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10.设f(x)=
x+1, x≤1
 
2, x>1 ,试求f[f(x)]的表达式.

11.判断下列函数是否为周期函数,若为周期函数,求其周期;若不是周期函数,
说明理由.

(1)
 

f(x)=cos(3x+1); (2)
 

f(x)=3+sin(4x+2); (3)
 

f(x)=xcosx.

1.4 习题详解

1.填空题
 

(1)32
,2  ; (2) 

0; (3)
 ∪
k∈Z
(2kπ,(2k+1)π); (4)

 

[-1,1];

(5)
 

[e-1,e]; (6)
 

(0,+∞); (7)
 

3
1-ex

2
; (8)

 

-x4+2x2;

(9)
 1-x
3x

; (10)
  4+x
1-x

; (11)
 

x2, 0≤x≤1
 

x-5, 1<x≤2 ; (12)
 

π.

2.单项选择题

(1)
 

B; (2)
 

C; (3)
 

D; (4)
 

A; (5)
 

A; (6)
 

A; (7)
 

C; (8)
 

C.

3.(1)
 

y=sin(x-2)-3,2-
π
2
,2+

π
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ;

(2)
 

y=- 4-(x-1)2, -1,1  .
4.(e-1,e).
5.[1,4].
6.因为

f x-
1
x  =x2+

1
x2= x-

1
x  

2

+2,

所以f(t)=t2+2,从而f(x)=x2+2.
7.由题意可知,F(x)的定义域关于原点对称,且

F(-x)=f(-x)
1

2-x+1
-
1
2  =-f(x)· 1-2-x

2(2-x+1)
=-f(x)·

2x-1
2(1+2x)

,

而F(x)=f(x)·
1-2x

2(2x+1)
,从而有F(-x)=F(x),因此F(x)为偶函数.

8.(1)
 

奇函数; 
 

(2)
 

偶函数.
9.(1)

 

y=lnu,u=1-3x;
(2)

 

y=arctanu,u=v2,v=tanx;
(3)

 

y=eu,u=v2,v=sinx.

10.f[f(x)]=
x+2, x≤0
 
2, x>0 .
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11.(1)
 

周期函数,T=
2
3π.

(2)
 

周期函数,T=
1
2π.

(3)
 

非周期函数.理由如下:
利用反证法.假设y=xcosx 是周期函数,则存在T>0,使得对∀x∈R,有

f(x+T)=f(x).
即

(x+T)cos(x+T)=xcosx.
取x=0,则有TcosT=0,从而cosT=0,所以有

T=kπ+
π
2
,k=0,1,2,….

取x=T,则有2Tcos(2T)=TcosT=0,从而

cos(2T)=0.
而cos(2T)=cos(2kπ+π)=-1,矛盾.因此假设不成立,故y=xcosx 不是周期

函数.

填空题详解

  

单项选择题详解


