
 

第 5 章  
线 性 模 型 

 
 
 
 
数据挖掘的本质是从已知的经验数据对中，挖掘出一个最优的表示模型，该模型可以

最大限度地描述经验数据中输入输出的关系。例如，医生通过病人是否发烧、咳嗽、呼吸

困难、浑身乏力，胸部 X 光片有无磨玻璃影表现诊断是否为新冠肺炎。而数据挖掘根据医

生提供的这些经验数据，挖掘出一个决策模型，模型输入为患者的上述病症的临床表现，

据此综合判定是否为新冠阳性。在模型挖掘之前，如何描述映射模型的形式，是数据挖掘

任务所要解决的第一个问题。线性模型作为最简单的模型形式，是数据挖掘中最基础的表

示模型。本章内容会分别对线性模型的两种应用场景——回归与分类任务进行介绍，并给

出对应模型的挖掘方法。 

5.1  基 本 形 式 

假设具有 d 个属性的模式 T
1 2[ , , , ]dx x x=x ，其中， ix 为模式 x 的第 i 个属性。例如，

以每一个位置的像素值描述一幅图像， ix 表示不同位置的像素值。用线性模型表示函数关

系，可以定义为如下方式。 
 1 1 2 2( ) d df w x w x w x b= + + + +x   （5.1） 
其中， 1 2, , , dw w w ，b 为线性函数参数。通过选择不同函数参数，可以实现不同函数关系

的映射。式（5.1）可以简化为如下的向量形式。 
 T( )f b= +x w x   （5.2） 

其中， T
1 2[ , , , ]dw w w=w 。 

线性模型形式简单、易于建模，却蕴含着数据挖掘中一些重要的基本思想，许多功能

更为强大的非线性模型可以在线性模型的基础上，通过引入层级结构或高维映射而得到。

此外，由于参数 w 直观地表达了各属性在预测中的重要性，因此线性模型具有良好的可解

释性，便于理解和分析数据挖掘过程中各特征对结果的影响。例如，分别以身高 hx 、体重

wx 、肤色 cx 三种属性预测某人的颜值，线性函数 ( ) 0.4 0.3 0.3 1h w cf x x x= + + +x 表示身高属

性对颜值的影响最大，身高越高，颜值越高。 
线性函数模型简单，相对而言，其函数表达能力也会受到一定限制。如图 5.1 所示，

散点所示的函数关系，无法通过线性模型进行拟合。为了提高模型的表示能力，通常的做

法是将线性模型输出经过一个非线性映射，具体如式（5.3）所示，以此提高模型的非线性

表示能力，如图 5.2 所示。 
 T( ) ( )f g b= +x w x   （5.3） 
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数形式后，下

函数参数应使
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图 5.
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5.2  

函数的表达形

数据挖掘中所需

1,2, , }N= ，

述当前数据的

示形式为 

一步任务是需

使学习得到的函

当前位置的真实

性，均方误差最

用的形式有 Si

.1  数据的线性

 数据的非线性

线 性 回

形式，确定函数

需解决的核心问

线性回归任务

的输入输出关系

( )f x wx b= +

需要根据当前数

函数尽可能地符

实值 iy 尽可能

最小时对应的参

 

igmoid 函数 g

表示 

化表示 

回 归 

数的形式后，

问题。假设给

务就是寻找如

系。 

 
数据确定函数参

符合已知数据

能相等。因此，

参数为最优函数

第 5

1( )
1 e xg x −=
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如何根据已知

给定一组如图 5
图中所示红色

参数 w、b 的值

的映射关系，

可采用均方误

数参数。 
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、tanh 函数

知数据的特性

5.3 所示的蓝

色直线，使得

（5.4） 
值。 
也就是说，

误差衡量预测
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均方误差

w、b 的最优

 

 

联合方程

 

 

其中，
1x
N

=

上述线性

如，图像的描

线性回归，可

 
采用矩阵

 

其中， [=w

上述模型
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E

差 E 是关于参

优值为 0E
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∂
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性函数的输入
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： 
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描述一个模式

更一般的线性

,  1,2, ,iy i =
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2  

处具有全局最小

通常需要较高

回归模型，也

N

]1 2, , , Ny y y ∈

（5.5） 

小值。因此，

（5.6） 

（5.7） 

（5.8） 

（5.9） 

高的维度，例

也被称为多元

（5.10） 

（5.11） 

NR 。 



 

上述均方

 

当 TXX
 

其中， T(XX

学习得到

 
其中， [=x x

多元线性
 

【例 5.1】
其中，第一个

温度。 
【解析】

（1）根据

（2）构造

（3）计算

[=w

（4）输入

方误差 E 同样

为满秩矩阵或

T 1)− 为逆矩阵。

到上述参数向

;1]x 。 

性回归算法总

输入：原

算法流程

1．构造输

2. 构造输

3. 计算线

4. 给定输

5. 利用回

】 气温预测任

个值表示第几

 首先，通过

据线性回归算

造输出向量。

算线性回归参

T T[ , ] (w b = XX

入第 6 天，将

1 (E
N

=

样是关于参数w

或正定矩阵，可

w

。 

量w 后，线性

( )f =x

结如图 5.4 所

原始数据{( , ),i iyx

程： 

输入增广矩阵：

输出向量： [ y=y

线性回归参数： w

输入 x，调整为增

回归模型预测输出

图 5.4

任务：已知过往

几天，第二个值

过线性模型表示

= +y wx
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1
1
⎡

= ⎢
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参数。 
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T T( )(−w X y w X

w 的二次函数

T T=XX w Xy
可得： 
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所示 
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1 2

1 1
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x x
X
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出： T( )f =x w x

4  多元回归算法

往 5 天的气温数

值表示当天温

示气温与天数的

[ ][, ;1+ =b bw x
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∈
⎦

 

5R  

[3 4 5
1 2

1 1 1
⎤
⎥
⎦

第 5

可得： 
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性回归模型预测
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（5）利用

线性回归

于分类问题。

最大对应的事

二分类的输出

问题。为了使

 

其中，z 为线

别；z 为 0 时

阶跃函数

下所示的 Sig

 

其函数形状如
 

Sigmoid
线性模型经过

 

由于为二

与应用（Python

用线性模型预

归模型解决了

。分类问题的

事件。具体以

出为离散值，

使线性模型适

线性模型的输出

时，可判定为任

数在 0 值附近

gmoid 函数代替

如图 5.5 所示。

d 函数的输出范

过 Sigmoid 函数

二分类问题，

n 实现）（第 2 版

预测输出。 
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。 

图
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所以样本被判

版） 
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0
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函数 
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线性回归模型
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方式求解。因
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( 0 | ) 1P y = = −x
0。 
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对具有 N 个
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示为 
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（5.19） 
( 1 | )P y− = x ，

参数的学习，

样本的集合

述可知，单一

（5.20） 

（5.21） 

（5.22） 

对最小值求解，

函数均值，可

（5.23） 

下降法对模型

（5.24） 

（5.25） 

（5.26） 

N 为实际输出
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通过上述

则为最优网络

 
当 ( |P y

利用 Sig
y<0.5 时，样

线性分类
 

输入

算法

=y

【例 5.2】
的类别。 

【解析】

一个坐标， x

为 1/(1iy = +

练流程如下。

（1）构造

（2）随机

（3）根据

P

（4）通过

与应用（Python

述梯度下降方

络参数。给定

*) 0.5>x 时，

gmoid 函数输

样本被判定为负

类算法总结如

入：原始数据{(x

法流程： 

（1）构造增广输

[ 1 2y y y=

（2）随机初始化

（3）计算线性分

（4）通过梯度下

（5）重复（3）
（6）通过 ( |P y

】 二分类任务

 构建线性分

2ix 表示点的第

Texp( ))i−w x ，

。 

造输入增广矩
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[0.7311,0.7
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=

P x

过梯度下降优

n 实现）（第 2 版

方法，不断迭代

某一未知样本

(P y
则样本为 1 类

出作为类别判

负类；当 y=0.5
图 5.6 所示。

, ), 1,2, ,i iy i N=x

输入矩阵
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⎡
= ⎢
⎣
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]Ny 。 

化线性分类模型

分类模型预测输

下降法优化线性

（4）步，直至代
T*) ( *)g=x w x 预

图 5.6

务：已知（0, 0

分类模型 1/iy =

第二个坐标，w

其中， [=w

矩阵

0 1
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1 1
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优化模型参数，
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直至代价函数

本 *x ，其类别
T| *) (y g=x w x
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1 1 1
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型参数 1R d +∈w 。

输出向量 [ (P y=P

性分类模型参数 w

代价函数收敛。

预测样本 *x 的类

6  线性分类算法

0）点为 0 类，

1/(1 exp( (w x+ −

w1、w2、b 为模

[ ]T1 2w w b ，

⎤

⎦

以及真实输出

[0.1 0.1 0.1

输出概率。

0 1))),1/(1× + +

已知学习率η

数收敛，则停止

别可通过如下方

*)x
类。 

当输出 y>0.5 时

类别可以任意

{0,1}∈   

( 1)+ ×⎤
∈
⎦

d NR 以及真

 

1 1 2 2| ), ( | ),y P yx x

( )Jη ∂
= −

∂
ww w

w

类别。 

法流程 

（1, 1）点为

1 2 2 ))i ix w x b+ +

模型待学习参

， [ 11i x x=x

出 [ ]0 1=y 。

]T1 。 

exp( (0.1 1+ − ×

0.001η = 。 

止迭代，停止时

方式预测。 

时，样本被判定

意判定。 

真实输出向量 

], , ( | )N NP y x 。

。 

1 类，试预测

)) ，其中， 1ix
参数。用向量形

]T12 1x 。线性

 

]0.1 1 1)))+ × +

时网络参数w

（5.27） 

定为正类；当

。 

测（0.1, 0）点

1 表示点的第

形式简化模型

性分类模型训

 



（5） 重复

（6）通过

( | *P y x

所以点

数据挖掘

N 个类别 1C
“一对一”（O

1.“一对

给定数据

类别两两配对

例如，
2

2 1 2{( ,D C= x
定一个未知样

的结果，被预
 

一对一分

【例 5.3】
试预测（0.1

【解析】

[0.1 0.

[0.1001

Jη ∂
= −

=

=

w w

复步骤（3）和（

过 ( | *)P y g=x
T*) ( *)g= =w x

（0.1, 0）为第

掘中最常见的

1 2, , , NC C 分

One vs. One，
对一”拆分策略

据集 1{( ,D = x

对，用对应类

用 C1 类别
2

2 2 2) ( , ), ,C，x
样本 x，其预

预测次数最多

分类策略总结

】 三分类任务

, 0）点的类别

 三分类问题

]T

( ) 1

1.1 0.1 0
2

0.1001 0.0

J
N
η= +

∂

+

w w
w

4）直至代价函
T( *)g w x 预测样

1/(1 exp( [1= + −

第 0 类。 

5.4 

任务是多分类

分类任务可以拆

OvO）和“一

略 
1 2 2) ( , ),y y，x

类别的数据训练

的数据 1D =
2

2( , )}m Cx 训练

预测类别可以通

的类别就是最

图 5.

如图 5.8 所示

务：已知（0, 0
别。 
题根据一对一拆

[

T

T

( )

0 1
.001 0 1 ( 0

1 1

998]

η −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

X y P

函数收敛，此处

样本 *x 的类别

1.2723 1.2723

 多分类策

类问题，而线性

拆分为若干个

一对其余”（On

,( , )},m m iy y ∈x

练二分类模型。
1 1
1 1 2{( , ) ( ,C C，x x

练分类器 f12。N

通过将该样本输

最终的分类结果

.7 一对一拆分

示。 
0）点为 0 类，

拆分策略可以分

 

] [1 0.7311−

处收敛后 [1=w
别。 
3 0.8045][0−

策略 

性分类模型可以

个二分类任务。

ne vs. Rest，O

1 2{ , , , NC C C∈

 
1

1 1), , ( , )mC Cx

N 类样本共形成

输入所有二分

果，具体如图

策略 

（1, 1）点为

分为 0/1 二分类

第 5

] T0.7685 )

 

1.2723 1.2723

T.1 0 1] )) =

以轻松推广至多

。最经典的拆

OvR）。 

}N ，一对一策

)} 以及 C2 类

成 N(N−1)/2 个

类器中，统计

5.7 所示。 

1 类，（0, 1）

类、0/2 二分类

章  线性模型 

T3 0.8045]− 。

0.3369  

多分类场景。

拆分策略包括 

策略是将 N 个

类别的数据

个分类器。给

计所有分类器

点为 2 类。

类以及 1/2 二 

129
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输入：

算法流

（

与 jD

（

作为正

（

（

别确定

分类。 
（1）将分

与（0, 1）的

（2）将

将（0, 0

将（1, 1

（3）将

所以被当前分

将（0.1,

被当前分类器

将（0.1

以被当前分类

在所有类

最终类别为

2.“一对

给定数据

个类的样本作

较 N 组分类器
 

与应用（Python

原始数据 D =

流程： 
（1）从所有类别

1 2{( , ) ( ,j j
jC C= x x，

（2）根据线性分

正类 1，将 jC 作

（3）重复步骤（

（4）给定未知样本

定为预测结果。

分类任务分为

的二分类。 
（0, 0）作为 0

01( if x
0）作为 0 类，

02 ( if x
1）作为 0 类，

12 ( )if x
（0.1, 0）输入

分类器分为 0
, 0）输入 02 (f x

器分为 0 类。

, 0）输入 12 (f

类器分为 2 类

类别中，0 类被

0 类。 
对其余”拆分策

据集 1{( ,D = x

作为正例，所

器正例的置信

n 实现）（第 2 版

1 1 2 2{( , ) ( , )y y= x x，

中选择两组不同

), ,( , )}j
j m jC Cx

类模型原理训练

作为负类 0。 

1）（2），直至所

本 x*，输入 N(N
 

图 5.8 

：（0, 0）与（

0 类，（0, 1）作

) 1/(1 exp(= + −

（0, 1）作为

) 1/(1 exp(= + −

（0, 1）作为

) 1/(1 exp(= + −

入 01( ) 1/(1if =x

类。 
) 1/(1 expi = +x

 
( ) 1/(1 expi = +x

类。 
被分为 2 次，2

策略 
1 2 2) ( , ),y yx,

所有其他类的样

信度值，最大值

图 5.9

版） 

), ,( , )},m m iy yx

同的类别的训练数

。 

练分类器 ( )ijf x ，

所有类别组合遍历

N−1)/2 组二分类器

 一对一分类算

1, 1）的二分类

作为 1 类，训

1(1.2723 1ix− +

1 类，训练线

1(0.1000 1ix− +

1 类，训练线

1( 1.7214 0ix− − +
1 exp( (1.272+ −

p( (0.1000 0.− ×

p( ( 1.7214− − ×

2 类被分为 1

,( , )},m m iy y ∈x

样本作为反例，

值对应的类别为

9  一对其余拆分

1 2{ , , , }NC C C∈

数据 1{( ,i
i iD C= x

具体原理见线性

历完毕，得到 N(

器预测其类别，

法流程 

类，（0, 0）与

练线性分类模

2.2723 0.80ix −

线性分类模型 f

2.6958 0.54ix −

线性分类模型 f

20.3481 0.3ix +
23 0.1 1.272× +

1 1.6958 0+ × −

0.1 0.3481+ ×

次，1 类被分为

1 2{ , , ,C C C∈

一共训练 N
为预测类别，

分策略 

}  

2) ( , ), ,(i i
i i mCx x，

性分类器一节，

(N−1)/2 组二分类

被预测次数最多

（0, 1）的二分

模型 01f ，训练

045)))  

02f 。训练结果

454)))  

12f 。训练结果

3481)))  

23 0 0.8045)× −

0.5454))) 0− =

0 0.3481)))+ =

为 0 次，所以

}NC ，一对其余

个分类器。在

具体如图 5.9

, )}m iC

将 Ci

类器。 

多的类

分类，（1, 1）

练结果为 

果为 

为 

))) 0.3369= ，

.3693，所以

0.5439= ，所

以（0.1, 0）的

余策略是将一

在测试时，比

所示。 



一对其余
 

输入：

算法流

（1

j iD ≠ =

（2
为正类

（3

（4
应类别

【例 5.4
类。试预测

【解析】

2/01 二分类。

（1）将分

类，（0, 1）与

（2）将

将（1, 1

将（0, 1

（3）  将

所以为 0 类的

将（0.1

为 1 类的置信

将（0.1

以为 2 类的置

在所有类

所以（0.1, 0

1. 实验

掌握线性

余分类策略总

原始数据 D =

流程： 
1）依次选第 i 类

1 2{( , ) ( ,j j
j jC Cx x,

2）根据线性分类

类 1，将其余 jC ≠

3）重复步骤（1

4）给定未知样本

别确定为预测结果

4】 三分类任

（0.1, 0）点的

】 三分类问题

。 
分类任务分为

与{(0, 0), (1, 1
（0, 0）作为 1

0 ( )if x

1）作为 1 类，

1( )if x

1）作为 1 类，

2 ( )if x
（0.1, 0）输入 f

的置信度值为

, 0）输入 1(f x

信度值为 0.15
, 0）输入 2 (f

置信度值为 0.
类别中，0类置

）的最终类别

目的 
性分类原理，

结如图 5.10 所

1 1 2 2{( , ) ( , )y yx x,

类作为正例样本 D

), ,( , )},j
j m jC jx

类模型原理训练

i 作为负类 0。 

1）（2），直至所

本 x*，输入 N 组

果。 

图 5.10  

任务：已知（0,
的类别。 
题根据一对其余

：（0, 0）与{(
)}的二分类。

1 类，{(1, 1), 
1/(1 exp(= + −

{(0, 0), (0, 1)
) 1/(1 exp(= + −

{(1, 1), (0, 1)
1/(1 exp(= + −

0 ( ) 1/(1if = +x

0.7152。 
) 1/(1 exp(i = +x

59。 
) 1/(1 expi = +x

4241。 
置信度值为0.7
别为 0 类。 

理解线性分类

所示。 

, ,( , )},m m iy y ∈x

1 2{( , ) (i i
i iD C= x x,

1,2, ,j N= 。

分类器 ( )if x ，具

有类别组合遍历

组二分类器预测

一对其余分类算

, 0）点为 0 类

余拆分策略可

1, 1), (0, 1)}的
 
(0, 1)}作为 0 类

1( 1.0956 3ix− −

)}作为 0 类，训

1(3.1377 0.ix− +

)}作为 0 类，训

1( 1.8785 0ix− −
exp( ( 1.0956− −

( (3.1377 0.1− ×

p( ( 1.8785− − ×

152，1类置信度

实  验

类模型学习方法

 

1 2{ , , , }NC C C∈

2 , ), ,( , )i i
i m iC Cx

具体原理见线性

历完毕，得到 N 组

测其类别，所有正

算法流程 

类，（1, 1）点为

可以分为 0/12 二

的二分类，（1, 1

类，训练线性

23.0247 1.0ix +

训练线性分类

23768 2.00ix −

训练线性分类

20.1182 0.1ix −
6 0.1 3.0247× −

1 0.3768 0+ × −

0.1 0.1182− ×

度值为0.1559

 

法。 

第 5

 

}，其余作为负例

性分类器一节，将

组二分类器。 

正例置信度值最大

为 1 类，（0, 

二分类、1/02

1）与{(0, 0), (

性分类模型 f0，

301)))  

类模型 f1，训练

032)))  

类模型 f2，训练

182)))  

7 0 1.0301))× +

2.0032))) 0− =

0 0.1182)))− =

，2类置信度值

章  线性模型 

例样本 

将 Ci作

大的对

1）点为第 2

二分类以及

(0, 1)}的二分

训练结果为 

练结果为 

练结果为 

)) 0.7152= ，

.1559，所以

0.4241= ，所

值为0.4241，
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