


75   

  第2章介绍了连续时间信号与系统的时域分析,以时间为自变量,讨论了线性时不

变系统数学模型的建立、系统时域特性分析以及零输入响应和零状态响应的求解方法。
信号和系统的分析都是在时间域完成的,这种方法物理概念清晰,直观明了,是信号与系

统分析的基础。
时域分析中以单位冲激信号为基本单元,将任意信号分解为不同时刻、不同强度的

冲激信号的组合,这种分解方式为系统零状态响应的卷积分析法奠定了基础。实际上信

号存在多种分解方式,如果以正余弦信号和复指数信号作为基本单元,则可以从频率组

成角度来分析信号,从而奠定频域分析的基础。
本章从信号的正交分解入手,介绍周期信号傅里叶级数展开的两种形式,并引入信

号频谱图的描述方法。对于非周期信号,通过傅里叶变换揭示信号时间特性和频率特性

之间的内在联系。利用频域分析方法讨论了系统特性和响应求解,从而建立信号通过线

性系统的一些重要概念,包括无失真传输、理想低通滤波器和时域采样等。最后介绍了

频域分析在实际通信系统中的相关应用。

3.1 信号的正交分解

3.1.1 正交函数集

  信号的正交分解是指将信号分解成一组相互正交的信号分量之和。所谓信号正交

是指信号的内积为零,即如果信号f1(t)和f2(t)在区间(t1,t2)正交,则有

∫
t2

t1
f1(t)·f

*
2 (t)dt=0 (3.1-1)

式中,f*
2 (t)是信号f2(t)的共轭。

如果n 个互不相同的函数f1(t),f2(t),…,fn(t)构成一个函数集,当这些函数在

区间(t1,t2)内满足

∫
t2

t1
fi(t)·f

*
j (t)dt=

0, i≠j
 
Ki ≠0, i=j (3.1-2)

则称此函数集为区间(t1,t2)上的正交函数集,函数fi(t)称为基函数。式(3.1-2)中,Ki

为非零常数。如果在正交函数集{f1(t),f2(t),…,fn(t)}之外,不存在任何能量有限信

号与各fi(t)正交,则称此函数集为区间(t1,t2)上的完备正交函数集。完备正交函数集

有很多种,本章用到的三角函数集 1,sinω0t,cosω0t,…,sinnω0t,cosnω0t,…  和复指数

函数集{1,ej
ω0t,e

-jω0t,…,ej
nω0t,e

-jnω0t,…}都是区间(t0,t0+T) T=2πω0,表示函数的周

期 上的完备正交函数集。

3.1.2 正交分解

设有n 个函数的函数集{f1(t),f2(t),…,fn(t)}是区间(t1,t2)上的完备正交函数
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集,则任意函数g(t)可以用这n 个函数的线性组合来近似,即

g(t)≈C1f1(t)+C2f2(t)+…+Cnfn(t)=∑
n

j=1
Cjfj(t) (3.1-3)

其中近似表示引起的误差为

e(t)=g(t)-∑
n

j=1
Cjfj(t) (3.1-4)

  要使得近似表示与原函数的误差最小,就必须合理选择系数Cj,通常采用最小均方

误差准则。均方误差定义为

ε2(t)=
1

t1-t2∫
t2

t1
g(t)-∑

n

j=1
Cjfj(t)

2
dt (3.1-5)

  为使均方误差最小,需要式(3.1-5)对系数Cj 的导数为零,计算可得

Cj =
∫

t2

t1
g(t)f*

j (t)dt

∫
t2

t1
fj(t)f

*
j (t)dt

=
1
Kj∫

t2

t1
g(t)fj(t)dt, j=1,2,…,n (3.1-6)

此时最小均方误差为

ε2(t)=
1

t1-t2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

t2

t1
|g(t)|2dt-∑

n

j=1∫
t2

t1
|Cjfj(t)|

2dt
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ≥0 (3.1-7)

  当近似表示所取的函数项数n越大,均方误差越小。当n→∞时,均方误差为零,此时有

∫
t2

t1
|g(t)|2dt=∑

n

j=1∫
t2

t1
|Cjfj(t)|

2dt (3.1-8)

式(3.1-8)称为帕塞瓦尔方程。其含义为,在区间(t1,t2)上,信号g(t)的能量恒等于在

完备正交函数集分解的各正交分量能量之和,也就是说正交分解满足能量守恒。
根据上述分析可知,正交分解中由于基函数之间无重叠信息,避免了重复表示。同

时基函数的系数Cj 相互独立,可以通过内积计算得到,在一定程度上可以避免求解耦合

方程,计算复杂度低。
采用正交函数集对信号进行分解的方法多种多样。三角函数集是工程中常用的正

交函数集。三角函数集 1,sinω0t,cosω0t,…,sinnω0t,cosnω0t,…  中各函数间具有以

下关系:
 

∫
t0+T

t0
sin2nω0tdt=∫

t0+T

t0
cos2nω0tdt=

T
2

∫
t0+T

t0
sinmω0t·sinnω0tdt=∫

t0+T

t0
cosmω0t·cosnω0tdt=0, m ≠n

∫
t0+T

t0
sinmω0t·cosnω0tdt=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.1-9)

式中,T 为三角函数的周期;
 

m 和n 为任意正整数。从式(3.1-9)可以看出,在区间(t0,
t0+T)内,各正弦函数和余弦函数互相正交,也就是说sinnω0t和cosnω0t合起来形成了

正交函数集,其中n 为0,1,2,…整数。当所取函数为无穷多个时,三角函数集为完备正

交函数集。



77   

复指数函数集 1,ej
ω0t,e

-jω0t,…,ej
nω0t,e

-jnω0t,…  中各函数也满足下列关系:

∫
t0+T

t0
ej

nω0t·(ej
nω0t)*dt=T

∫
t0+T

t0
ej

mω0t·(ej
nω0t)*dt=0, m ≠n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.1-10)

式中,T 为指数函数的周期;
 

m、n 为整数。式(3.1-10)说明复指数函数集在区间(t0,
t0+T)上也满足正交函数集的条件。当n 取-∞~+∞的所有整数时,复指数函数集是

完备正交函数集。
由于三角函数集和复指数函数集中各项都是以T 为周期进行重复的函数,即

sinnω0t=sinnω0(t+kT)

cosnω0t=cosnω0(t+kT)

ej
nω0t=e

jnω0(t+kT)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, k为任意整数 (3.1-11)

因此用这两个函数集表示的函数在区间(t0,t0+T)以外都是该区间的重复,是一个周期

性函数。也就是说,可以利用三角函数和复指数函数的线性组合来分析周期信号。

思考题
 

1.
 

完备正交函数集有什么特点?

2.
 

对信号进行正交完备集分解有什么优点?
 

3.2 周期信号的傅里叶级数
 

基于正交分解理论,可知三角函数集和复指数函数集都是完备正交函数集,因此可

以基于这两个函数集对信号进行分解。本节利用三角函数集和复指数函数集对周期信

号进行正交分解,也就是三角形式傅里叶级数展开和复指数形式傅里叶级数展开。

3.2.1 周期信号三角形式的傅里叶级数展开

由3.1节分析可知,周期信号f(t)可以用完备正交的三角函数集{1,sinω0t,

cosω0t,…,sinnω0t,cosnω0t,…}来表示,即

f(t)=a0+a1cosω0t+b1sinω0t+a2cos2ω0t+

b2sin2ω0t+…+ancosnω0t+bnsinnω0t+… (3.2-1)

  式(3.2-1)说明周期信号可以由不同频率的正弦信号线性组合而成,因此可以从频率

构成角度来分析信号。这一思想由法国物理学家傅里叶在1807年提出,后人将这一结

论命名为傅里叶级数理论。式(3.2-1)可以整理为

f(t)=a0+∑
+∞

n=1
(ancosnω0t+bnsinnω0t) (3.2-2)

 视频 
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  式(3.2-2)称为周期信号三角形式的傅里叶级数展开式。其中,n 为正整数;
 

a0 为常

数,也称为直流分量;
 

an 为余弦分量的振幅;
 

bn 为正弦分量的振幅;
 

若周期信号的周期为

T1,则角频率ω0=
2π
T1
。下面通过波形变换来展示由三角函数叠加得到周期信号的过程。

设正弦信号f1(t)的角频率为1rad/s,振幅为4
π
,相位为0,则其波形如图3-1(a)所

示,数学表达式为

f1(t)=
4
πsint

  若给信号f1(t)再叠加两个正弦分量4
3πsin3t

和4
5πsin5t

,可得到信号f2(t),其波形

如图3-1(b)所示,数学表达式为

f2(t)=
4
πsint+

4
3πsin3t+

4
5πsin5t

可以看出f2(t)仍然是周期信号,其周期与f1(t)相同。若按照此规律将100个正弦信

号叠加,则可得到波形如图3-1(c)所示的信号f3(t),其表达式为

f3(t)=∑
99

n=0

4
(2n+1)π

sin[(2n+1)t]

图3-1 正弦信号合成周期矩形信号示意图

  可以看出,信号f3(t)的波形形状与周期矩形信号非常相似。实际上,当n 取到无穷

大时,合成的波形即为周期矩形信号。不仅周期矩形信号可以由不同频率的正弦信号组

合而成,其他的周期信号也具有类似的特点。例如,图3-2(a)为正弦信号f1(t)=
4
πsint

的波形,图3-2(b)为f2(t)=
4
πsint-

4
2πsin2t+

4
3πsin3t

的波形,图3-2(c)为f3(t)=

∑
100

n=1
(-1)n+1 4

nπsin
(nt)的波形。 可以看出,随着正弦分量的增加,信号波形越来越接近

周期锯齿波信号。当n 取到无穷大时,合成的波形即为周期锯齿波信号。

1829年,科学家狄里赫利提出,周期信号f(t)可用式(3.2-2)展开为傅里叶级数需

要满足以下三个条件:
 

(1)
 

在一个周期内,信号连续或者第一类间断点的个数有限;
 

(2)
 

在一个周期内,信号的极大值和极小值的个数有限;
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图3-2 正弦信号合成周期锯齿波信号示意图

(3)
 

在一个周期内,信号绝对可积,即∫
t0+T1

t0
f(t)dt< ∞。

通常将上述条件称为狄里赫利条件。工程中常用的实周期信号均满足狄里赫利条

件,因此一般不再特殊考虑。
从式(3.2-2)中可以看出,周期信号可以展开为直流和无穷多个不同频率的正弦分量

和余弦分量的叠加,各分量的频率均为ω0 的整数倍。a0、an 和bn 称为傅里叶系数,根
据式(3.1-6)计算系数的方法,可知

a0=
1
T1∫

t0+T1

t0
f(t)dt (3.2-3)

 

an =
∫

t0+T1

t0
f(t)cosnω0tdt

∫
t0+T1

t0
cos2nω0tdt

=
2
T1∫

t0+T1

t0
f(t)cosnω0tdt (3.2-4)

bn =
∫

t0+T1

t0
f(t)sinnω0tdt

∫
t0+T1

t0
sin2nω0tdt

=
2
T1∫

t0+T1

t0
f(t)sinnω0tdt (3.2-5)

  通常为了计算方便,积分区间取0~T1 或-
T1
2 ~

T1
2
。根据数学运算规则可知,an

是关于nω0 的偶函数,bn 是关于nω0 的奇函数。若周期信号f1(t)和f2(t)的周期均为

T1,则它们的角频率ω0 相同,它们包含的频率分量均为ω0 的整数倍,但由于傅里叶系

数an 和bn 的不同,使得各频率分量的振幅不同,所以叠加后得到两个不同的周期信号。
图3-1和图3-2就说明了这一点。

例3-1 已知周期矩形脉冲信号的时域波形如图3-3所示,计算其三角形式的傅里叶

级数展开式。

图3-3 例3-1周期矩形脉冲信号的时域波形
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解:
 

从图3-3可以看出,周期信号f(t)是关于t的奇函数,故可得

a0=
1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)dt=0

an =
2
T∫

T
2

-
T
2
f(t)cosnω0tdt=0

bn =
2
T∫

T
2

-
T
2
f(t)sinnω0tdt=

4
T∫

T
2

0
Asinnω0tdt

 =
4A
T

1
nω0

(-cosnω0t)
T
2

0
=
4A

nω0T
1-cosnω0

T
2  

 =
2A
nπ
(1-cosnπ)

  将系数代入式(3.2-2)中,可得该周期矩形脉冲信号的三角形傅里叶级数展开式为

f(t)=∑
+∞

n=1

2A
nπ
(1-cosnπ)sin(nω0t)

=∑
∞

n=1

4A
nπsinnω0t

=
4A
πsinω0t+

4A
3πsin3ω0t+

4A
5πsin5ω0t+…

, n=1,3,5,…

  由展开式可以看出,由于a0=0,an=0,故图3-3所示的周期矩形脉冲信号中仅包含

了奇次频率的正弦分量,无直流和余弦分量,其中各正弦分量的振幅随着频率的增加而

减小。
式(3.2-2)中,ancosnω0t和bnsinnω0t都是角频率为nω0 的三角分量,可以利用三角

函数的计算公式,将同频率的正弦分量和余弦分量进行合并,得到

f(t)=a0+∑
+∞

n=1
(ancosnω0t+bnsinnω0t)

=a0+∑
+∞

n=1
a2n +b2n

an

a2n +b2n
cosnω0t-

-bn

a2n +b2n
sinnω0t  

令cn= a2n+b
2
n,θn=arctan

-bn

an
,可得

f(t)=a0+∑
+∞

n=1
cn(cosθncosnω0t-sinθnsinnω0t)

=c0cosθ0+∑
+∞

n=1
cncos(nω0t+θn) (3.2-6)

  式(3.2-6)称为标准三角形式的傅里叶级数展开式。其中,c0=|a0|是直流分量的振

幅;
 

θ0 是直流分量的相位。当a0≥0时,θ0 取值为0;
 

当a0<0时,θ0 取值为π或-π。

cn 为nω0频率分量的振幅,θn 为nω0频率分量的相位。
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  标准三角形式的傅里叶级数展开式中各正弦分量的频率为nω0,是角频率ω0 的整

数倍。通常把n=1时的正弦分量c1cos(ω0t+θ1)称为基波,ω0 为基波频率,c1 为基波

振幅,θ1 为基波相位;
 

n>1以后的正弦分量称为谐波,如c2cos(2ω0t+θ2)称为二次谐

波,2ω0 为 二 次 谐 波 频 率,c2 为 二 次 谐 波 振 幅,θ2 为 二 次 谐 波 相 位。以 此 类 推,

cncos(nω0t+θn)就是n 次谐波,nω0 是n 次谐波频率,cn 是n 次谐波振幅,θn 是n 次谐

波相位。由于cn 表示振幅,根据计算公式可知cn≥0,同时为了保证相位的唯一性,通常

规定-π≤θn≤π。
由式(3.2-6)可以看出,周期信号由直流、基波和各次谐波线性组合而成。其中每个

正弦分量均由其频率nω0、振幅cn 和相位θn 三个要素决定。根据此式,可以清楚地了解

该周期信号中含有哪些频率分量,各频率分量的振幅和相位分别是多少。也就是说,通
过三角形式的傅里叶级数展开式,可以将周期信号的特性分析转换为其包含的各频率分

量的振幅、相位的计算。
例3-2 已知周期信号f(t)如下,写出其标准三角形式的傅里叶级数展开式。

f(t)=1+ 2cosω0t-cos2ω0t+
5π
4  + 2sinω0t+0.5sin3ω0t

  解:
 

由三角函数的运算,可将表达式改写为

f(t)=1+(2cosω0t+ 2sinω0t)+cos2ω0t+
5π
4-π  +0.5cos3ω0t-

π
2  

=1+2cosω0t-
π
4  +cos2ω0t+

π
4  +0.5cos3ω0t-

π
2  

  从结果中可以看出,相较于一般三角形式的傅里叶级数展开式,标准三角形式的傅

里叶级数展开式能更直观地看出信号包含的频率信息。本例中周期信号f(t)含有0、

ω0、2ω0 和3ω0 四个频率的正弦分量。其中,频率为0的正弦分量,振幅为1,相位为0;
 

频率为ω0 的正弦分量,振幅为2,相位为-
π
4
;

 

频率为2ω0 的正弦分量,振幅为1,相位为

π
4
;

 

频率为3ω0 的正弦分量,振幅为0.5,相位为-
π
2
。

 

3.2.2 周期信号三角形式的频谱

在分析信号的时域特性时,通常采用表达式和波形图来描述信号,其中波形图可以

直观地呈现信号随时间的变化情况。3.2.1节中将周期信号展开为傅里叶级数后,每个

正弦分量都可以用振幅、频率和相位三个要素来确定。为了更加直观、清楚地表示信号

中所包含的频率分量,以及各频率分量的振幅和相位信息,可以借助频谱图来描述信号

的频率特性。
一般来说,周期信号的频谱图包含振幅谱图和相位谱图两部分。
(1)

 

振幅谱图:
 

以频率为横轴,振幅为纵轴,用长短不同的谱线来表示信号所包含的

各正弦分量的振幅大小。

 视频 
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(2)
 

相位谱图:
 

以频率为横轴,相位为纵轴,用长短不同的谱线来表示信号各频率分

量的相位。
由式(3.2-6)可知,周期信号可展开为标准三角形式的傅里叶级数,即

f(t)=c0cosθ0+∑
+∞

n=1
cncos(nω0t+θn)

式中,cn 为不同频率正弦信号的振幅;
 

θn 为不同频率正弦信号的相位。因此cn 随ω 的

变化谱线称为周期信号三角形式的振幅谱图,θn 随ω 的变化谱线称为周期信号三角形式

的相位谱图。由于在三角形式的傅里叶级数展开式中,n 的取值为1~∞,即信号所包含

的频率ω≥0,故振幅谱线和相位谱线只会出现在纵轴和它右边,且呈现离散的线状图,因
此三角形式的频谱图也称为单边谱。

例3-3 请画出例3-2所示周期信号f(t)的振幅谱图和相位谱图。

f(t)=1+ 2cosω0t-cos2ω0t+
5π
4  + 2sinω0t+0.5sin3ω0t

  解:
 

为了获得信号f(t)所包含的频率分量及各频率分量的振幅和相位信息,需要先

得到该周期信号标准三角形式的傅里叶级数展开式。
由例3-2的结论可知

f(t)=1+2cosω0t-
π
4  +cos2ω0t+

π
4  +0.5cos3ω0t-

π
2  

  故f(t)的振幅谱图和相位谱图如图3-4所示。

图3-4 信号频谱图

例3-4 已知某周期信号的频谱图如图3-5所示,请写出该周期信号的表达式。

图3-5 例3-4信号的频谱图

解:
 

由图中可以看出,信号包含了0、1、3、4四个频率,每个频率对应的振幅和相位如下:
 

信号包含的频率为

ω=0, ω=1, ω=3, ω=4
  对应振幅为
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c0=1.5, c1=1, c3=0.5, c4=2
  对应相位为

θ0=0, θ1=
π
4
, θ3=

π
3
, θ4=-

π
2

  因此该信号的表达式为

f(t)=1.5+cost+
π
4  +0.5cos3t+

π
3  +2cos4t-

π
2  

  从上述例题中可以看出,根据周期信号傅里叶级数展开式能够确定信号中包含的频

域信息,可利用频谱图来描述信号中包含的频率、振幅和相位信息。反之,根据频谱图也

可以确定周期信号的时域表达式。即周期信号的时域与频域间存在一一对应的关系。

3.2.3 周期信号复指数形式的傅里叶级数展开

3.2.1节中以正弦信号为基本单元介绍了周期信号三角形式的傅里叶级数,实际中

与正弦信号具有类似特性的基本单元还有复指数信号ejωt,这两种信号都具有正交性、微
积分不变性,并且同时具有时间和频率的含义。

根据3.1节分析可知,复指数函数集 1,ej
ω0t,e

-jω0t,…,ej
nω0t,e

-jnω0t,…  在区间

(t0,t0+T)上也是完备正交函数集,所以周期为T 的周期信号f(t)可以用复指数信号

表示为

f(t)=F0+F1e
jω0t+F2e

j2ω0t+…+Fne
jnω0t+…+

 F-1e
-jω0t+F-2e

-j2ω0t+…+F-ne
-jnω0t+…

= ∑
+∞

n= -∞
F(nω0)e

jnω0t (3.2-7)

  式(3.2-7)称为周期信号复指数形式的傅里叶级数展开式,其中ω0=
2π
T

是周期信号

的基波频率,n 为-∞~+∞的整数。该式表明,周期信号可以展开为无穷多个频率为

nω0 的复指数信号ej
nω0t 的线性组合,各项系数为F(nω0)。F(nω0)称为复指数形式的

谱系数,有时也简写为Fn,具体计算式如下:
 

Fn =F(nω0)=
∫

t0+T

t0
f(t)e

-jnω0tdt

∫
t0+T

t0
ej

nω0t·e-j
nω0tdt

=
1
T∫

t0+T

t0
f(t)e

-jnω0tdt (3.2-8)

  故式(3.2-7)也可简写为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω0t (3.2-9)

  例3-5 求图3-6所示周期矩形脉冲的复指数形式的傅里叶级数展开式。
解:

 

根据式(3.2-8)计算复指数形式的谱系数为

 视频 
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图3-6 例3-5用图

Fn =
1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)e

-jnω0tdt=
1
T∫

0

-
T
2

(-A)e-jnω0tdt+
1
T∫

T
2

0
Ae-jnω0tdt

=-
A
T
· 1
-jnω0

e-j
nω0t 0

-
T
2
+

A
T
· 1
-jnω0

e-j
nω0t

T
2
0

=-
2A
T
· 1
-jnω0

e-j
nω0t 0

-
T
2
+
2A
T
· 1
-jnω0

e-j
nω0t

T
2
0

=
A

jnω0T
(2-e

jnω0
T
2 -e

-jnω0
T
2)=

A
jnπ
(1-cosnπ)

=
2A
jnπ
, n=±1,±3,±5,…

0, n=0,±2,±4,±6,…

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  将谱系数Fn 代入式(3.2-9)中,可得复指数形式的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞

2A
jnπ
ej

nω0t, n=±1,±3,±5,…

  比较例3-1和例3-5,可以看出同一个周期信号既可以展开为三角形式的傅里叶级

数,也可以展开为复指数形式的傅里叶级数。式(3.2-10)所示的欧拉公式给出了正弦信

号和复指数信号之间的关系,所以这两种形式的傅里叶级数可以相互转换。

ejωt=cosωt+jsinωt
 
e-jωt=cosωt-jsinωt  或  

cosωt=
1
2
(ejωt+e-jωt)

sinωt=
1
2j
(ejωt-e-jωt)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3.2-10)

  利用欧拉公式可将式(3.2-9)展开为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω0t=F0+∑
+∞

n=1
(Fne

jnω0t+F-ne
-jnω0t)

=F0+∑
+∞

n=1
[Fn(cosnω0t+jsinnω0t)+F-n(cosnω0t-jsinnω0t)]

=F0+∑
+∞

n=1
[(Fn +F-n)cosnω0t+j(Fn -F-n)sinnω0t] (3.2-11)

  根据式(3.2-8)可知

F0=
1
T∫

t0+T

t0
f(t)dt=a0 (3.2-12)
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Fn +F-n =
1
T∫

t0+T

t0
f(t)e

-jnω0tdt+
1
T∫

t0+T

t0
f(t)e

jnω0tdt

    =
1
T∫

t0+T

t0
f(t)(e

jnω0t+e
-jnω0t)dt=

2
T∫

t0+T

t0
f(t)cosnω0tdt

    =an (3.2-13)

Fn -F-n =
1
T∫

t0+T

t0
f(t)e

-jnω0tdt-
1
T∫

t0+T

t0
f(t)e

jnω0tdt

    =
1
T∫

t0+T

t0
f(t)(e

-jnω0t-e
jnω0t)dt=-

2j
T∫

t0+T

t0
f(t)sinnω0tdt

    =-jbn (3.2-14)

  故有

f(t)=a0+∑
+∞

n=1
(ancosnω0t+bnsinnω0t)

  由此可以看出三角形式的傅里叶级数和复指数形式的傅里叶级数是周期信号的两

种不同展开方式,其本质是一样的。两种形式的傅里叶级数展开式的系数关系为

F0=a0, Fn =
1
2
(an -jbn), F-n =

1
2
(an +jbn) (3.2-15)

3.2.4 周期信号复指数形式的频谱

由于周期信号既可以展开为三角形式的傅里叶级数,也可以展开为复指数形式的傅

里叶级数,所以周期信号的频谱图也存在两种形式,即三角形式的频谱图和复指数形式

的频谱图。

在周期信号复指数形式的傅里叶级数展开式中,Fn 是ej
nω0t 分量的系数,一般是复

数,可以将其表示为

Fn = Fn e
jφn (3.2-16)

式中,Fn 为nω0 频率分量的振幅信息;
 

φn 为nω0 频率分量的相位信息。故通常将振

幅 Fn 随频率ω 变化的图形描述称为振幅谱图;
 

相位φn 随频率ω 变化的图形描述称

为相位谱图。
由于三角形式的傅里叶系数与复指数形式的傅里叶系数之间存在一定的对应关系,

故可以通过三角形式的傅里叶系数计算复指数形式的振幅 Fn 和相位φn。由式(3.2-15)
可知:

 

(1)
 

当n=0时,振幅|F0|=|a0|=c0,φ0=θ0。即频率为0时,三角形式频谱和复

指数形式频谱的振幅和相位相同。
(2)

 

当n≠0时,有

|Fn|=
1
2 a2n +b2n =

1
2cn, φn =arctan

-bn

an
=θn (3.2-17)

 视频 
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|F-n|=
1
2 a2n +b2n =

1
2cn,φ-n =arctan

bn

an
=-θn (3.2-18)

  例3-6 写出例3-4所示信号的复指数形式的傅里叶级数展开式,并画出频谱图。
解:

 

例3-4中根据频谱图得到信号表达式为

f(t)=1.5+cost+
π
4  +0.5cos3t+

π
3  +2cos4t-

π
2  

  根据式(3.2-17)和式(3.2-18)可得

|F0|=1.5, |F1|=
1
2
, |F-1|=

1
2
, |F3|=

1
4
, |F-3|=

1
4
,

|F4|=1, |F-4|=1

φ0=0, φ1=
π
4
, φ-1=-

π
4
, φ3=

π
3
, φ-3=-

π
3
, φ4=-

π
2
, φ-4=

π
2

即

F0=1.5,F1=
1
2e

j
π
4,F-1=

1
2e

-j
π
4,F3=

1
4e

j
π
3,F-3=

1
4e

-j
π
3,F4=e-j

π
2,F-4=ej

π
2

  复指数形式的傅里叶级数展开式为

f(t)=1.5+
1
2e

j
π
4·ejt+

1
2e

-j
π
4·e-jt+

1
4e

j
π
3·ej3t+

1
4e

-j
π
3·

e-j3t+e-j
π
2·ej4t+ej

π
2·e-j4t

  所以复指数形式的频谱图如图3-7所示。

图3-7 例3-6信号复指数形式的频谱图

从图3-7中可以看出,由于复指数形式的傅里叶级数展开式中,n的取值为-∞~+∞,
因此复指数形式的频谱图是双边谱。

比较例3-4和例3-6的频谱图,结合之前的分析可建立复指数形式频谱图与三角形

式频谱图的关系,即
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(1)
 

振幅谱图:
 

当n=0时,|F0|=c0,两者振幅相等;
 

当n≠0时,|Fn|=|F-n|=
1
2cn,

复指数形式振幅是三角形式振幅的一半,是关于ω的偶函数,振幅谱图关于纵轴对称。
(2)

 

相位谱图:
 

当n≥0时,φn=θn,两者相位相同;
 

当n<0时,φn=-φ-n,Fn 的

相位是关于ω 的奇函数,相位谱图关于原点对称。
傅里叶级数以其独特的魅力,成为连接数学与现实世界的桥梁,将对信号的研究从时

域引入到频域,从而带来一种全新的视角。可以说,它是信号处理学科重要的理论基石。

3.2.5 常用周期信号的频谱分析

通过常用周期信号的频谱分析,可以了解周期信号频谱的一般规律和特点。

1.
 

周期矩形脉冲信号

周期矩形脉冲信号是一种常用的周期信号,设其脉宽为τ,脉冲高度为E,周期为

T1,且τ<
T1
2
,则信号波形如图3-8所示。

图3-8 周期矩形脉冲信号的时域波形

f(t)在一个周期内 -
T1
2≤t≤

T1
2  的表达式为

f(t)=
E, -

τ
2 ≤t≤

τ
2

0, 其他

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  利用式(3.2-8)可得其复指数形式的谱系数为

Fn =
1
T1∫

T1
2

-
T1
2

f(t)e
-jnω0tdt=

1
T1∫

τ
2

-
τ
2
Ee-jnω0tdt

=
1
T1
· E
-jnω0

e-j
nω0t

τ
2

-
τ
2
=

E
jnω0T1

(ej
nω0

τ
2 -e

-jnω0
τ
2)=

2jEsinnω0
τ
2  

jnω0T1

=
Eτ
T1
Sanω0

τ
2  (3.2-19)

 

  所以周期矩形脉冲信号复指数形式的傅里叶级数展开式为

f(t)=
Eτ
T1 ∑

+∞

n= -∞
Sa

nω0τ
2  ejnω0t

 视频 
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  根据式(3.2-19)可知Fn 为实数,故

|Fn|=
Eτ
T1
Sanω0

τ
2  =

Eτ
T1

Sanω0
τ
2  

φn =
0, Fn ≥0
 

±π, Fn <0 
  图3-9(a)和(b)分别为T=5τ时,周期矩形脉冲信号的振幅谱和相位谱图。

图3-9 周期矩形脉冲信号的频谱图

由于周期矩形脉冲信号的谱系数Fn 是实数,所以振幅谱和相位谱可以合并为一个

图,如图3-10所示,其中相位可通过振幅的正、负来体现。

图3-10 振幅谱和相位谱合并后的频谱图

从图3-10中可以看出,周期矩形脉冲信号的频谱是间隔为ω0 的离散谱线,振幅包络

线形状为抽样函数,最大值在n=0处,振幅为Eτ
T1
。当ω=

2nπ
τ
(n=±1,±2,…)时,Fn=

0,其中第一个零点坐标为5ω0=5×
2π
T=

2π
τ
。

周期矩形脉冲信号的脉宽τ和周期T1 与其频谱分布有着密切关系。
(1)

 

脉宽τ不变,周期T1 改变。
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当脉宽τ不变,周期T1 增加时,信号谱线间隔ω0=
2π
T1

相应减小,谱线变得密集,同

时各频率的振幅整体变小,如图3-11所示。当T1→∞时,谱线无限密集,谱线间隔ω0→
0,离散谱将变为连续谱。

图3-11 τ不变、T1 增大时信号频谱变化示意图

(2)
 

周期T1 不变,脉宽τ改变。
当周期T1 不变时,谱线间隔ω0 保持不变。若脉宽τ减小,则第一个过零点的频率

变大,在0~2π/τ的频率范围内,包含的信号谱线数量增加,信号频谱幅度整体减小,如
图3-12所示。

图3-12 T1 不变、τ减小时信号频谱变化示意图

2.
 

周期三角脉冲信号

如图3-13所示的周期三角脉冲信号,其周期为T1。

周期三角脉冲信号在一个周期内的函数表达式为

f1(t)=-
2E
T1

|t|+E, -
T1
2 <t<

T1
2

  从图3-13中可以看出,周期三角脉冲信号为偶函数,因此其三角形式的傅里叶级数

展开式中余弦分量的系数bn=0。根据式(3.2-4)和式(3.2-5)可得
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图3-13 周期三角脉冲信号的时域波形

a0=
1
T1∫

T1
2

-
T1
2

f(t)dt=
E
2

an =
2
T1∫

T1
2

-
T1
2

f(t)cosnω0tdt=
4
T1∫

T1
2

0
-
2E
T1

t+E  cosnω0tdt
 =

2E
n2π2

(1-cosnπ)

  则周期三角脉冲信号的傅里叶级数展开式为

f(t)=
E
2+∑

+∞

n=1

2E
n2π2

(1-cosnπ)cosnω0t

=
E
2+

4E
π2
cosω0t+

1
32
cos3ω0t+

1
52
cos5ω0t+…  (3.2-20)

其中,ω0=
2π
T1
。从式(3.2-20)中可以看出,周期三角脉冲信号的频谱中只包含有直流和

奇次谐波分量,且各频率的相位均为0。该信号三角形式的振幅谱图和复指数形式的振

幅谱图分别如图3-14和图3-15所示。

图3-14 三角形式的振幅谱图
 

图3-15 复指数形式的振幅谱图

3.
 

周期锯齿波信号

周期锯齿波信号也是常见的周期信号,在显像器件的光栅扫描中起到很关键的作

用。周期为T1 的锯齿波信号的时域波形如图3-16所示。
周期锯齿波信号在一个周期内的表达式为

f(t)=
A
T1

t, -
T1
2 <t<

T1
2

  从图3-16可以看出,周期锯齿波信号为奇函数,因此其三角形式的傅里叶级数展开
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图3-16 周期锯齿波信号的时域波形

式中系数a0 和an 均为零。由傅里叶级数系数公式可得

bn =
2
T1∫

T1
2

-
T1
2

A
T1

tsinnω0tdt=
A
nπ
(-1)n+1, n=1,2,3,…

  则周期锯齿波信号三角形式的傅里叶级数展开式为

f(t)=
A
πsinω0t-

A
2πsin2ω0t+

A
3πsin3ω0t-

A
4πsin4ω0t

…

=
A
πcosω0t-

π
2  +A

2πcos2ω0t+
π
2  +A

3πcos3ω0t-
π
2  +…

  其振幅谱和相位谱图如图3-17所示。

图3-17 周期锯齿波信号的频谱图

根据三角形式的频谱图和复指数形式的频谱图的关系,可得周期锯齿波信号的双边

谱如图3-18所示。

图3-18 周期锯齿波信号的双边频谱图
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通过上述信号分析可知,周期信号的频谱具有下列一般性特点。
(1)

 

离散性:
 

周期信号的频谱由间隔为ω0 的不连续谱线组成,每条谱线代表一个正

弦分量。振幅谱线的长度代表该正弦分量的振幅,相位谱线的长度代表该正弦分量的

相位。
(2)

 

谐波性:
 

谱线只出现在基频ω0 的整数倍上,不包含有非基频整数倍的频率

分量。
(3)

 

收敛性:
 

各次谐波的振幅总趋势是随着谐波频率nω0 的增加而减小,并最终趋

于零。需要注意的是,周期冲激信号的谱系数不满足收敛性,3.5节会对周期冲激信号的

谱系数做详细说明。
例3-7 图3-19所示的周期矩形脉冲信号,其幅度E=5V,周期T1=50μs,脉冲宽

度τ=20μs,判断该信号中是否包含有20kHz、60kHz、90kHz和100kHz的频率分量。

图3-19 例3-7用图

解:
 

根据信号周期T1,可计算得到该周期信号的基波频率f0=
1
T1
=20kHz。根据

周期信号频谱的谐波性,信号中只包含f0 整数倍的频率,则可判断f(t)中不包含

90kHz的频率分量。
 

根据式(3.2-19)可知,周期矩形脉冲信号的谱系数Fn=
Eτ
T1
Sa

nω0τ
2  ,当nω0τ

2 =kπ,

即ω=nω0=
2kπ
τ =

2kπ
20×10-6

=105kπrad/s时,Fn=0,故信号f(t)不包含频率为50kHz

的整数倍频率分量。
结合上述分析可知,该信号中包含了20kHz和60kHz的频率分量,不含有90kHz和

100kHz的频率分量。
 

思考题

1.
 

为什么要引入信号的频域分析?

2.
 

周期信号傅里叶级数展开的物理意义是什么?

3.
 

周期信号傅里叶级数展开的系数如何求解?

4.
 

周期信号三角形式和复指数形式的傅里叶级数展开系数之间有什么关系?

5.
 

周期信号的频谱有什么意义? 绘制周期信号的频谱关键要获得哪些信息?
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3.3 傅里叶变换

3.2节讨论了周期信号的傅里叶级数展开,从展开式中可知周期信号的频率分布情

况。实际工程中除了周期信号外,还存在大量的非周期信号,如语音、图像等。本节沿用

信号分解的思想来分析非周期信号的频域表示。

3.3.1 定义

当周期信号的周期T 趋于无穷大时,在可观测范围内,只存在一个周期的波形,此时

可以将周期信号看作非周期信号。根据3.2节对周期矩形脉冲的频谱分析可知,当T→
∞时,信号的频谱间隔ω0→0,谱线无限密集,离散谱将变为连续谱,同时谱线的振幅

|F(nω0)|→0,即信号所包含的各分量振幅均趋于0,因此对非周期信号不适合使用傅里

叶级数来表示。但应注意,虽然各频谱系数幅度无限小,但相对大小仍存在。
周期信号复指数形式的谱系数计算公式为

F(nω0)=
1
T1∫

T1
2

-
T1
2

f(t)e
-jnω0tdt (3.3-1)

  对式(3.3-1)两边同乘以T1,有

T1F(nω0)=
2πF(nω0)

ω0
=∫

T1
2

-
T1
2

f(t)e
-jnω0t (3.3-2)

式中,当T1→∞时,频率f1=
1
T1

趋于零,F(nω0)也趋于零,若
F(nω0)

ω0
的极限存在,记为

F(ω),有时也写成F(jω),即

F(ω)=lim
T1→∞

T1F(nω0)=lim
T1→∞∫

T1
2

-
T1
2

f(t)e
-jnω0tdt (3.3-3)

  当T1→∞时,离散谱将变为连续谱,nω0→ω,故式(3.3-3)可以改写为

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt (3.3-4)

  由于
F(nω0)

ω0
表示信号单位频带的频谱值,因此F(ω)称为信号f(t)的频谱密度函

数,简称为频谱函数。
根据傅里叶级数的复指数形式

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
F(nω0)e

jnω0t= ∑
+∞

n= -∞

F(nω0)
ω0

ej
nω0t·ω0=

1
2π∑

+∞

n= -∞

2πF(nω0)
ω0

ej
nω0t·ω0

  当T1→∞时,
2πF(nω0)

ω0
→F(ω),nω0→ω,ω0→dω,求和变为求积分,故可得

f(t)=lim
T1→∞
∑
+∞

n= -∞
F(nω0)e

jnω0t=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω (3.3-5)

 视频 
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  时域信号f(t)和频谱函数F(ω)之间的变换关系也可以表示为f(t)↔F(ω),两者

称为一组傅里叶变换对。习惯上采用如下方法表示:
 

傅里叶正变换

F(ω)= [f(t)]=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt (3.3-6)

  傅里叶反变换

f(t)= -1[F(ω)]=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω (3.3-7)

  从这一对变换公式可以看出,f(t)和F(ω)是一一对应的,即已知信号f(t)可唯一

地确定其频谱函数F(ω),反之根据F(ω)也可唯一地确定f(t)。注意,f(t)和F(ω)是
同一个信号的两种描述方法,f(t)是从时域角度描述信号,F(ω)是从频域角度描述

信号。
频谱函数F(ω)一般为复数,可以表示为

F(ω)= F(ω)ejφ(ω)=R(ω)+jX(ω) (3.3-8)
式中,F(ω)称为振幅谱函数,F(ω)随频率ω 的变化关系曲线称为振幅谱;

 

φ(ω)称
为相位谱函数,φ(ω)随频率ω 的变化关系曲线称为相位谱。

若f(t)为实函数,利用傅里叶正变换式(3.3-6),可得

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=∫

+∞

-∞
f(t)(cosωt-jsinωt)dt

=∫
+∞

-∞
f(t)cosωtdt-j∫

+∞

-∞
f(t)sinωtdt

则

R(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)cosωtdt (3.3-9)

X(ω)=-∫
+∞

-∞
f(t)sinωtdt (3.3-10)

可以看出,R(ω)是ω 的偶函数,X(ω)是ω 的奇函数,即

R(ω)=R(-ω), X(ω)=-X(-ω)
又因为

F(ω)= R2(ω)+X2(ω)

φ(ω)=arctan
X(ω)
R(ω)

所以 F(ω)是ω 的偶函数,振幅谱偶对称;
 

φ(ω)是ω 的奇函数,相位谱奇对称。
将F(ω)= F(ω)ejφ(ω)代入傅里叶反变换式(3.3-7),可得

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω=

1
2π∫

+∞

-∞
|F(ω)|ejφ(ω)ejωtdω

=
1
2π∫

+∞

-∞
|F(ω)|ej[φ(ω)+ωt]dω
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=
1
2π∫

+∞

-∞
|F(ω)|cos[φ(ω)+ωt]dω+j2π∫

+∞

-∞
|F(ω)|sin[φ(ω)+ωt]dω

=
1
π∫

+∞

0
|F(ω)|cos[φ(ω)+ωt]dω (3.3-11)

  式(3.3-11)说明,与周期信号类似,非周期信号也可以分解为无穷多个不同频率的正

弦信号的线性叠加,不同之处在于,非周期信号包含的是连续频率分量。
前面讲到,周期信号展开为傅里叶级数需满足狄里赫利条件,同样傅里叶变换也需

要满足一定的条件才存在,不同之处在于时间范围由一个周期变为了无限的区间。信号

f(t)傅里叶变换存在的充分条件是无限区间内信号绝对可积,即

∫
+∞

-∞
f(t)dt< ∞ (3.3-12)

  所有能量信号均满足此条件,即存在傅里叶变换。

图3-20 例3-8信号波形

例3-8 已知信号f(t)波形如图3-20所示,其频谱函数

为F(ω),试计算下列数值:
 

(1)
 

F(0);
 

(2)
 

∫
+∞

-∞
F(ω)dω。

解:
 

可以根据傅里叶变换的定义式求解。

(1)
 

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt

 

F(0)=F(ω)|ω=0=∫
+∞

-∞
f(t)dt

由于∫
+∞

-∞
f(t)dt为信号f(t)的面积,故F(0)=1。

(2)
  

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

 

f(0)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)dω

∫
+∞

-∞
F(ω)dω=2πf(0)=2π

3.3.2 常用信号的傅里叶变换

1.
 

指数信号

  1)
 

因果指数衰减信号

因果指数衰减信号是系统分析中的常用信号,时域表达式为
 

f(t)=Ee-atu(t), a 为正实数 (3.3-13)
其时域波形如图3-21所示。

 

该信号满足绝对可积条件,可以利用式(3.3-6)进行傅里叶变换,即

 视频 
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图3-21 因果指数衰减信号 
的时域波形

F(ω)= f(t)  =∫
+∞

-∞
Ee-atu(t)e-jωtdt=∫

+∞

0
Ee-(a+jω)tdt

=-
E

a+jω
e-(a+jω)t +∞

0 =
E

a+jω
即

Ee-atu(t)↔ E
a+jω

(3.3-14)

因果指数衰减信号的振幅谱函数为 F(ω)=
E

a2+ω2
,当ω=0时,F(ω)取得最

大值E
a
;

 

当ω→±∞时,F(ω)=0,故其振幅谱曲线如图3-22(a)所示。相位谱函数为

φ(ω)=-arctan
ω
a
,当ω→-∞时,φ(ω)=

π
2
;

 

当ω=0时,φ(ω)=0;
 

当ω→+∞时,

φ(ω)=-
π
2
,故相位谱曲线如图3-22(b)所示。

图3-22 因果指数衰减信号的频谱图

图3-23 单边非因果指数衰减

信号的时域波形

2)
 

单边非因果指数衰减信号

单边非因果指数衰减信号的时域表达式为

f(t)=eatu(-t), a 为正实数 (3.3-15)
其时域波形如图3-23所示。

 

该信号满足绝对可积条件,故其傅里叶变换为

F(ω)=∫
+∞

-∞
Eeatu(-t)e-jωtdt=E∫

0

-∞
e(a-jω)tdt=

E
a-jω

即

Eeatu(-t)↔ E
a-jω

(3.3-16)

  单边非因果指数衰减信号的振幅谱函数为 F(ω)=
E

a2+ω2
,相位谱函数为

φ(ω)=arctan
ω
a
,故其振幅谱与相位谱图如图3-24所示。
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图3-24 单边非因果指数衰减信号的频谱图

  3)
 

双边指数信号

双边指数信号的时域表达式为

f(t)=Ee-a|t|, a 为正实数 (3.3-17)
其时域波形如图3-25所示。

其傅里叶变换为

F(ω)= f(t)  =∫
+∞

-∞
Ee-a|t|e-jωtdt=∫

+∞

-∞
E[e-atu(t)+eatu(-t)]e-jωtdt

=E∫
+∞

-∞
e-atu(t)e-jωtdt+∫

+∞

-∞
eatu(-t)e-jωtdt

=
E

a+jω+
E

a-jω=
2Ea

a2+ω2
(3.3-18)

 

  可以看出,双边指数信号的频谱函数为正实数,故|F(ω)|=F(ω),φ(ω)=0。双边

指数信号的频谱图如图3-26所示。

图3-25 双边指数信号的时域波形 图3-26 双边指数信号的频谱图

2.
 

门函数

关于纵轴对称的矩形脉冲信号又称为门函数,由于其波形简单,实现容易,常常作为

 图3-27 门函数的时域波形

通信中的基带信号。振幅为E、宽度为τ的门函数的时

域表达式为

f(t)=EGτ(t)=E ut-
τ
2  -ut+

τ
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(3.3-19)
其时域波形如图3-27所示。

 

从图中可以看出,门函数满足绝对可积条件,其傅里叶变换为

F(ω)=∫
+∞

-∞
E ut+

τ
2  -ut-

τ
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 e-jωtdt=∫
τ
2

-
τ
2
Ee-jωtdt

 视频 
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=-
E
jω
e-jωt

τ
2

-
τ
2
=-

E
jω
(e-jω

τ
2 -ej

ω
τ
2)=

E
jω
·2jsinω

τ
2

=Eτ·sinωτ
/2

ωτ/2 =EτSaωτ
2  

即

EGτ(t)↔EτSa
ωτ
2  (3.3-20)

由式(3.3-20)可得到门函数振幅谱函数和相位谱函数分别为

F(ω)=Eτ Saωτ
2  

φ(ω)=
0, 4nπ

τ < ω <
2(2n+1)π

τ

±π,
2(2n+1)π

τ < ω <
2(2n+2)π

τ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 n=0,1,2,…

门函数的振幅谱和相位谱图如图3-28所示。

图3-28 门函数的振幅谱和相位谱图

由于频谱函数F(ω)=EτSaωτ
2  是实函数,可将振幅谱和相位谱合成一幅图,如

图3-29所示。

图3-29 门函数的频谱图
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通常将信号所包含的频率范围称为信号的频带宽度。从图3-29中可以看出,门函数

包含了0到无穷大的频率分量。由于实际系统能够传输处理的信号频率范围是有限的,
在误差允许的范围内,需要用一定频率范围内的分量来代表原信号。同时,绝大多数实

用信号的主要能量(或功率)都集中在一段频率范围内,故在工程应用中,通常根据信号

频谱的分布情况确定信号的带宽。这里给出两种常用的信号带宽定义。
1)

 

第一零点带宽

从门函数的频谱图中可以看出,其频谱的主要能量集中在第一个过零点2π
τ

范围内,

频谱具有明显的主瓣,该范围包含了信号90%以上的能量。因此,对于具有这类频谱特

点的信号,通常定义信号频谱第一个过零点的频率作为信号的频带宽度,称为第一零点

带宽。所以,门函数的频带宽度或带宽定义为

Bω =
2π
τrad

/s 或  Bf =
1
τHz

(3.3-21)

  从式(3.3-21)也可以看出,门函数的时域脉宽与带宽成反比。信号脉冲持续时间越

长,其带宽越窄;
 

信号脉冲持续时间越短,其带宽越宽。
2)

 

-3dB带宽

若信号频谱中无明显的主瓣,如图3-30所示,通常可定义信号频域幅值下降为最大

值的 2
2

时对应的频率为信号的带宽,即

|F(ω0)|=
2
2|F(ω)|max (3.3-22)

  由于该频率点的功率为功率最大值的1
2
,用对数表示即为下降了3dB,因此这种方式

定义的带宽称为-3dB带宽。-3dB带宽点也称为半功率点,表示在该带宽内集中了一

半的功率。

3.
 

三角脉冲信号

三角脉冲信号也是实际通信中常用的一种信号,时域表达式为

f(t)=
E 1-

t
τ  , |t|≤τ

0, |t|>τ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.3-23)

其时域波形如图3-31所示。

图3-30 3dB带宽示意图 图3-31 三角脉冲信号的时域波形
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三角脉冲信号的傅里叶变换为

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=∫

τ

-τ
E 1-

t
τ  e-jωtdt

=E∫
0

-τ
1+

t
τ  e-jωtdt+E∫

τ

0
1-

t
τ  e-jωtdt

=E∫
0

-τ
e-jωtdt+

E
τ∫

0

-τ
te-jωtdt+E∫

τ

0
e-jωtdt-

E
τ∫

τ

0
te-jωtdt

  利用分部积分对上式进行化简,得到

F(ω)=
E
(jω)2τ

(ejωτ +e-jωτ)-
2E
(jω)2τ

=
2E
ω2τ

(1-cosωτ)=
4E
ω2τ
sin2 ωτ

2  =EτSa2 ωτ
2  (3.3-24)

  三角脉冲信号的频谱图如图3-32所示。
从图3-32中可以看出,三角脉冲信号的频率分量在频率2π/τ后衰减很快,其主瓣更

突出。这是因为三角脉冲信号频谱为抽样信号的平方,其收敛速度快于抽样信号本身。
在实际通信系统中,常常会用频谱收敛较快的三角脉冲信号作为基带信号。

另一个在通信中常用的基带信号是升余弦信号,其时域波形如图3-33所示。该信号

时域“尾端”衰减较快,能够降低信号传输中可能存在的码间串扰。

图3-32 三角脉冲信号的频谱图 图3-33 升余弦信号的时域波形

升余弦信号的时域表达式为

f(t)=
A
2 1+cos

2π
τt  , |t|≤

τ
2

0, 其他

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.3-25)

图3-34 升余弦信号的频谱图

其傅里叶变换为

F(ω)=
Aτ
2

Saωτ
2  

1-
ωτ
2π  2

(3.3-26)

升余弦信号的频谱图如图3-34所示。
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4.
 

单位冲激信号

单位冲激信号的定义为
 

∫
+∞

-∞
δ(t)dt=1

δ(t)=0,t≠0 (3.3-27)

  根据傅里叶变换的公式,可得其傅里叶变换为

F(ω)=∫
+∞

-∞
δ(t)e-jωtdt=1

即

δ(t)↔1 (3.3-28)

  单位冲激信号的时域波形和频谱图分别如图3-35和图3-36所示。

图3-35 单位冲激信号的时域波形 图3-36 单位冲激信号的频谱图

5.
 

直流信号

直流信号f(t)=1的时域波形如图3-37所示。由于直流信号不满足绝对可积的条

件,无法通过傅里叶变换的定义式来求其傅里叶变换,这里利用求δ(ω)原函数的方法。

δ(ω)的傅里叶反变换为

 -1 δ(ω)  =
1
2π∫

+∞

-∞
δ(ω)ejωtdω=

1
2π

即  1
2π
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =δ(ω)

故可得

1↔2πδω  (3.3-29)

  直流信号f(t)=1的频谱图如图3-38所示。

图3-37 直流信号的时域波形 图3-38 直流信号的频谱图

从单位冲激信号和直流信号的频谱分析可以看出,时间上无限窄的冲激信号,频谱

是无限宽的,而时域无限宽的直流信号,其频谱是无限窄的冲激函数。
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表3-1整理了以上分析的几组常用信号的傅里叶变换对。

表3-1 常用信号的傅里叶变换对

序号 名称 时域信号f(t) 频谱函数F(ω)

1 因果指数衰减信号 Ee-atu(t),a为正实数
E

a+jω

2
单边非因果指数衰

减信号 f(t)=eatu(-t),a为正实数
E

a-jω

3 双边指数信号 Ee-a|t|,a为正实数
2Ea

a2+ω2

4 门函数 EGτ(t) EτSaωτ
2  

5 三角脉冲信号 f(t)=
E 1-

t
τ  , |t|≤τ

0, |t|>τ EτSa2 ωτ
2  

6 升余弦信号 f(t)=
A
2 1+cos

2π
τt  , |t|≤τ

2
0, 其他 Aτ

2

Saωτ
2  

1- ωτ
2π  2

7 单位冲激信号 δ(t) 1
8 直流信号 1 2πδ(ω)

频谱分析通过数学变换将信号从时域转换到频域,以此可以观察信号中各个频率成

分的强度,从而能够识别信号的频率特性,确定信号带宽,检测信号失真,以及发现潜在

的干扰源。因此非周期信号的频谱分析在实际工程中有着广泛应用。

3.3.3 傅里叶谱系数Fn 与频谱函数F(ω)的关系

周期信号傅里叶级数的谱系数Fn 与非周期信号的频谱函数F(ω)之间存在一定的

对应关系。

从周期矩形脉冲信号fT(t)(图3-39(a))中截取 -
T
2
,T
2  范围内的波形,得到信号

f(t),如图3-39(b)所示。

图3-39 从周期矩形脉冲信号中截取一个周期

f(t)的傅里叶变换为

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=∫

T/2

-T/2
fT(t)e-j

ωtdt
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  周期信号fT(t)的傅里叶谱系数为

Fn =
1
T∫

T/2

-T/2
fT(t)e

-jnω0tdt, ω0=
2π
T

  可以看出,非周期信号的频谱函数F(ω)与周期信号的傅里叶谱系数Fn 之间存在如

下关系:
 

Fn =
F(ω)
T ω=nω0

=
F(nω0)

T
(3.3-30)

  图3-39(b)中非周期信号f(t)为门函数,易知

F(ω)= [f(t)]=EτSaωτ
2  

故图3-39(a)中周期矩形脉冲信号的傅里叶谱系数为

Fn =
Eτ
TSa

ωτ
2  ω=nω0

=
Eτ
TSa

nω0τ
2  

  例3-9 计算图3-40所示周期三角脉冲信号的复指数形式傅里叶级数展开式。
解:

 

从f(t)中提取一个周期(-2~2)的波形,可得到如图3-41所示的三角脉冲信号

f1(t)。由常用信号的傅里叶变换可知,f1(t)的频谱函数为

F1(ω)=4Sa
2(ω)

 

 
图3-40 周期三角脉冲信号 图3-41 三角脉冲信号

根据式(3.3-30)可得

Fn =
F1(ω)

T ω=nω0
=Sa2(nω0)

  该周期三角脉冲信号的周期为4,其频率ω0=
2π
T=

π
2
,则

Fn =Sa2
nπ
2  

故复指数形式的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω0t= ∑
+∞

n= -∞
Sa2nπ

2  ej
nπ
2t

思考题

1.
 

如何计算非周期信号的傅里叶变换? 其物理意义是什么?



104  

2.
 

是不是任意信号都能进行傅里叶变换?

3.
 

如何绘制非周期信号的频谱图?

4.
 

周期信号傅里叶级数的谱系数与其对应的非周期信号的频谱函数之间有什么区

别和联系?

3.4 傅里叶变换的性质和定理

通过3.3节分析可知,信号可以用时间函数f(t)来描述,也可以用频谱函数F(ω)来
描述,两者从不同的角度反映了信号的特性。本节通过讨论傅里叶变换的性质和定理,
分析信号在时域进行某种运算,其频谱函数的变化情况,理解信号的时间特性与频率特

性之间的联系。

3.4.1 傅里叶变换的性质

1.
 

线性特性

  若f1(t)↔F1(ω),f2(t)↔F2(ω),则有

k1f1(t)+k2f2(t)↔k1F1(ω)+k2F2(ω) (3.4-1)
其中,k1、k2 为任意常数。

证明:
 

 [k1f1(t)+k2f2(t)]=∫
+∞

-∞
[k1f1(t)+k2f2(t)]e-j

ωtdt

=∫
+∞

-∞
k1f1(t)e-j

ωtdt+∫
+∞

-∞
k2f2(t)e-j

ωtdt

=k1F1(ω)+k2F2(ω)
一般地,式(3.4-1)可以推广为

∑
+∞

i=1
kifi(t)↔∑

+∞

i=1
kiFi(ω) (3.4-2)

  结合傅里叶变换的线性特性,若复杂信号可以分解为简单信号的线性运算,则信号

的频谱函数也可由简单信号频谱函数的线性运算得到。

图3-42 例3-10中信号

f(t)的波形

例3-10 信号f(t)波形如图3-42所示,计算f(t)
的频谱函数F(ω)。

解:
 

f(t)可以看成两个脉宽分别为8和4的门函数

相减的结果,即

f(t)=2[G8(t)-G4(t)]

  由常用信号的傅里叶变换对可知

EGτ(t)↔EτSa
ωτ
2  

  根据线性特性,可得

视频
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F(ω)=16Sa(4ω)-8Sa(2ω)

2.
 

尺度变换特性

若f(t)↔F(ω),则

f(at)↔
1
a F ω

a  (3.4-3)

其中,a 为非零实常数。

证明:
 

 [f(at)]=∫
+∞

-∞
f(at)e-jωtdt =

令λ=at

∫
+∞

-∞
f(λ)e-j

ω
λ
adλ

a
当a>0时,有

 [f(at)]=
1
a∫

+∞

-∞
f(λ)e-j

ω
aλdλ=

1
aF ω

a  
  当a<0时,有

 [f(at)]=
1
a∫

-∞

+∞
f(λ)e-j

ω
aλdλ=-

1
a∫

+∞

-∞
f(λ)e-j

ω
aλdλ=-

1
aF ω

a  
  结合上述两种情况,有f(at)↔

1
a F ω

a  。
尺度变换特性说明,信号在时域波形压缩,其频谱扩展;

 

反之,信号在时域波形扩展,
其频谱压缩。

特别地,当a=-1时,有

f(-t)↔F(-ω) (3.4-4)

  以幅度为E、脉宽为τ的门函数EGτ(t)为例,其时域波形和频谱图分别如图3-43(a)
和图3-43(b)所示。

图3-43 门函数的时域波形和频谱图

当0<a<1时,以a=
1
2

为例,f
t
2  的时域波形如图3-44(a)所示。根据傅里叶变

换的尺度变换特性,可知

f
t
2  ↔2F(2ω)

故其频谱图如图3-44(b)所示。
当a>1时,以a=2为例,f(2t)的时域波形如图3-45(a)所示。根据傅里叶变换的

尺度变换特性,可知其频谱图如图3-45(b)所示。

 视频 
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图3-44 f(t/2)的时域波形和频谱图

图3-45 f(2t)的时域波形和频谱图

从上面的讨论可以看出,信号持续时间与信号占有频带成反比。在实际通信中,有
时为加速信号的传递,要将信号持续时间压缩,使单位时间内传输的信号脉冲数增加,必
然会导致信号所占用的频带展宽。因此,信号的高速传递要依靠信道的宽频带来支撑。

3.
 

时移特性

若f(t)↔F(ω),则

f(t±t0)↔F(ω)e
±jωt0 (3.4-5)

  证明:
 

 [f(t±t0)]=∫
+∞

-∞
f(t±t0)e-j

ωtdt =
令t±t0=λ

∫
+∞

-∞
f(λ)e

-jω(λ∓t0)dλ

=e
±jωt0∫

+∞

-∞
f(λ)e-jωλdλ

=F(ω)e±jωt0

可以看出,信号在时域中沿时间轴右移t0,其频域中频谱乘以因子e
-jωt0;

 

在时域中

沿时间轴左移t0,其频域中频谱乘以因子ej
ωt0。

由于F(ω)= F(ω)ejφ(ω),可得

F(ω)e±jωt0 = F(ω)ejφ(ω)·e±jωt0 = F(ω)ej
[φ(ω)±ωt0] (3.4-6)

  从式(3.4-6)中可以看出,信号发生时移后,其振幅谱函数不变,仅是相位谱函数发生

改变,改变量与信号时移量有关,即信号在时域中的时移与频域中的移相相对应。
由于非周期信号可展开为无穷多个连续频率正弦信号的叠加,在时间轴上移动信

号,就相当于同时移动若干正弦信号。根据sinω(t-t0)=sin(ωt-ωt0)可以看出,正弦

信号移位时其相位发生改变,因此体现在频域就是信号频谱中振幅不变、相位改变。
例3-11 求图3-46所示信号f(t)的频谱函数F(ω)。
解:

 

设信号f0(t)=2G2(t),波形如图3-47所示。

视频
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图3-46 例3-11信号的时域波形 图3-47 信号f0(t)的波形

可以看出,信号f(t)可以看成f0(t)分别向左、向右时移了3个单位后叠加的结果,
即f(t)=f0(t+3)+f0(t-3)。

由门函数的傅里叶变换,可知

F0(ω)= [f0(t)]=4Sa(ω)

  根据时移特性可得

F(ω)=F0(ω)(e
3jω +e-3jω)

=4Sa(ω)×2cos3ω=8Sa(ω)cos3ω
  在例3-10中,利用线性特性求解此信号的频谱函数为F(ω)=16Sa(4ω)-8Sa(2ω)。
虽然利用两种不同性质计算得到的结果形式不同,但是可以互相转换。即

F(ω)=8Sa(ω)cos3ω=8
sinω
ω cos3ω=

4
ω
[sin4ω+sin(-2ω)]

=4× 4sin4ω4ω -2
sin2ω
2ω  =16Sa(4ω)-8Sa(2ω)

4.
 

频移特性

若f(t)↔F(ω),则

f(t)e
±jω0t↔F(ω∓ω0) (3.4-7)

  证明:
 

 [f(t)e
±jω0t]=∫

+∞

-∞
f(t)e

±jω0te-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f(t)e

-j(ω∓ω0)tdt

=F(ω∓ω0)

式(3.4-7)表明,信号在时域中与因子ej
ω0t 相乘,其频谱右移ω0;

 

信号在时域中与因

子e
-jω0t 相乘,其频谱左移ω0。
例3-12 求信号f(t)=cosω0t的频谱函数F(ω)。
解:

 

根据欧拉公式,可知

cosω0t=
1
2
(ej

ω0t+e
-jω0t) (3.4-8)

  直流信号的傅里叶变换对为

1↔2πδ(ω)
 

  利用频移特性可得

 视频 
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 [cosω0t]=
1
2
 [1×e

jω0t]+
1
2
 [1×e

-jω0t]

=
1
2×2πδ(ω-ω0)+

1
2×2πδ(ω+ω0)

=πδ(ω-ω0)+πδ(ω+ω0)

图3-48 cosω0t的频谱图

  cosω0t信号的频谱如图3-48所示。
同理,可以推导得到正弦信号sinω0t的傅里叶变换为

 [sinω0t]=
1
2j

 [ej
ω0t-e

-jω0t]

=jπ[δ(ω+ω0)-δ(ω-ω0)]

  类似地,利用欧拉公式和频移特性,可得

f(t)cosω0t=f(t)·
ej

ω0t+e
-jω0t

2 ↔ 12
[F(ω+ω0)+F(ω-ω0)]

f(t)sinω0t=f(t)·
ej

ω0t-e
-jω0t

2j
↔ j2

[F(ω+ω0)-F(ω-ω0)]

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3.4-9)

  例3-13 求图3-49所示信号f(t)的频谱函数F(ω)。
解:

 

从图3-49可以看出,信号f(t)的时域表达式为

f(t)=cosω0t· ut+
τ
2  -ut-

τ
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=Gτ(t)cosω0t

  因为Gτ(t)↔F1(ω)=τSa
ωτ
2  ,其频谱如图3-50所示。

图3-49 例3-13信号波形 图3-50 门函数频谱图

根据式(3.4-9)可知

f(t)↔F(ω)=
1
2
[F1(ω+ω0)+F1(ω-ω0)]

=
1
2τSa

(ω+ω0)τ
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +τSa

(ω-ω0)τ
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  

  f(t)的频谱如图3-51所示。
从图3-51中可以看出,时域信号f(t)与信号cosω0t相乘,频域上是将f(t)的频谱

分别向左和向右搬移了ω0 个单位,并且振幅降为原来的一半。
在通信中把这种信号频谱的搬移过程称调制。在无线电通信中,为了将信号以电磁
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图3-51 图3-49所示信号的频谱图

波的形式发射出去,必须把低频信号的频谱搬移到较高的发射频率附近,就需要进行调

制。实际做法就是把待传输的信号与cosω0t或sinω0t相乘。在接收端,将信号频谱从

较高频率搬回到低频,恢复为原信号的过程称为解调。调制解调过程如图3-52所示,详
细内容将在3.9节中介绍。

图3-52 调制解调过程示意图

5.
 

对称性

若f(t)↔F(ω),则

F(t)↔2πf(-ω) (3.4-10)

  证明:
 

根据傅里叶反变换的公式

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

可知

f(-t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)e-jωtdω

  将ω 与t的位置互换可得

f(-ω)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(t)e-jωtdt

整理可以得到

F(t)↔2πf(-ω)

  特别地,若f(t)为偶函数,则F(t)↔2πf(ω)。
式(3.4-10)说明,若f(t)的频谱函数为F(ω),则F(t)的频谱函数的形状与f(t)的

形状一样,只是幅度相差2π倍。
例3-14 求直流信号f(t)=1的频谱函数F(ω)。
解:

 

因为直流信号不满足绝对可积的条件,在3.3.2节利用了求δ(ω)原函数的方

法,这里利用对称性来求取。

 视频 
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已知δ(t)↔1,根据对称性可得

1↔F(ω)=2πδ(-ω)=2πδ(ω)

  图3-53给出了单位冲激信号和直流信号的时域波形和频谱图,可以看出这两个信号

的时域和频域波形之间具有对称关系。

图3-53 单位冲激信号和直流信号的时域波形和频谱图

例3-15 求抽样函数Sa(t)=
sint
t

的频谱函数F(ω)。

解:
 

待求信号为时域抽样函数。已知时域的门函数对应的频谱函数为抽样函数,即

EGτ(t)↔EτSa
ωτ
2  

  当τ=2、E=1时,有

G2(t)↔2Sa(ω)

  由对称性可知

2Sa(t)↔F(ω)=2πG2(-ω)=2πG2(ω)
即

Sa(t)↔F(ω)=πG2(ω)

  例3-16 已知信号频谱如图3-54所示,求时域信号f(t)。

图3-54 例3-16用图

解:
 

从图3-54中可以看出,信号频谱函数可以表示为

F(ω)=2G8(ω)

根据EGτ(t)↔EτSa
ωτ
2  ,可知

2G8(t)↔16Sa(4ω)
由对称性可得

Sa(4t)↔ π4G8
(ω)

即

G8(ω)↔
4
πSa

(4t)
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因此F(ω)对应的时域信号为

f(t)=
8
πSa

(4t)

根据例3-15和例3-16,可以得出一个有用的结论,即

Sa(ω0t)→
π
ω0

G2ω0(ω) (3.4-11)

6.
 

时域微分特性

若f(t)↔F(ω),则
d
dtf
(t)↔jωF(ω) (3.4-12)

  证明:
 

对傅里叶反变换公式

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

 

两边同时求导

d
dtf
(t)=

1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)·ddte

jωtdω=
1
2π∫

+∞

-∞
jωF(ω)·ejωtdω

即得

d
dtf
(t)↔jωF(ω)

  式(3.4-12)可推广到高阶导数的傅里叶变换,即
dnf(t)
dtn ↔(jω)nF(ω) (3.4-13)

  时域微分特性表明,在时域中对信号取n 次导数,其频谱函数F(ω)将乘以(jω)n,即
时域中的微分运算对应于频域中的代数运算。信号求导后,时域波形会变得陡峭;

 

而在

频域,由于其频谱函数变为jωF(ω),高频分量会得到增强。

7.
 

频域微分特性

若f(t)↔F(ω),则

-jtf(t)↔
dF(ω)
dω

(3.4-14)

  证明:
 

与时域微分特性类似,对傅里叶正变换公式

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdω

  两边同时求导

d
dωF

(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)·

d
dωe

-jωtdω=∫
+∞

-∞
(-jt)f(t)·e-jωtdω

即得

-jtf(t)↔
dF(ω)
dω

 视频 
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  推广到高阶,有

(-jt)nf(t)↔
dnF(ω)
dωn

  对于频域微分特性,常用形式为

tnf(t)↔jn
dnF(ω)
dωn

(3.4-15)

  例3-17 已知f(t)↔F(ω),求(t-1)f(t-1)的傅里叶变换。
解:

 

设f0(t)=tf(t)。根据频域微分特性,有

 [f0(t)]=j
dF(ω)
d(ω)

由信号的时域运算,可知

(t-1)f(t-1)=f0(t-1)
结合傅里叶变换的时移特性,可得

 [(t-1)f(t-1)]=j
dF(ω)
d(ω)

·e-jω

  例3-18 计算f(t)=te-atu(t)的傅里叶变换。
解:

 

由常用信号的傅里叶变换对,可知

e-atu(t)↔ 1
a+jω

利用频域微分特性,可得

 [te-atu(t)]=j
d
dω

1
a+jω
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
1

(a+jω)2

8.
 

时域积分特性

若f(t)↔F(ω),则

∫
t

-∞
f(τ)dτ↔πF(0)δ(ω)+

F(ω)
jω

(3.4-16)

式中,F(0)=F(ω)ω=0=∫
+∞

-∞
f(t)dt。

时域积分特性的证明可参考例3-23。
特别地,若F(0)=0,则式(3.4-16)可以简写为

∫
t

-∞
f(τ)dτ↔

F(ω)
jω

(3.4-17)

  例3-19 计算单位阶跃信号u(t)的傅里叶变换。
解:

 

阶跃信号不满足绝对可积条件,无法直接利用傅里叶变换定义式计算其傅里叶

变换。由于单位阶跃信号是单位冲激信号的积分,即

u(t)=∫
t

-∞
δ(τ)dτ

  已知 [δ(t)]=1,故由积分性质可得
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 [u(t)]=
1
jω+π×1×δ(ω)=

1
jω+πδ(ω)

即

u(t)↔ 1
jω+πδ(ω) (3.4-18)

单位阶跃信号的时域波形和振幅谱图分别如图3-55和图3-56所示。

图3-55 单位阶跃信号的时域波形 图3-56 单位阶跃信号的振幅谱图

例3-20 求符号函数sgn(t)的频谱函数。
解:

 

符号函数的时域表达式为

f(t)=sgn(t)=
+1,t>0
 

-1, t<0 
  根据阶跃信号与符号函数之间的关系

sgn(t)=2u(t)-1
则有

 [sgn(t)]= [2u(t)-1]

=2πδ(ω)+
1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -2πδ(ω)=
2
jω

即

sgn(t)↔
2
jω

(3.4-19)

  例3-21 已知梯形脉冲的时域波形如图3-57所示,求其频谱函数F(ω)。
解:

 

由分段折线组成的函数波形,可用积分特性来求其频谱函数。因为该函数一次

或多次微分后,总会出现阶跃信号或冲激信号,而阶跃和冲激信号的频谱函数是已知的,
再利用时域积分特性即可求原信号的频谱函数。

对f(t)进行求导,其导数的波形如图3-58所示。
 

图3-57 例3-21梯形脉冲的时域波形 图3-58 f(t)导数的波形
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由导数波形可以得到

f'(t)=G2(t+3)-G2(t-3)
其傅里叶变换F1(ω)为

F1(ω)= [f'(t)]=4Sa(ω)[ej3ω -e-j3ω]=8jSa(ω)sin(3ω)

  由于f'(t)的面积为0,即F1(0)=0,可根据式(3.4-17)计算原信号的变换为

F(ω)=
 [f1(t)]
jω =

8jSa(ω)sin(3ω)
jω =24Sa(ω)Sa(3ω)

  需要注意的是,例3-21采用的这种求解方法不能应用于任意信号,只有当信号先微

分再积分后能恢复成原信号时才适用。设信号f(t)的导数为f'(t),因为

∫
t

-∞
f'(τ)dτ=f(τ)|t

-∞ =f(t)-f(-∞)

只有当f(-∞)=0时,∫
t

-∞
f'(τ)dτ=f(t)。如图3-59(a)所示信号f(t),图3-59(b)为其

导数f'(t),而∫
t

-∞
f'(τ)dτ的波形如图3-59(c)所示。显然此时∫

t

-∞
f'(τ)dτ≠f(t)。

图3-59 信号f(t)、导数f'(t)及其积分波形

因此,求解f(t)的傅里叶变换时,需先将f(t)分解为三角脉冲信号f1(t)和直流信

号f2(t)的叠加,如图3-60所示。

图3-60 f(t)的分解示意图

由傅里叶变换的线性特性,可知

 [f(t)]= [f1(t)]+ [f2(t)]
  f1(t)的导数如图3-59(b)所示,令其傅里叶变换为F1(ω),则

F1(ω)= [f'1(t)]= [G2(t+1)-G2(t-1)]

=2Sa(ω)ejω -2Sa(ω)e-jω

=4jSa(ω)sinω
  根据时域积分特性,得

 [f1(t)]=
F1(ω)
jω +πF1(0)δ(ω)=4Sa

2(ω)
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  又因为f2(t)=1↔2πδ(ω),综合以上计算可知,信号f(t)的傅里叶变换为

 [f(t)]=4Sa2(ω)+2πδ(ω)

9.
 

奇偶虚实性

由3.3.1节的讨论可知,信号f(t)的频谱函数F(ω)可以写成实部和虚部之和,即

F(ω)=R(ω)+jX(ω)

  若f(t)为实偶函数,即f(t)=f(-t),可得

X(ω)=0, F(ω)=R(ω)

  若f(t)为实奇函数,即f(t)=-f(-t),可得

R(ω)=0, F(ω)=jX(ω)

  可以看出,时域的实偶函数,其频域上也是实偶函数;
 

时域的实奇函数,其频谱函数

为虚奇函数。例如,门函数是实偶函数,其傅里叶变换也为实偶函数;
 

例3-20中的符号

函数是实奇函数,其傅里叶变换是虚奇函数。

3.4.2 傅里叶变换的定理

1.
 

时域卷积定理

  若f1(t)↔F1(ω),f2(t)↔F2(ω),则

f1(t)*f2(t)↔F1(ω)·F2(ω) (3.4-20)

  证明:
 

 [f1(t)*f2(t)]=∫
+∞

-∞

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

+∞

-∞
f1(τ)f2(t-τ)dτ

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f1(τ)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

+∞

-∞
f2(t-τ)e-jωtdt

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 dτ

=F2(ω)∫
+∞

-∞
f1(τ)e-j

ωτdτ

=F1(ω)·F2(ω)
式(3.4-20)说明时域中信号的卷积运算对应频域中频谱函数的相乘运算。

例3-22 已知f1(t)↔EτSa
ωτ
2  ,求f(t)=f1(t)*f1(t)的频谱函数F(ω)。

解:
 

由卷积定理可得
 

 [f(t)]=F1(ω)·F1(ω)=E2τ2Sa2 ωτ
2  

  f1(t)和f(t)的时域波形和频谱图分别如图3-61和图3-62所示。
可以看出,利用时域卷积定理所得到的结果与3.3.2节中根据傅里叶变换式计算的

结果相同。

例3-23 已知f(t)↔F(ω),求∫
t

-∞
f(τ)dτ 的傅里叶变换。

 视频 
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图3-61 f1(t)的时域波形和频谱图

图3-62 卷积结果的时域波形和频谱图

解:
 

由卷积的微积分运算可知,∫
t

-∞
f(τ)dτ=f(t)*u(t),则

 [∫
t

-∞
f(τ)dτ]= [f(t)*u(t)]= [f(t)]· [u(t)]

=F(ω)· 1
jω+πδ(ω)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
F(ω)
jω +πF(0)δ(ω)

  此例题也证明了时域积分特性。

图3-63 信号经过LTI系统

示意图

时域卷积定理提供了另一种求解系统零状态响应的方

法。当信号e(t)通过如图3-63所示的系统时,根据零状态响

应的卷积分析法可知,rzs(t)=e(t)*h(t)。
设e(t)↔E(ω),h(t)↔H(ω),rzs(t)↔Rzs(ω),由时域

卷积定理可以知道

Rzs(ω)=E(ω)·H(ω) (3.4-21)

  通过时域卷积定理可以将时域卷积转换为频域相乘运算,从而得到零状态响应的频

谱函数,再利用傅里叶反变换,即可求得零状态响应的时域表示。在3.7节系统的频域

分析中会具体讨论利用频域方法来求解系统的响应。

2.
 

频域卷积定理

若f1(t)↔F1(ω),f2(t)↔F2(ω),则

f1(t)·f2(t)↔
1
2π
[F1(ω)*F2(ω)] (3.4-22)

  证明:
 

 -1[F1(ω)*F2(ω)]=
1
2π∫

+∞

-∞

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

+∞

-∞
F1(λ)F2(ω-λ)dλ

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ejωtdω
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=
1
2π∫

+∞

-∞
F1(λ)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

+∞

-∞
F2(ω-λ)ejωtdω

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 dλ

=∫
+∞

-∞
F1(λ)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 1

2π∫
+∞

-∞
F2(ω-λ)ej(ω-λ)tdω

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ejλtdλ

=f2(t)∫
+∞

-∞
f1(λ)ej

λtdλ=2πf1(t)·f2(t)

即

f1(t)·f2(t)↔
1
2π
[F1(ω)*F2(ω)]

  式(3.4-22)说明时域中两信号相乘运算对应频域中频谱函数的卷积运算,幅度乘以

1/2π。
例3-24 已知cosω0t↔π[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)],求cos(ω0t)u(t)的傅里叶变换。

解:
 

因为
 

u(t)↔πδ(ω)+
1
jω
,由频域卷积定理可知

 

 [cos(ω0t)u(t)]↔
1
2π
[πδ(ω+ω0)+πδ(ω-ω0)]* πδ(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
π
2
[πδ(ω+ω0)+πδ(ω-ω0)]+

1
2

1
j(ω+ω0)

+
1

j(ω-ω0)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
π
2
[πδ(ω+ω0)+πδ(ω-ω0)]+

ω
j(ω2-ω20)

  例3-25 已知信号f1(t)=100Sa(100t),f2(t)=50Sa(50t),画出f1(t)+f2(t)、

f1(t)·f2(t)和f1(t)*f2(t)的频谱图。
解:

 

根据对称性,可知

F1(ω)= [100Sa(100t)]=πG200(ω)

F2(ω)= [50Sa(50t)]=πG100(ω)

f1(t)和f2(t)的频谱分别如图3-64(a)和(b)所示。

图3-64 例3-25信号的频谱图

根据傅里叶变换的线性特性,可知

F3(ω)= [f1(t)+f2(t)]=F1(ω)+F2(ω)

  根据傅里叶变换的频域卷积定理,可知

F4(ω)= [f1(t)·f2(t)]=
1
2πF1

(ω)*F2(ω)

  根据傅里叶变换的时域卷积定理,可知
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F5(ω)= [f1(t)*f2(t)]=F1(ω)·F2(ω)
故f1(t)+f2(t)、f1(t)·f2(t)和f1(t)*f2(t)的频谱分别如图3-65(a)、(b)、(c)
所示。

图3-65 f1(t)+f2(t)、f1(t)·f2(t)和f1(t)*f2(t)的频谱图

合理运用傅里叶变换的相关性质,有助于复杂信号的频谱分析。表3-2整理了傅里

叶变换的基本性质和定理。

表3-2 傅里叶变换的基本性质和定理

性质和定理 时间函数f(t) 频谱函数F(ω)

线性特性 k1f1(t)+k2f2(t) k1F1(ω)+k2F2(ω)

对称性 F(t) 2πf(-ω)

时移特性 f(t±t0) F(ω)e
±jωt0

尺度变换特性 f(at)
1
a F ω

a  
时域微分特性 dnf(t)

dtn (jω)nF(ω)

频移特性 f(t)e
±jω0t F(ω∓ω0)

时域积分特性 ∫
t

-∞
f(τ)dτ πF(0)δ(ω)+

1
jωF(ω)

频域微分特性 (-jt)nf(t)
dnF(ω)
dωn

时域卷积定理 f1(t)*f2(t) F1(ω)·F2(ω)

频域卷积定理 f1(t)·f2(t)
1
2πF1

(ω)*F2(ω)

思考题

1.
 

分析傅里叶变换的相关性质有什么意义?

2.
 

傅里叶变换的线性特性在实际中有什么作用?

3.
 

尺度变换特性揭示了信号时域脉宽和频域带宽之间的反比关系,这在实际通信中

有什么作用?
 

4.
 

两个时域信号进行卷积,卷积结果的频率范围是多少?
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3.5 周期信号的傅里叶变换

3.4节中利用频移特性推导出了cosω0t和sinω0t的傅里叶变换,即

cosω0t=
1
2
(ej

ω0t+e
-jω0t)↔πδ(ω-ω0)+πδ(ω+ω0) (3.5-1)

sinω0t=
1
2j
(ej

ω0t-e
-jω0t)↔jπ[δ(ω+ω0)-δ(ω-ω0)] (3.5-2)

以正弦信号cosω0t为例,其傅里叶变换形式的频谱如图3-66所示。
由傅里叶级数理论可知,正弦信号cosω0t的傅里叶级数形式的频谱如图3-67所示。

图3-66 cosω0t傅里叶变换形式的频谱图 图3-67 cosω0t傅里叶级数形式的频谱图

对于任意的周期信号来说,根据3.2节分析可知,周期信号可以展开为无穷多个正

弦信号的叠加,因此周期信号的傅里叶变换中包含有无穷多个冲激信号。
设fT(t)是周期为T1 的周期信号,其复指数形式的傅里叶级数展开式为

fT(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω0t

  对fT(t)进行傅里叶变换,有

F(ω)= [fT(t)]= 􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 ∑

+∞

n= -∞
Fne

jnω0t􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 = ∑

+∞

n= -∞
Fn  [ej

nω0t]

  由傅里叶变换的频移特性,可得

 [ej
nω0t]=2πδ(ω-nω0)

  结合线性特性,有

F(ω)= ∑
+∞

n= -∞
Fn  [ej

nω0t]=2π∑
+∞

n= -∞
Fnδ(ω-nω0) (3.5-3)

  式(3.5-3)表明,周期信号的傅里叶变换是无穷多个强度为2πFn、出现在频率为nω0
处的冲激信号之和,其中Fn 为周期信号复指数形式的谱系数。

例3-26 求如图3-68所示周期冲激信号δT(t)= ∑
+∞

n= -∞
δ(t-nT1)的傅里叶变换。

解:
 

根据式(3.5-3)可知,要计算周期信号的傅里叶变换,需先求解其谱系数Fn。由

谱系数公式Fn =
1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)e

-jnω0tdt,计算得到

 视频 



120  

Fn =
1
T1∫

T1
2

-
T1
2

δ(t)e-jnω0tdt=
1
T1

  可以看出周期冲激信号的谱系数是常数,也就是说,周期冲激信号的各频率分量的

大小是相等的。将谱系数代入式(3.5-3),可得

δT(t)↔2π∑
+∞

n= -∞

1
T1

δ(ω-nω0)=ω0 ∑
+∞

n= -∞
δ(ω-nω0) (3.5-4)

  周期冲激信号的频谱如图3-69所示,可以看出周期冲激信号的频谱仍是周期冲激信

号,冲激的强度和周期都是ω1。

图3-68 周期冲激信号
    

图3-69 周期冲激信号的频谱图

例3-27 求如图3-70所示周期矩形脉冲信号的傅里叶变换。
解:

 

在3.2.5节中计算过该周期矩形信号的谱系数为

Fn =
Eτ
T1
Sanω0

τ
2  

  因此该信号的傅里叶变换为

FT(ω)=2π∑
+∞

n= -∞
Fnδ(ω-nω0)=2π∑

+∞

n= -∞

Eτ
T1
Sanω0

τ
2  δ(ω-nω0)

=Eτω0 ∑
+∞

n= -∞
Sanω0

τ
2  δ(ω-nω0) (3.5-5)

  周期矩形脉冲信号傅里叶变换的频谱如图3-71所示。

图3-70 周期矩形脉冲信号 图3-71 周期矩形脉冲信号的频谱图

可以看出,周期矩形脉冲信号的频谱由间隔为ω0 的无穷多个冲激信号构成,其强度

的包络线形状为抽样函数。
周期信号的傅里叶变换通过在频域中呈现离散冲激串的形式,反映了信号谐波分量

的分布情况。其本质是将周期信号分解为基频及其整数倍频率的正弦分量之和,并通过

冲激函数的强度表示各频率分量的振幅与相位信息。
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思考题

1.
 

如何计算周期信号的傅里叶变换?

2.
 

周期信号的傅里叶变换和周期信号的傅里叶级数展开之间有什么联系和区别?

3.6 能量谱和功率谱

信号的频谱反映了信号所包含的频率分量信息,这对于信号的滤波、去噪、特征提取

等处理非常重要。通过分析非周期信号的频谱,可以识别出信号中的主要频率分量,并
据此设计滤波器来增强或抑制特定的频率成分。实际中除了频谱,还常常采用能量谱或

功率谱来表示信号的能量或功率随频率的变化情况。

3.6.1 能量谱

当信号f(t)为实信号时,能量E 可表示为

E=∫
+∞

-∞
f2(t)dt (3.6-1)

  若f(t)为能量信号,则能量E<∞。设信号f(t)的傅里叶变换为F(ω),将傅里叶

反变换的公式

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

代入式(3.6-1)中,可得

E=∫
+∞

-∞
f(t)

1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

+∞

-∞
f(t)ejωtdt

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 dω

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)F(-ω)dω (3.6-2)

  由于F(-ω)=F*(ω),则

1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)F(-ω)dω=

1
2π∫

+∞

-∞
|F(ω)|2dω

即

E=∫
+∞

-∞
f2(t)dt=

1
2π∫

+∞

-∞
|F(ω)|2dω (3.6-3)

  从式(3.6-3)中可以看出,|F(ω)|2 反映了信号的能量在频域的分布情况,表示单位

频率的能量,因此把|F(ω)|2 称为信号的能量谱密度函数,简称为能量谱,一般记作

E(ω),即
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E(ω)=|F(ω)|2 (3.6-4)

  可以看出,信号的能量谱E(ω)只由信号的振幅谱决定,与信号的相位谱无关。因此

信号f(t)与其时移信号的能量谱是相同的。
例3-28 试求如图3-72所示的门函数的能量谱。
解:

 

由常用信号的傅里叶变换对,可知

EGτ(t)↔EτSa
ωτ
2  

  根据式(3.6-4),得到

E(ω)=E2τ2Sa2 ωτ
2  

  门函数的能量谱如图3-73所示。

图3-72 门函数 图3-73 门函数的能量谱

若将式(3.6-3)中的ω 用频率f 替代,则可得

E=∫
+∞

-∞
|F(f)|2df (3.6-5)

  式(3.6-5)表明,|F(f)|2 对频率f 的积分就等于信号的能量,因此能量谱也可用

E(f)表示,即E(f)=|F(f)|2,它表示单位频率的能量,体现了信号能量随频率f 的变

化情况。
 

能量谱用于表征单位频带内的信号能量。通信系统中可以根据能量谱来分析信号

质量,如果信号的能量谱比较均匀,没有突然的波动或者干扰,说明信号质量比较好;
 

如

果能量谱中有很多杂乱的尖峰或者低谷,说明信号可能受到了干扰,此时可以采取相关

措施来改善信号质量,如调整传输功率或者更换信道,让通信更加顺畅。

3.6.2 功率谱

通常将周期信号的平均功率定义为在1Ω电阻上消耗的平均功率。当周期信号

f(t)为实信号时,其功率可表示为

P=
1
T∫

T
2

-
T
2
f2(t)dt (3.6-6)

  若f(t)为功率信号,其能量为无穷大,即∫
+∞

-∞
f2(t)dt→ ∞,此时可以从f(t)中截
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取长度为T 的有限长信号fT(t),一般取-
T
2~

T
2
,则fT(t)的能量是有限的,根据

式(3.6-3)可知,此信号的能量为

E=∫
+∞

-∞
f2T(t)dt=

1
2π∫

+∞

-∞
|FT(ω)|

2dω

  当T→∞时,信号fT(t)趋近原信号f(t)。由信号平均功率计算公式,可知f(t)的
平均功率为

P=lim
T→∞

1
T∫

T
2

-
T
2
f2(t)dt=

1
2π∫

+∞

-∞
lim
T→∞

|FT(ω)|
2

T dω (3.6-7)

  从式(3.6-7)的积分式子中可以看出,lim
T→∞

|FT(ω)|
2

T
代表了单位频率的信号功率,

即信号的功率谱密度函数,简称为功率谱,可以用P(ω)来表示,即

P(ω)=lim
T→∞

|FT(ω)|
2

T
(3.6-8)

则信号的平均功率为

P=
1
2π∫

+∞

-∞
P(ω)dω (3.6-9)

  若频率用f 来表示,则式(3.6-9)可改写为

P=∫
+∞

-∞
P(f)df (3.6-10)

  实际工程应用中,周期信号通常为功率信号。将周期信号的傅里叶级数展开式

式(3.2-2)代入式(3.6-6),可得

P=
1
T∫

T
2

-
T
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 a0+∑

+∞

n=1
(ancosnω0t+bnsinnω0t)

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 2dt

=a20+
1
T∫

T
2

-
T
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 ∑

+∞

n=1
(ancosnω0t+bnsinnω0t)

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 2dt

  根据三角函数的正交性,可得

P=a20+
1
2∑

+∞

n=1
(a2n +b2n)=a20+

1
2∑

+∞

n=1
c2n (3.6-11)

  式(3.6-11)说明,周期信号的平均功率等于直流功率和各次谐波平均功率之和。结

合之前介绍的三角形式的傅里叶级数和复指数形式的傅里叶级数系数之间的关系,
式(3.6-11)也可以写为

P=|F0|
2+2∑

+∞

n=1
|Fn|2= ∑

+∞

n= -∞
|Fn|2 (3.6-12)

  式(3.6-11)、式(3.6-12)称为帕塞瓦尔(Parseval)等式。它表明,周期信号的平均功

率等于该信号在完备正交函数集中各分量功率之和,揭示了信号在不同表示形式(时域

和频域)之间能量的守恒性,为信号分析和处理提供了重要的数学工具和理论基础。
比较式(3.6-10)和式(3.6-12)可知
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∫
+∞

-∞
P(f)df= ∑

+∞

n= -∞
|Fn|2

  根据冲激信号的特性,∑
+∞

n= -∞
|Fn|2=∫

+∞

-∞ ∑
+∞

n= -∞
|Fn|2δ(f-nf0)df,因此有

P(f)= ∑
+∞

n= -∞
|Fn|2δ(f-nf0) (3.6-13)

  显然,周期信号的功率谱是离散等间隔分布的,间隔就是基频f0,且只由信号的振幅

谱决定,与相位谱无关。
例3-29 已知图3-74所示的周期矩形脉冲信号,其幅度E=1V,周期T=100ms,脉

冲宽度τ=20ms,试计算该信号频谱在第一个零点以内各分量的功率与总功率的比值。

图3-74 周期矩形脉冲信号

解:
 

该信号的总功率为

P=
1
T∫

T
2

-
T
2
f2(t)dt=

1
T∫

τ
2

-
τ
2
f2(t)dt=

1
100×10-3∫

10×10-3

-10×10-31
2dt=0.2(W)

  该信号的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω0t

  由3.3.3节可知,其谱系数

Fn =
Eτ
T1
Sanω0

τ
2  =0.2Sa(0.2nπ)

  频谱的第一个零点位于n=5处,此时角频率5ω0=5×
2π
T =100π

(rad/s)。根据

式(3.6-12)可知,该信号第一个零点以内各分量的功率为

P5ω1 =|F0|
2+2∑

5

n=1
|Fn|2

=0.22+2[0.2Sa(0.2π)]2+2[0.2Sa(0.4π)]2+2[0.2Sa(0.6π)]2+

 2[0.2Sa(0.8π)]2+0
=0.1806(W)

  因此,各分量的功率与总功率的比值为

P5ω1
P =

0.1806
0.2 =0.903=90.3%

即第一个零点以内各分量的功率占总功率的90.3%。也就是说,该信号的能量主要集中
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在第一个零点以内。在一定误差允许的条件下,可以用这部分低频分量来表示信号。在

3.3.2节中,通常将低于第一零点的频率范围称为周期矩形脉冲信号的频带宽度。
例3-30 计算如图3-74所示的周期矩形脉冲信号的功率谱P(f)。
解:

 

根据傅里叶级数分析可知,该信号的谱系数为

Fn =
Eτ
T1
Sa

nω0τ
2  =Eτ

T1
Sa(πnf0τ)

  由式(3.6-12),得

P(f)= ∑
+∞

n= -∞
|Fn|2δ(f-nf0)

=
E2τ
T21

2

∑
+∞

n= -∞
Sa2(πnf0τ)δ(f-nf0)

其中,f0=
1
T1
。当T1=5τ时,周期矩形脉冲信号的功率谱如图3-75所示。

 图3-75 周期矩形脉冲信号的功率谱

功率谱用于表征单位频带内的信号功率,即信

号功率在频域的分布状况。在无线通信系统中,功
率谱分析可以用于频谱分析和带宽分配等任务。如

果信号的功率谱不符合相关标准,就可能在某些频

率上产生过高的功率,这些高功率信号可能会泄漏

到相邻的频带中,从而对使用这些频带的其他通信

系统造成干扰。为了避免这种情况,在系统设计过

程中需要进行严格的功率谱分析和测试,实现信道

质量的评估,从而对通信系统进行优化。因此,在设计无线通信系统时,确保信号的功率

谱符合相关标准是至关重要的,这不仅可以保护其他通信系统的正常运行,还可以提高

整个无线通信网络的可靠性和稳定性。
通过前面的分析可知,频谱反映的是信号的振幅和相位随频率的分布情况,它描述

了信号的频域特征。而能量谱和功率谱则反映了信号的能量或功率随频率的变化情况。
在通信系统中,信号传输过程中会受到噪声的影响,噪声是一个随机信号。由于傅里叶

变换是针对确定信号的,所以噪声没有对应的频谱信号。但大部分随机信号是平稳的,
而平稳随机信号的功率谱是存在的。因此能量谱和功率谱对于研究信号的能量或功率

的分布、决定信号所占有频率等问题有着重要的作用,通常信号的带宽还有以下两种定

义方式。
(1)

 

部分功率包含带宽(百分比带宽)。
有时也以集中一定百分比的能量(或功率)的频率范围来定义信号的带宽。设信号的

全部能量(或功率)为∫
+∞

-∞
s(f)df,在某频带范围内的能量(或功率)为∫

B

-B
s(f)df,部分

功率包含带宽是指该带宽内所占有的能量是整个频谱内总能量的一个百分数,即

∫
B

-B
s(f)df=α∫

+∞

-∞
s(f)df (3.6-14)
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图3-76 等效带宽示意图

式中,α 为功率百分比,常见取值为90%、95%、98%
等。如98%功率带宽是指在这个频率范围内的信号功

率占总信号功率的98%。
(2)

 

等效带宽。
等效带宽是指用一个矩形频谱来代替信号的频

谱,矩形频谱的振幅为信号频谱中心频率f0 处的振

幅,如图3-76所示。
 

该矩形频谱的能量与信号的能量相同,即

∫
+∞

-∞
s(f)df=s(f0)·Δf (3.6-15)

式中,矩形频谱的宽度Δf 即为所要计算的信号等效带宽。

思考题

1.
 

分析信号的能量谱和功率谱有什么作用?

2.
 

如何计算信号的能量谱或功率谱?

3.7 系统的频域分析

对于LTI连续时间系统的分析,信号经过系统的响应求解是一个重要的内容。第2
章介绍了响应的时域分析法,本节将从频域角度来讨论系统响应的求解,并对系统特性

进行分析。

3.7.1 频响函数

1.
 

频响函数的定义

  LTI连续时间系统的时域分析中,系统的零状态响应由激励信号e(t)和系统单位冲

激响应h(t)的卷积决定,即

rzs(t)=e(t)*h(t)

  设激励e(t)的傅里叶变换为E(ω),单位冲激响应h(t)的傅里叶变换为 H(ω)。根

据傅里叶变换的时域卷积定理,可以得到零状态响应的傅里叶变换为

Rzs(ω)=E(ω)H(ω) (3.7-1)

  为书写方便,接下来本节中零状态响应简写为r(t),其傅里叶变换简写为R(ω)。由

式(3.7-1)可得到

H(ω)=
R(ω)
E(ω)

(3.7-2)

  通常定义 H(ω)为系统频域响应函数,简称为频响函数或系统函数。注意,虽然

视频
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式(3.7-2)中 H(ω)等于激励和响应的频谱函数之比,实际上频响函数是由系统本身决定

的,与激励、响应无关。
根据3.3.1节傅里叶反变换公式

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

可知,任意信号可表示为无穷多个复指数信号ejωt 的组合,即ejωt 是傅里叶变换的基本单

元。当频率为ω0 的复指数信号ej
ω0t 经过冲激响应为h(t)的系统时,其零状态响应为

r(t)=e
jω0t*h(t)=∫

+∞

-∞
h(τ)ejω0

(t-τ)dτ

=e
jω0t∫

+∞

-∞
h(τ)e-jω0τdτ

=e
jω0t·H(ω0) (3.7-3)

  式(3.7-3)表明,当激励是复指数信号ej
ω0t 时,系统零状态响应仍是相同复频率的复

指数信号,只是“振幅”变化了 H(ω0)倍。若信号包含了多个频率的复指数信号,则每一

个频率分量都由对应频率的频响函数值进行加权输出,因此可以根据频响函数 H(ω)确
定系统对不同频率信号的作用。所以 H(ω)体现了系统的频域特性。

将 H(ω)写成式(3.7-4)所示的极坐标形式

H(ω)= H(ω)ejφ(ω) (3.7-4)
则称其振幅 H(ω)随频率ω 的变化曲线为系统的幅频特性曲线,相位φ(ω)随频率ω
的变化曲线为系统的相频特性曲线。幅频特性曲线和相频特性曲线统称为系统的频率

特性曲线。

2.
 

频响函数的物理意义

从频域的角度来看,信号经过系统就是激励信号的傅里叶变换与系统频响函数进行

相乘运算,若将激励信号和响应的频谱函数都写成模与幅角的形式,即

E(ω)=|E(ω)|e
jφe(ω)

R(ω)=|R(ω)|e
jφr(ω)

  根据式(3.7-1)可以得到

|R(ω)|=|E(ω)|·|H(ω)| (3.7-5)

φr(ω)=φe(ω)+φh(ω) (3.7-6)

  从式(3.7-5)和式(3.7-6)可以看出,信号经过系统后,激励信号的振幅和相位发生了

改变,从而得到了响应信号。响应的振幅是频率ω 处频响函数振幅和激励信号振幅的乘

积,响应的相位是频率ω 处频响函数相位和激励信号相位的叠加。同一个信号经过不同

系统,由于系统频响函数不同,对其振幅和相位的改变量不同,产生的响应也不同。因

此,通过观察系统频响函数的波形,能够了解系统对激励信号的作用。
设激励信号e(t)的频谱函数E(ω)如图3-77(a)所示,系统的频响函数H(ω)如图3-77(b)

所示,e(t)经过系统后,信号中频率|ω|<3的部分振幅均变为原来的2倍,而频率
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|ω|≥3的部分振幅则全部变为0,输出信号中只保留了(-3,3)的频率分量,输出信号频

谱函数R(ω)如图3-77(c)所示。

图3-77 系统作用示意

3.
 

频响函数的求解

系统的频响函数体现了系统自身特性,有时为了分析系统特性,需要从已知的系统

结构中获得系统频响函数。由于系统的描述存在多种方式,所以频响函数的求解也存在

多种方法。

1)
 

系统以微分方程的形式表示

LTI系统的数学模型为常系数微分方程,n 阶微分方程的一般形式为

 an
dnr(t)
dtn +an-1

dn-1r(t)
dtn-1 +…+a1

dr(t)
dt +a0r(t)

=bm
dme(t)
dtm +bm-1

dm-1e(t)
dtm-1 +…+b1

de(t)
dt +b0e(t)

  要计算系统的频响函数,可以对方程两边同时取傅里叶变换。设e(t)↔E(ω),h(t)↔
R(ω),由傅里叶变换的时域微分特性可得

 [an(jω)
n +an-1(jω)

n-1+…+a1(jω)+a0]R(ω)

=[bm(jω)
m +bm-1(jω)

m-1+…+b1(jω)+b0]E(ω) (3.7-7)
故频响函数为

H(ω)=
R(ω)
E(ω)=

bm(jω)
m +bm-1(jω)

m-1+…+b1(jω)+b0
an(jω)

n +an-1(jω)
n-1+…+a1(jω)+a0

(3.7-8)

  例3-31 已知某LTI系统的微分方程为

d2

dt2
r(t)+5

d
dtr
(t)+6r(t)=2

d
dte
(t)+e(t)

求该系统的频响函数 H(ω)和单位冲激响应h(t)。
解:

 

对方程两边取傅里叶变换,得
(jω)2R(ω)+5(jω)R(ω)+6R(ω)=2(jω)E(ω)+E(ω)

  系统频响函数为

H(ω)=
R(ω)
E(ω)=

2(jω)+1
(jω)2+5(jω)+6

  因h(t)↔H(ω),可以从频响函数 H(ω)入手来计算单位冲激响应h(t)。
将 H(ω)分解为

视频
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H(ω)=
2(jω)+1

(jω)2+5(jω)+6
= -3
jω+2+

5
jω+3

由Ee-atu(t)↔
E

jω+a
可知,单位冲激响应为

h(t)=-3e-2tu(t)+5e-3tu(t)
  2)

 

系统以电路模型的形式表示

当系统以电路模型给出时,可以先列出系统的微分方程,再利用前面介绍的方法计

算系统的频响函数。当然,也可以将电路中的激励、响应和所有元件均用频域形式来表

示,就可以得到电路的频域模型,从而建立系统的频域方程,从频域上来分析电路。
图3-78是关联参考方向下电阻元件的时域模型,其时域伏安关系为

vR(t)=iR(t)·R
  对上式两边同时进行傅里叶变换,可得电阻元件的频域伏安关系为

VR(ω)=IR(ω)·R (3.7-9)
从式(3.7-9)可以看出,电阻元件的频域电压等于电阻值乘以流过它的频域电流,故电阻

的频域模型如图3-79所示。

图3-78 电阻元件的时域模型 图3-79 电阻元件的频域模型

关联参考方向下电容元件的时域模型如图3-80所示,其时域伏安关系为

iC(t)=C
dvC(t)
dt

  对上式两边同时进行傅里叶变换,利用时域微分特性可以得到

IC(ω)=jωC·VC(ω) (3.7-10)
也可以改写为

VC(ω)=
1
jωC

·IC(ω) (3.7-11)

  式(3.7-10)和式(3.7-11)是电容元件伏安关系的频域表示。可以看出,电容的频域

电压等于 1
jωC

与频域电流的乘积,因此可以将 1
jωC

看成广义的阻抗值,称为电容元件的频

域容抗。电容元件的频域模型如图3-81所示。

图3-80 电容元件的时域模型 图3-81 电容元件的频域模型

关联参考方向下电感元件的时域模型如图3-82所示,其时域伏安关系为

vL(t)=L·
diL(t)
dt
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  由傅里叶变换的微分特性,可以得到

VL(ω)=jωL·IL(ω) (3.7-12)

  式(3.7-12)为电感元件伏安关系的频域表示,其中电感元件的频域电压等于频域感

抗jωL 与频域电流的乘积。电感元件的频域模型如图3-83所示。

图3-82 电感元件的时域模型 图3-83 电感元件的频域模型

时域中的KVL和KCL定律分别为

∑
n

i=1
vi(t)=0 ∑

m

j=1
ij(t)=0

  由傅里叶变换的线性特性可得

∑
n

i=1
Vi(ω)=0 ∑

m

j=1
Ij(ω)=0 (3.7-13)

  式(3.7-13)可以看作频域的KVL和KCL定律。由于电路方程由元件的伏安关系

和电路结构共同确定,故结合元件的频域伏安关系和频域KVL、KCL定律,即可列出电

路的频域方程,从而分析得到电路的频响函数。
例3-32 如图3-84所示电路中,v(t)是激励,vR(t)是响应,试求该系统的频响函

数,并画出频率特性曲线。
解:

 

电路的频域模型如图3-85所示。

图3-84 例3-32电路图 图3-85 频域电路模型

由电路分压定理可得频响函数为

H(ω)=
VR(ω)
V(ω)=

1
1+jω

  其幅频特性和相频特性分别为

|H(ω)|=
1

ω2+1

φ(ω)=arctan(-ω)

  故系统的频率特性曲线如图3-86所示。
从图3-86中可以看出,当信号经过该系统时,信号的低频部分衰减较小,高频部分衰

减较大,通常称此电路具有低通特性。
例3-33 如图3-87所示电路,激励为e(t),响应为r(t),求系统的频响函数 H(ω)。

 



131  

图3-86 系统频率特性曲线

解:
 

电路的频域模型如图3-88所示。
 

图3-87 例3-33电路图 图3-88 频域电路模型

根据基尔霍夫电压定律,可列得电路方程为

jωL
R(ω)
R +

R(ω)
1/jωC

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +R(ω)=E(ω)

整理得

[(jω)2RLC+jωL+R]R(ω)=RE(ω)
  由系统频响函数的定义,可知

H(ω)=
R(ω)
E(ω)=

R
(jω)2RLC+jωL+R

  从上述两个例题中可以看出,利用元件伏安关系和基尔霍夫定律的频域表示,将时

域电路模型转换成频域模型,有时可以简化系统方程的建立过程。

3.7.2 系统响应的频域求解

LTI连续时间系统分析的一个重要任务就是求解信号经过系统的响应。根据激励

信号的不同特点,有着不同的求解方法。

1.
 

激励为正弦信号时的响应

当信号经过系统时,系统对其各频率分量进行振幅放大和相移。设系统的激励信号

为正弦信号,即
e(t)=sin(ω0t)

可以看出,该信号中只包含了ω0 一个频率分量。故输出信号中仍然只含有频率ω0 的分

量,仅是振幅和相位发生了变化。
由傅里叶变换的频移特性,可知信号e(t)的频谱函数为

 视频 
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E(ω)=jπ[δ(ω+ω0)-δ(ω-ω0)]

  若系统的频响函数为

H(ω)=|H(ω)|ejφ(ω)

则响应的频谱函数为

R(ω)=H(ω)E(ω)

=jπH(ω)[δ(ω+ω0)-δ(ω-ω0)]

=jπ[H(-ω0)δ(ω+ω0)-H(ω0)δ(ω-ω0)]

=jπ[|H(-ω0)|e
jφ(-ω0)δ(ω+ω0)-|H(ω0)|e

jφ(ω0)δ(ω-ω0)]

=jπ|H(ω0)|[e
jφ(-ω0)δ(ω+ω0)-e

jφ(ω0)δ(ω-ω0)]
系统响应为

r(t)= -1[R(ω)]

=j2|H(ω0)|[e
-jφ(ω0)e-j

ω0t-e
jφ(ω0)ej

ω0t]

=|H(ω0)|
1
2j
[ej
(ω0t+φ(ω0))-e

-j(ω0t+φ(ω0))]

=|H(ω0)|sin[ω0t+φ(ω0)] (3.7-14)

  式(3.7-14)说明,当正弦信号作用于LTI系统时,系统的零状态响应仍为同频率的

正弦信号,仅是振幅放大了|H(ω0)|倍,相位改变了φ(ω0)。

由于sin(ω0t)和cos(ω0t)之间只相差π
2

的相位,式(3.7-14)也适用于激励为cosω0t

的情况,这里就不再重复证明了。

例3-34 已知系统的频响函数 H(ω)=
1

jω+1
,激励e(t)=cos(2t-45°),求系统的

零状态响应r(t)。
解:

 

激励信号的频率为ω=2rad/s,因此需确定系统频响函数H(ω)在该频率处的振

幅和相位。

H(ω)ω=2=
1

1+2j=
1
5
e-j63.5°

可知

|H(2)|=
1
5
, φ(2)=-63.5°

  因此响应为

r(t)=
1
5
cos(2t-45°-63.5°)=

1
5
cos(2t-108.5°)

2.
 

激励为一般周期信号时的响应

当激励e(t)为一般周期信号时,可以利用傅里叶级数将周期信号展开为正弦信号的
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集合,即

e(t)=c0cosθ0+∑
+∞

n=1
cncos(nω1t+θn)

  当系统频响函数H(ω)=|H(ω)|ejφ(ω)时,结合式(3.7-14),利用LTI系统的线性特

性,可得到此时的零状态响应为

r(t)=c0|H(0)|cos(θ0+φ0)+∑
+∞

n=1
cn|H(nω1)|cos[nω1t+θn +φ(nω1)]

(3.7-15)

  上式表明,当激励中包含有多个频率分量时,系统根据频响函数对每个频率分量分

别进行振幅加权和相移。
例3-35 已 知 系 统 的 频 域 特 性 曲 线 如 图 3-89 所 示,当 激 励e(t)=sint+

sin3t-
π
6  时,求系统响应r(t)。

图3-89 例3-35系统频域特性曲线

解:
 

激励中包含ω=1和ω=3两个频率,根据式(3.7-15)可知,要求解系统响应,需
知道系统频响函数在这两个频率处的振幅和相位。从图中可以看出

H(ω)ω=1=2, φ(ω)ω=1=-
π
2

H(ω)ω=3=1, φ(ω)ω=3=-
3π
2

  因此系统响应为

r(t)=2×sint-
π
2  +1×sin3t-

π
6-

3π
2  

=2sint-
π
2  +sin3t+

π
3  

3.
 

激励为非周期信号时的响应

非周期信号可以看成由不同频率的正弦信号组合而成。但由于非周期信号的频谱

是连续谱,其包含从0~+∞的连续频率分量,不可能单独求解每个频率分量的振幅加权

倍数和相移量。因此当系统激励信号为非周期信号时,可利用R(ω)=E(ω)·H(ω)先
求得响应的傅里叶变换R(ω),然后利用反变换得到系统响应的时域表示,即r(t)=
 -1[R(ω)]。
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例3-36 已知某LTI系统的频响函数 H(ω)=
1

jω+2
,求激励为e(t)=e-3tu(t)时,

系统的零状态响应r(t)。
解:

  

根据常用信号的傅里叶变换对,可知

e(t)=e-3tu(t)↔E(ω)=
1

jω+3
故可得

R(ω)=E(ω)H(ω)=
1

jω+2
· 1
jω+3=

1
jω+2-

1
jω+3

  则零状态响应为

r(t)=(e-2t-e-3t)u(t)

  例3-37 已知描述某LTI系统的微分方程为

d2

dt2
r(t)+5

d
dtr
(t)+4r(t)=

d
dte
(t)+e(t)

当激励为e(t)=e-tu(t)时,求零状态响应r(t)。
解:

 

对微分方程两边做傅里叶变换,得该系统的频域方程为

(jω)2R(ω)+5jωR(ω)+4R(ω)=jωE(ω)+E(ω)
整理可得

R(ω)= jω+1
(jω)2+5jω+4

E(ω)

  根据已知条件可知,激励信号的傅里叶变换为

E(ω)= [e(t)]=
1

1+jω
可得

R(ω)= jω+1
(jω)2+5jω+4

· 1
1+jω=

1
(jω)2+5jω+4

=

1
3

jω+1+
-
1
3

jω+4
  故零状态响应为

r(t)=
1
3
(e-t-e-4t)u(t)

  从上述例子可以看出,利用频域分析法可将时域的微分方程转换为频域的代数方

程,降低了计算复杂度。

3.7.3 无失真传输

由前面的分析知道,输入信号经过系统,受到系统频响函数 H(ω)的作用,其幅度和
视频
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相位可能会发生改变。若输出信号波形与输入信号波形形状不一样,通常称信号经过系

统后发生了失真。信号的失真可分为线性失真和非线性失真。
线性失真由信号经过线性系统引起,此时输出信号中不产生新的频率分量,仅是信

号中各频率分量的振幅或相位发生了相对变化。非线性失真一般由信号经过非线性系

统引起,此时信号经过系统会产生新的频率分量。
在信号传输中,有时希望能够无失真传输。无失真是指输入信号经过系统后,所产

生的输出与输入相比波形形状相同,只是幅度发生变化,有一定的时延,波形的变化情况

如图3-90所示。即输入-输出关系为

r(t)=Ke(t-t0) (3.7-16)
式中,K 和t0 为常数。

图3-90 无失真时激励响应关系图

对式(3.7-16)两边做傅里叶变换,设e(t)↔E(ω),r(t)↔R(ω),利用时移特性可得

R(ω)=KE(ω)e-jωt0 (3.7-17)

  故无失真传输系统的频响函数为

H(ω)=
R(ω)
E(ω)=Ke-jωt0 (3.7-18)

  对 H(ω)进行傅里叶反变换,可得系统的单位冲激响应为

h(t)=Kδ(t-t0) (3.7-19)

  式(3.7-18)和式(3.7-19)分别称为无失真传输系统的频域条件和时域条件。同时从

式(3.7-18)可以看出,无失真传输系统的幅频函数和相频函数分别为
 

|H(ω)|=K

φ(ω)=-ωt0 (3.7-20)
对应的系统幅频特性曲线和相频特性曲线如图3-91所示。

图3-91 系统频率特性曲线
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  从图3-91可以看出,无失真传输系统的幅频特性为常数,这意味着系统对各频率分

量幅度放大相同的倍数;
 

相频特性为斜率为-t0 且经过原点的直线,这表明系统对各频

率分量产生的相移均与频率成正比,此时各频率分量产生相同的延迟时间t0,移位后各

分量的相对位置保持不变。
上述结论也可以通过下面的分析得到。设输入信号为e(t)=A1sinω1t+A2sinω2t,

系统频响函数 H(ω)=|H(ω)|ejφ(ω),则系统输出为

r(t)=A1|H(ω1)|sin[ω1t+φ(ω1)]+A2|H(ω2)|sin[ω2t+φ(ω2)]

=A1|H(ω1)|sinω1t+
φ(ω1)
ω1

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +A2|H(ω2)|sinω2t+

φ(ω2)
ω2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(3.7-21)

  若系统是无失真传输系统,则输出r(t)=Ke(t-t0),故可得

|H(ω1)|=|H(ω2)|=K

φ(ω1)
ω1

=
φ(ω2)
ω2

=-t0

  当信号e(t)中包含更多频率分量时,同样可以推导出上述结论。若信号经过系统,
各频率分量幅度的加权倍数不同,则输出信号产生幅度失真;

 

若各频率分量的相位改变

量不与其频率成正比,则输出信号产生相位失真。
根据无失真传输系统的相频特性曲线可以看出,此时相频特性曲线的斜率为常

数,即

dφ(ω)
dω =

d(-ωt0)
dω =-t0 (3.7-22)

  令

τ=-
dφ(ω)
dω

(3.7-23)

  通常定义τ为群时延或群延时。群时延是通信系统和网络中一项重要特性,是以一

组频率分量之间的时延差值来衡量相位失真。信号在传输过程中,若系统对各频率分量

的时延不同,则产生相位失真,相位失真将导致信号产生码间干扰。无失真传输系统的

群时延是与频率无关的常数,即τ=t0。
例3-38 如图3-92所示电路系统,为使该系统无失真传输信号,求元件R1、R2、C1

和C2 的参数需满足的条件。
解:

 

系统的频域电路如图3-93所示。
根据元件的分压关系,可得

U2(ω)=
R2∥

1
jωC2

R1∥
1
jωC1

+R2∥
1
jωC2

U1(ω)
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图3-92 例3-38电路系统 图3-93 系统频域电路

系统频响函数为

H(ω)=
U2(ω)
U1(ω)

=

R2
1+jωC2R2

R1
1+jωC1R1

+
R2

1+jωC2R2

=
C1

C1+C2

jω+
1

R1C1

jω+
R1+R2

R1R2(C1+C2)

  根据无失真传输系统的频域条件可知,当 1
R1C1

=
R1+R2

R1R2(C1+C2)
,即R1C1=R2C2

时,系统可无失真传输信号。
例3-39 某 LTI系统的幅频、相频特性曲线如图3-94所示,输入信号分别为

e1(t)=2cos2t+sin5t和e2(t)=2cos5t+sin8。

图3-94 例3-39系统频率特性曲线

(1)
 

分别求e1(t)和e2(t)经过系统的输出r1(t)和r2(t);
 

(2)
 

判断e1(t)和e2(t)经过系统有无失真,若有失真,说明失真的类型。
解:

 

(1)
 

信号e1(t)中包含了ω=2和ω=5两个频率分量,
 

e2(t)中包含了ω=5和

ω=8两个频率分量,从系统频率特性曲线中可以看出

H(ω)ω=2=2, φ(ω)ω=2=
π
5

H(ω)ω=5=1, φ(ω)ω=5=
π
2
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H(ω)ω=8=1, φ(ω)ω=8=
4π
5

  利用频域分析方法可得

r1(t)=2×2cos2t+
π
5  +sin5t+

π
2  

=4cos2t+
π
10  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +sin5t+
π
10  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

r2(t)=1×2cos5t+
π
2  +1×sin8t+

4π
5  

=2cos5t+
π
10  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +sin8t+
π
10  􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁

  (2)
 

观察系统频率特性曲线可以看出,系统对e1(t)中ω=2的频率分量放大了2
倍,ω=5的频率分量放大了1倍,频率分量放大的倍数不相同,所以e1(t)经过系统产生

了幅度失真。由于ω=2和ω=5的频率分量的相移均与频率成正比,因此信号e1(t)经
过该系统无相位失真。而系统对e2(t)所包含的ω=5和ω=8的两个频率分量幅度放大

了相同的倍数,相移也与频率成正比,因此信号e2(t)经过该系统没有失真。
从图3-94中可以看出,例3-39中所示的系统不满足无失真传输系统的条件,为失真

系统。但信号e2(t)经过该系统无失真,这是因为e2(t)包含的两个频率分量经过系统

后,放大倍数相同,相移与频率成正比。在实际系统中,想要信号经过系统后无失真,只
需要在信号包含的频率范围内,系统的频率特性满足无失真条件即可。此例中,频率满

足4≤|ω|≤10的信号均可无失真传输。

3.7.4 理想低通滤波器

信号经过系统时,有时需要将信号中的某些频率分量保留,同时抑制其他频率分量,
这个过程通常称为滤波,而具有这种频率选择功能的系统就称为滤波器。通常按照保留

信号的频段范围不同,滤波器可分为低通滤波器(LPF)、高通滤波器(HPF)、带通滤波器

(BPF)和带阻滤波器(BSF)。有时为了分析方便,常常将滤波网络的某些性能理想化,这
种滤波网络就称为理想滤波器。图3-95给出了四种理想滤波器的幅频特性。

一般将信号能通过的频率范围称为通带,信号被抑制的频率范围称为阻带。所以低

通滤波器的通带范围为|ω|<ωC,阻带为|ω|>ωC,ωC 为截止频率。与低通滤波器刚好

相反,信号通过理想高通滤波器,当|ω|>ωC 时,信号无失真通过;
 

当|ω|<ωC 时,信号

被完全滤除。带通滤波器能让ωL<|ω|<ωH 范围内的频率分量通过,其余范围的频率

分量滤除,带阻滤波器则刚好与之相反,其中ωH、ωL 分别称为上截止频率和下截止频

率。本节以理想低通滤波器为例进行分析。
理想低通滤波器的幅频特性和相频特性曲线如图3-96所示。
从图3-96可以看出,理想低通滤波器的振幅谱函数为

视频
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图3-95 理想滤波器的幅频特性

图3-96 理想低通滤波器的频率特性曲线

|H(ω)|=
1, |ω|<ωC
 
0, |ω|>ωC (3.7-24)

相位谱函数为

φ(ω)=-ωt0 (3.7-25)

  可以看出,信号通过理想低通滤波器时,在通带范围内,各频率分量的振幅均放大相

同的倍数,相移与频率成正比,可以无失真传输;
 

而在阻带范围内,各频率分量振幅均衰

减为0,无法通过。

1.
 

理想低通滤波器的单位冲激响应

理想低通滤波器的频响函数为

H(ω)=
e-j

ωt0, |ω|<ωC
 
0, |ω|>ωC

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  对频响函数 H(ω)进行傅里叶反变换,可得

h(t)= -1[H(ω)]=
1
2π∫

+∞

-∞
H(ω)ejωtdω

=
1
2π∫

ωC

-ωC
e-j

ωt0ejωtdω=
1

2πj(t-t0)
ej

ω(t-t0) ωC

-ωC
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=
sinωC(t-t0)
π(t-t0)

=
ωC

πSa
[ωC(t-t0)] (3.7-26)

  也可借助傅里叶变换的性质来计算系统的单位冲激响应,将频响函数写为

H(ω)=e
-jωt0[u(ω+ωC)-u(ω+ωC)]

=G2ωC
(ω)e-jωt0 (3.7-27)

  根据傅里叶变换的对称性,可知

G2ωC
(ω)↔

ωC

πSa
(ωCt)

  结合傅里叶变换的时移特性,可得到

G2ωC
(ω)e-jωt0↔

ωC

πSa
[ωC(t-t0)]

即理想低通滤波器的单位冲激响应为

h(t)=
ωC

πSa
[ωC(t-t0)] (3.7-28)

  单位冲激信号经过理想低通滤波器后,波形的变化情况如图3-97所示。

图3-97 单位冲激信号经过理想低通滤波器

从图3-97中可以看出,单位冲激信号经过理想低通滤波器产生了失真。由于

δ(t)↔1,即单位冲激信号的频带宽度无穷大,信号经过低通滤波器后,大于ωC 的频率分

量被完全滤除,所以输出波形与输入波形有很大的不同。
由于冲激信号是在t=0时刻加入到系统中,而t<0时h(t)≠0,可以看出理想低通

滤波器为非因果系统。

2.
 

理想低通滤波器的单位阶跃响应

当单位阶跃信号通过理想低通滤波器时,其输出为

g(t)=u(t)*h(t)=∫
t

-∞
h(τ)dτ=∫

t

-∞

ωC

πSa
[ωC(τ-t0)]dτ

=
令λ=τ-t01

π∫
ωC(t-t0)

-∞
Sa(λ)dλ=

1
π∫

0

-∞
Sa(λ)dλ+

1
π∫

ωC(t-t0)

0
Sa(λ)dλ

=
1
2+

1
π∫

ωC(t-t0)

0
Sa(λ)dλ

令Si(y)=
1
π∫

y

0

sinx
x dx,则
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g(t)=
1
2+

1
πSi
[ωC(t-t0)] (3.7-29)

  图3-98给出了单位阶跃信号及其经过理想低通滤波器后的波形。

图3-98 单位阶跃信号经过理想低通滤波器

由于阶跃信号中高于ωC 的频率分量被去除,经过低通滤波器后,函数值的阶跃变化

变成了平滑的缓升。阶跃响应的最小值出现在t0-
π
ωC

处,最大值出现在t0+
π
ωC

处。通

常称响应由最小值到最大值经历的时间为上升时间,记为tr,则有

tr =
2π
ωC

(3.7-30)

  可以看出,上升时间tr 与截止频率ωC 成反比。截止频率ωC 越小,允许通过的高频

分量越少,输出信号上升越缓慢,信号失真严重;
 

截止频率ωC 越大,允许通过的高频分

量越多,输出信号上升速度越快,信号波形越接近阶跃信号。因此截止频率的选择对输

出信号波形有着决定性影响。
例3-40 已知激励信号e(t)的频谱E(ω)如图3-99(a)所示,信号经过如图3-99(b)

所示系统,分别画出信号x1(t)、x2(t)以及r(t)的频谱图。

图3-99 例3-40用图

解:
 

根据图3-99(b)可知

x1(t)=e(t)·cos10t
  由傅里叶变换的频移特性,得

x1(t)↔X1(ω)=
1
2
[E(ω+10)+E(ω-10)]

  所以x1(t)的频谱X1(ω)如图3-100所示。
因为X2(ω)=X1(ω)·H(ω),H(ω)为低通滤波器,所以x2(t)的频谱如图3-101

所示。



142  

图3-100 x1(t)的频谱图 图3-101 x2(t)的频谱图

由于r(t)=x2(t)·cos8t,故R(ω)=
1
2
[X2(ω+8)+X2(ω-8)],频谱图如图3-102

所示。

图3-102 r(t)的频谱图

3.
 

系统的物理可实现性

理想低通滤波器是非因果系统,是物理不可实现的。系统的物理可实现性可以根据

系统的单位冲激响应和频响函数进行判断。
从时域来看,系统物理可实现的条件是系统满足因果性,即

h(t)=0, t<0 (3.7-31)

  从频域来看,若系统幅频函数|H(ω)|满足平方可积条件,即

∫
+∞

-∞
|H(ω)|2dω< ∞ (3.7-32)

则系统物理可实现的必要条件为

∫
+∞

-∞

|ln|H(ω)||
1+ω2

dω< ∞ (3.7-33)

  此条件由佩利和维纳证明,因此称为佩利-维纳准则。若系统频响函数不满足此条

件,则该系统是物理不可实现的。
对于理想低通滤波器,其幅频函数平方的积分为

∫
+∞

-∞
|H(ω)|2dω=∫

ωC

-ωC
|H(ω)|2dω=∫

ωC

-ωC
dω=2ωC < ∞

  当|ω|>ωC 时,理想低通滤波器的频响函数 H(ω)=0,此时|ln|H(ω)||→∞,故

∫
+∞

-∞

|ln|H(ω)||
1+ω2

dω→ ∞

  因此理想低通滤波器不满足佩利-维纳准则,为物理不可实现系统。实际上所有的理

想滤波器由于幅频特性在某个频带内的幅值为零,都是物理不可实现的。
例3-41 图3-103是由电阻和电容组成的两个一阶RC 电路,已知R=1Ω,C=1F,
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us(t)为激励。分别计算以uC(t)和uR(t)为响应时,系统的频响函数 H(ω),并画出幅

频特性曲线。
解:

 

(1)
 

以uC(t)为响应时,系统(a)的频域电路模型如图3-104所示。

图3-103 例3-41用图 图3-104 系统(a)的频域电路模型
 

根据元件分压关系,可得

H1(ω)=
UC(ω)
Us(ω)

=

1
jωC

R+
1
jωC

=
1

jωRC+1

  代入元件参数,有

H1(ω)=
1

jω+1

图3-105 系统(b)的频域电路模型
 

  (2)
 

以uR(t)为响应时,系统(b)的频域电路模型如

图3-105所示。
此时系统的频响函数为

H2(ω)=
UR(ω)
Us(ω)

=
R

R+
1
jωC

= jω
jω+1

  两个系统的幅频函数分别为

|H1(ω)|=
1

ω2+1
, |H2(ω)|=

ω2

ω2+1

对应的幅频特性曲线分别如图3-106(a)和(b)所示。

图3-106 系统幅频特性曲线

从图中可以看出,信号经过系统(a)[图3-106(a)]时,信号中高频分量的衰减比低频

分量大,所以该系统具有低通特性,可以作为一个简单的低通滤波器,通常称为RC 低通

滤波器。而信号经过系统(b)[图3-106(b)]时,信号中低频分量的衰减比高频分量大,所
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以该系统可以作为一个简单的高通滤波器。

RC 低通滤波器的实现比较简单,抗干扰能力强,有较好的低频性能。从其幅频特性

曲线中也可以看出,与理想滤波器不同的是:
 

实际滤波器的通带幅度不是常数;
 

阻带幅

图3-107 实际滤波器的幅频特性

曲线示意图

度相对较小,但不是零;
 

同时在通带和阻带之间存

在一定频率范围的过渡带,如图3-107所示。实际

滤波器的截止频率通常定义为幅值等于0.707倍最

大幅值点(即-3dB点)的频率,幅值小于最大幅值

的1
10

的频率范围(小于-20dB)称为阻带。通常在

设计滤波器时,要求滤波器的通带幅度尽量接近常

数,过渡带的宽度越窄越好,同时通带外的频率成分

衰减得越快越好。高通滤波器、带通滤波器和带阻

滤波器也存在类似的特性。

思考题

1.
 

如何根据系统的频响函数分析系统作用?

2.
 

请比较时域和频域方法在求解系统响应时的优劣。

3.
 

完全符合无失真传输条件的系统是否存在? 实际中如何实现信号的无失真传输?

4.
 

滤波器的截止频率对输出信号有什么影响?

3.8 信号的时域采样与重建

在实际工程应用中,有时需要将连续时间信号转换为数字信号,通常称为模/数转换

(A/D转换)。模/数转换通常包括采样、量化和编码,本节重点讨论信号时域采样的过程

和要求,以及信号的时域重建。

3.8.1 信号的时域采样

从连续信号中抽取出一系列离散样值的过程称为采样。时域采样的过程可以用如

图3-108所示的开关来实现。

图3-108 开关示意图

设原信号f(t)的波形如图3-109(a)所示,采样信号为fs(t)。当开关K处于位置

“1”时,输出信号fs(t)=f(t);
 

当开关K切换到位置“2”
时,fs(t)=0。当开关在位置“1”和“2”之间进行周期切换

时,就可以完成信号的时域采样。采样信号fs(t)的波形

如图3-109(b)所示。
图3-108的开关可以用乘法运算来模拟,如图3-110

视频
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图3-109 原信号及其时域采样波形

所示。信号的采样过程可以看作输入信号f(t)与采样脉冲p(t)相乘的结果,即

fs(t)=f(t)·p(t) (3.8-1)
式中,p(t)是周期为Ts 的矩形脉冲信号,也称为开关函数。Ts 称为采样周期,也称为采

样间隔,表示多长时间采样一次;
 

fs=1/Ts 称为采样频率,表示每秒采样的次数,ωs=
2π/Ts 称为采样角频率,有时也简称为采样频率。

图3-110 采样过程模型

实际应用中,采样脉冲可以有多种形式,本节主要讨论理想采样和自然采样。

1.
 

理想采样

首先考虑一种理想化的采样情况,采样脉冲为周期冲激信号,即

p(t)=δTs
(t)= ∑

+∞

n= -∞
δ(t-nTs) (3.8-2)

此时称为理想采样。根据式(3.8-1),采样信号为

fs(t)=f(t)·p(t)=f(t)· ∑
+∞

n= -∞
δ(t-nTs)

= ∑
+∞

n= -∞
f(nTs)δ(t-nTs) (3.8-3)

  周期冲激信号p(t)的频谱函数为

P(ω)=ωs ∑
+∞

n= -∞
δ(ω-nωs) (3.8-4)

  根据频域卷积定理,采样信号fs(t)的频谱函数为

Fs(ω)=
1
2πF

(ω)*P(ω)=
1
2πF

(ω)*ωs ∑
+∞

n= -∞
δ(ω-nωs)
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=
1
Ts
∑
+∞

n= -∞
F(ω-nωs) (3.8-5)

  式(3.8-5)表明,理想采样时,采样信号的频谱函数Fs(ω)是原信号频谱函数F(ω)

以ωs 为间隔的周期重复,且幅度乘以1
Ts
。

设信号f(t)为带限信号,其时域波形如图3-111(a)所示,图3-111(b)为其频谱图,最
高频率为ωm;

 

图3-111(c)和(d)给出了理想采样脉冲信号的时域波形和频谱图;
 

图3-111(e)为采样信号的时域波形,图3-111(f)为采样频率ωs>2ωm 时采样信号的频

谱图。

图3-111 理想采样信号的时域波形和频谱图(ωs>2ωm)

图3-112和图3-113分别给出了当采样频率ωs=2ωm 和ωs<2ωm 时,采样脉冲和采

样信号的频谱图。

图3-112 ωs=2ωm 时采样脉冲和采样信号的频谱图
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图3-113 ωs<2ωm 时采样脉冲和采样信号的频谱图

比较图3-111~图3-113可以看出,当采样频率大于或等于信号最高频率的两倍时,
即ωs≥2ωm,理想采样之后信号的频谱是原信号频谱的周期重复,重复周期是ωs,频谱

幅度是原信号频谱的1/Ts 倍。当采样频率降低时,采样脉冲间隔变大,采样信号的频谱

之间的间隔变小。当ωs<2ωm 时,采样信号的频谱会发生混叠。

图3-114 自然采样脉冲波形

2.
 

自然采样

当采样脉冲为图3-114所示的周期矩形脉冲时,这
种采样方式称为自然采样。

周期矩形脉冲信号的傅里叶谱系数为

Fn =
τ
Ts
Sa

nωsτ
2  

式中,ωs=
2π
Ts
。由3.5节的分析可知,此时采样脉冲的频谱函数为

P(ω)=2π∑
+∞

n= -∞
Fnδω-nωs  =

2πτ
Ts
∑
+∞

n= -∞
Sa

nωsτ
2  δω-nωs  (3.8-6)

  故自然采样时,采样信号fs(t)的频谱函数为

Fs ω  =
1
2πF ω  *P ω  

=
1
2πF

(ω)*2πτTs
∑
+∞

n= -∞
Sa

nωsτ
2  δω-nωs  

=
τ
Ts
∑
+∞

n= -∞
Sa

nωsτ
2  F ω-nωs  (3.8-7)

  图3-115给出了原信号、采样脉冲和采样信号的时域波形,以及ωs>2ωm 时的各信

号所对应的频谱图。
与理想采样类似,自然采样信号的频谱也是原信号频谱以ωs 为间隔进行重复,只是

幅度加权系数不再是常数,而是τ
Ts
Sa

nωsτ
2  。当ωs≥2ωm 时,采样信号的频谱不发生混

叠;
 

当ωs<2ωm 时,采样信号的频谱会发生混叠。
例3-42 如图3-116(a)所示系统,信号f(t)的频谱函数如图3-116(b)所示,频响函

数如图3-116(c)所示,用δT(t)= ∑
+∞

n= -∞
δ(t-nT)对其进行理想采样,其中T=

π
4s
。
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图3-115 自然采样信号的时域波形和频谱图(ωs>2ωm)

(1)
 

画出采样信号fs(t)的频谱图;
 

(2)
 

画出输出信号y(t)的频谱图。

图3-116 例3-42用图

解:
 

(1)
 

当采样间隔T=
π
4s

时,采样频率ωs=
2π
T=8rad

/s。理想采样时采样信号

的频谱函数为

Fs(ω)=
1
Ts
∑
+∞

n= -∞
F(ω-nωs)=

4
π ∑

+∞

n= -∞
F(ω-8n)

所以采样信号fs(t)的频谱图如图3-117所示。
(2)

 

从图3-116(c)中可以看出,H(ω)为增益是π的带通滤波器。信号通过该滤波

器,频率8<|ω|<10的部分保留,幅度放大π倍,其余频率分量被滤除。因此输出信号

y(t)的频谱如图3-118所示。
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图3-117 采样信号fs(t)的频谱图 图3-118 输出信号y(t)的频谱图

3.8.2 时域采样定理

通过对理想采样和自然采样两种情况的分析可以看出,若信号f(t)的最高频率为

ωm,当采样频率ωs≥2ωm 时,Fs(ω)中各频谱分量之间互相不重叠,完整保留了原信号

的全部信息,可以从采样信号fs(t)中恢复出原信号f(t)。这一结论早在1928年由美

国工程师奈奎斯特提出,因此也称为奈奎斯特采样定理。
采样定理的具体内容为:

 

带宽有限的连续信号f(t),如果其最高频率为fm,对其进

行等间隔采样,当采样间隔小于等于1/(2fm)时,采样后的信号频谱中包含了原信号的

全部信息,可以恢复出原信号。
采样定理给出了从采样信号中恢复出原始信号的条件,即采样间隔Ts 要满足

Ts ≤
1
2fm

(3.8-8)

或采样频率满足

fs ≥2fm 或  ωs ≥2ωm (3.8-9)

  通常将满足采样定理要求的最低采样频率fs=2fm 称为奈奎斯特采样频率,把最

大采样间隔Ts=
π
ωm
=
1
2fm

称为奈奎斯特采样间隔。

例3-43 已知信号f(t)的频率范围为(-ωm,ωm),对下列信号进行理想采样,计算

无失真恢复信号的奈奎斯特采样频率。

(1)
 

f1(t)=f(2t);  (2)
 

f2(t)=f
2(t);  (3)

 

f3(t)=f(t)+f
t
4  

解:
 

(1)
 

f1(t)是对f(t)进行时域尺度变换运算的结果,根据傅里叶变换的尺度变

换特性,可得到信号f1(t)的频谱函数为

F1(ω)=
1
2F

ω
2  

  信号时域压缩,频谱扩展,因此f1(t)的最高频率为2ωm。根据采样定理,可知信号

f1(t)的奈奎斯特采样频率ωs=4ωm。
(2)

 

由傅里叶变换的频域卷积定理可知,f2(t)的频谱函数为

F2(ω)=F(ω)*F(ω)
  因此f2(t)的最高频率为2ωm。根据采样定理,可知信号f2(t)的奈奎斯特采样频

率ωs=4ωm。
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(3)
 

由傅里叶变换的线性和尺度变换特性可知,f3(t)的频谱函数为

F3(ω)=F(ω)+4F(4ω)

  F(4ω)的频率范围为 -
1
4ωm,

1
4ωm  。频域信号的频谱函数相加,范围取大,因此

f3(t)的最高频率为ωm。根据采样定理,可知信号f3(t)的奈奎斯特采样频率ωs=2ωm。
当满足采样定理时,要从无混叠的频谱Fs(ω)中恢复出原信号的频谱F(ω),只需将

信号通过理想低通滤波器,提取出原信号的频谱F(ω)即可。
信号恢复过程可以表示为

F(ω)=Fs(ω)H(ω) (3.8-10)
其中理想低通滤波器的频响函数为

H ω  =
Ts, ω <ωC
 
0, ω >ωC (3.8-11)

  要恢复原信号频谱,ωs>2ωm 时低通滤波器的截止频率应满足ωm<ωC<ωs-ωm,
如图3-119所示;

 

当ωs=2ωm 时,低通滤波器的截止频率ωC=ωm,如图3-120所示;
 

而

当ωs<2ωm 时,采样频率较小,Fs(ω)发生频谱混叠,无法从采样信号fs(t)中恢复出原

信号f(t)。

图3-119 ωs>2ωm 时信号恢复示意图 图3-120 ωs=2ωm 时信号恢复示意图

实际工程中,由于时间有限的信号,其频谱往往是无限范围,此时直接对信号进行采

样,会造成频谱混叠,因此需要将信号的频率限定在一定范围内。通常的做法是将信号

通过一个低通滤波器,去除信号中的高频分量,然后再对信号进行采样,如图3-121所示。
此时的低通滤波器也称为抗混叠滤波器。采用抗混叠滤波器虽然避免了频谱混叠,但由

于损失了高频成分,会带来信号的失真,所以只能在允许一定失真的情况下,近似恢复原

信号。

图3-121 信号通过抗混叠滤波器

由于理想滤波器是物理不可实现的,实际滤波器存在一个过渡带。若采样频率等于

信号最高频率的两倍时,通过滤波器得到的不仅是原信号的频率成分,如图3-122所示。
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因此在实际工程中,要想采样后能恢复原信号,通常要求采样频率ωs 大于信号最高频率

ωm 的两倍,一般采样频率取信号最高频率的3~5倍。

图3-122 信号通过实际滤波器

3.8.3 信号的时域重建

3.8.2节从频域分析了采样后信号恢复的过程。由于信号时域和频域是一一对应的

关系,因此也可以从时域恢复信号。通常将由离散时间信号恢复出对应连续时间信号的

过程称为信号的时域重建。
由式(3.8-3)可知,采样信号fs(t)的表达式为

fs(t)= ∑
+∞

n= -∞
f(nTs)δ(t-nTs)

  根据时域卷积定理,式(3.8-10)所表示的信号恢复过程从时域可以表示为

f(t)=fs(t)*h(t)
 

  由于理想低通滤波器的单位冲激响应h(t)=
ωCTs

π Sa(ωCt),因此可以推得

f(t)=fs(t)*h(t)= ∑
+∞

n= -∞
f(nTs)δ(t-nT)*

TsωC

π Sa(ωCt)

= ∑
+∞

n= -∞

TsωC

π f(nTs)SaωC(t-nTs)  (3.8-12)

  当ωC=
1
2ωs 时,式(3.8-12)可以简化为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
f(nTs)Sa

π
Ts
(t-nTs)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

  采样信号Sa π
Ts
(t-nTs)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 在采样点t=nTs 取值为1,在其他采样点取值为0,所

以有f(t)t=nTs
=fnTs  。采样点之间,f(t)由各个加权的抽样函数叠加而成。

根据采样定理知道,对于最高频率为ωm 的带限信号f(t),可以用采样频率ωs≥
2ωm 采集的样本点恢复出来,因此只要知道各采样点值f nTs  ,就可以确定原信号

f(t)。图3-123给出了当ωC=
1
2ωs 时,时域和频域的信号恢复过程。

 

由于fs(t)是一系列的冲激信号,冲激强度为离散样本值f(nT)。根据冲激信号的

运算特点可知,fs(t)*h(t)就是将h(t)平移nT 后、以f(nT)进行加权后求和,此时可
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图3-123 时域和频域的信号恢复过程

以在样本点f(nT)之间拟合出一条连续曲线,从而得到连续信号f(t)。这种由样本值

来重建某一函数的过程称为内插。此处利用理想低通滤波器的单位冲激响应的内插通

常称为带限内插,即只要f(t)是带限的,采样频率满足采样定理的条件,就能实现信号的

重建。

思考题

1.
 

为什么要对连续时间信号进行采样?

2.
 

对连续时间信号进行采样,采样频率的大小对采样信号的频谱有什么影响?

3.
 

信号经过采样,要恢复原信号有什么要求?

4.
 

实际系统中对信号进行采样,需要考虑哪些因素?

3.9 频域分析方法在通信系统中的应用

3.9.1 直序扩频技术

  在通信系统中,信号在信道中传输时,可能会受到各种噪声、干扰的影响,为了提升

抗干扰能力,常采用扩频通信这种方式。
香农(C.E.Shannon)在信息论研究中总结出了信道容量公式,即香农公式:
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C=B×log2(1+S/N)
式中,C 是信道容量(即极限传输速率);

 

B 是信道频带宽度;
 

S 是有用信号的平均功率;
 

N 是噪声平均功率。该公式表明,在一定信道容量下,带宽和信噪比可以互换,使用大带

宽可以有效降低通信系统对信噪比的要求。
图3-124为扩频调制系统的简化模型。发射机部分包括信道编码器、扩频码发生器

和调制器,接收机部分包括解调器、扩频码发生器和信道解码器。信号通过信道完成从

发射机到接收机的信息传输,在发送端通过调制器完成扩频,在接收端通过解调器完成

解扩。

图3-124 扩频调制系统的简化模型

扩频调制包括直接序列扩频、跳频扩频、线性调频扩频和跳时扩频等方式,本节以直

接序列扩频(简称为直序扩频)为例进行详细说明。直序扩频技术用宽带伪噪声序列(扩
频码)直接调制窄带原始发射信号,因为伪噪声序列的带宽远远大于原始发射信号带宽,
从而起到扩展发射信号频谱的作用,降低了信号的功率谱,使得信号在频域上看起来就

像背景噪声一样,难以被检测和识别。
在发送端,信号与高速扩频码序列相乘。例如,原始基带信号是二进制数据1 0 

1,扩频前通常将其转变为双极性信号1 -1 1,每个符号持续时间为Tb,其波形如

图3-125(a)所示。设扩频码伪随机码为1 0 1 0 0 1 1 0 1 1,每个符号持续

时间为Tc=Tb/10,波形如图3-125(b)所示。将基带信号与扩频码相乘,相当于用扩频

码序列将一个数据符号的波形切分为多个时间小块,扩频信号的波形如图3-125(c)
所示。

根据傅里叶变换的尺度变换特性可知,信号持续时间与信号占有频带成反比,即

f(at)↔
1
a F ω

a  
故经过扩频运算,从时域来看信号的脉冲变窄,从频域来看信号的频率范围展宽,信号的

功率谱幅度下降,如图3-126所示。
扩频后的信号通过调制在信道中传输。如果不考虑传输过程中的干扰和噪声,当接

收机在收到信号后,利用跟发送端一致的扩频码与接收信号进行相乘,实现解扩。解扩

过程如图3-127所示。
在信道传输过程中,如果信号受到干扰,则干扰信号的扩频(解频)如图3-128所示。

由于干扰信号只在接收端进行了一次扩频,因此其带宽被展宽,功率降低。解扩前后信
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图3-125 基带信号扩频过程示意

图3-126 扩频前后信号的功率谱变化示意

号和干扰的功率谱如图3-129所示。
扩频通信被广泛应用在军事通信、卫星通信、移动通信等领域,它具有以下几个

优点:
 

(1)
 

抗干扰能力强。干扰信号在接收端的解扩过程中,由本地扩频码扩展成宽带信

号,功率谱大大降低,而有用信号则恢复成窄带信号,再通过窄带滤波器滤除大部分宽带

干扰信号,只让窄带的有用信号通过,提升了抗干扰能力。
(2)

 

低截获概率。扩频将信号能量扩展到较宽的频带上,使其功率谱降低,普通接收

机难以将信号从噪声背景中区分出来,较难检测、识别和定位干扰信号的存在。
(3)

 

可以实现码分多址。若不同用户使用不同的相互正交的扩频码进行扩频,则在

接收端,只有用与发送端相同的扩频码进行解扩时,才能恢复出该用户信号,而其他用户

信号因为扩频码不匹配,功率谱较低,会被视为噪声而滤除掉,实现了多用户在同一时

间、同一频率上的信号传输。
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图3-127 解扩过程示意

图3-128 干扰信号的扩频(解扩)

图3-129 解扩前后信号和干扰的功率谱示意

3.9.2 信号调制解调

根据3.4节中傅里叶变换的频移特性可知,通过信号与e
±jω0t 相乘,可以实现信号频

谱的搬移。这一特性在通信中的一种重要应用就是调制解调。
实际应用中,很多信号的能量主要集中在低频部分,要将信号以无线电形式进行远
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距离传输,一般要求天线长度应大于波长的1/4。设某信号的频率为4000Hz,其波长λ
为75km,则天线长度要达到近20km,显然这是不可行的。但若能将信号搬移到一个较

高的频率上,如100MHz,则只需要0.75m长的天线即可。在通信中,通常把这种信号频

谱从低频段搬移到高频段的过程称为调制,在接收端将信号频谱从较高频率搬回到低

频、恢复出原信号的过程称为解调。
本节以幅度调制和频率调制为例,介绍模拟调制系统的基本原理。

1.
 

幅度调制

幅度调制由调制信号控制载波信号的幅度,以实现载波幅度随着调制信号做线性变

换。实际中常用的载波信号为正弦信号cosω0t。
(1)

 

常规调幅。
常规调幅简称为调幅(AM),是出现最早的调制方式之一。其采用的方法是将调制

图3-130 调幅系统模型

信号m(t)叠加一个直流偏量A0 后,再与载波cosω0t相

乘,即
s(t)=[A0+m(t)]cosω0t (3.9-1)

  调幅系统模型如图3-130所示。
设调制信号m(t)的频谱函数为 M(ω),由傅里叶变换

的频移特性可知,调幅信号s(t)的频谱函数为

S(ω)=πA0[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]+
1
2
[F(ω+ω0)+F(ω-ω0)]  (3.9-2)

调幅过程中信号的时域波形和频谱变化如图3-131所示。
从图3-131中的时域波形可以看出,AM信号的外包络形状与调制信号m(t)的形状

一致,因此AM信号的解调通常使用包络检波的方法来恢复信号,如图3-132所示。
包络检波电路利用二极管的单向导通性进行。当输入信号为正半周时,二极管导

通,对电容C 充电;
 

当输入信号为负半周和输入电压较小时,二极管截止,电容C 对R 放

电,检波电路的输出电压u(t)随着s(t)的包络线变化而变化。同时R 和C 组合构成低通

滤波器,可以滤除高频部分,在输出端就可以得到还原的低频信号,最后隔去直流A0 即可

得到原信号m(t)。
从图3-131中的频谱波形可以看出,AM 信号的频谱由载波分量、上边带、下边带三

部分组成。上边带的频谱结构与调制信号的频谱结构相同,下边带是上边带的镜像。所

以AM信号的带宽是基带信号带宽ωm 的2倍。AM信号的总功率包括载波功率和边带

功率两部分。显然只有边带功率才与调制信号有关,也就是说,载波分量并不携带信息,
因此有用功率(用于传输有用信息的边带功率)占信号总功率的比例相对较低,其调制效

率比较低。但AM的优点是系统结构简单、价格低廉,所以仍应用于无线电广播中。
(2)

 

双边带调制。
在AM信号中,载波分量不携带信息,导致AM的调制效率低。为了提高调制效率,

可以在传输信号中去掉载波分量,这种调制方式称为抑制载波双边带调制,简称为双边

带(DSB)调制。
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图3-131 调幅时的调制信号、加直流信号、载波信号和AM信号的时域波形和频谱图

图3-132 AM信号的解调包络检波电路示意图

设调制信号为m(t),则振幅已调信号s(t)可表示为

s(t)=m(t)cosω0t (3.9-3)

  若m(t)的频谱函数为M(ω),s(t)的频谱函数为S(ω),可知
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S(ω)↔ 12
[M(ω+ω0)+M(ω-ω0)] (3.9-4)

图3-133给出了调制过程中信号时域波形和频谱图的变化情况。

图3-133 调制过程中信号的时域波形和频谱图

在信号接收端,要从已调信号s(t)中恢复出调制信号m(t),此时需要将已调信号的

频谱搬回到低频处,采用的方法仍然是将信号s(t)与cosω0t相乘,则

g(t)=s(t)cosω0t=m(t)cosω0t×cosω0t=m(t)×
1
2
(1+cos2ω0t)

=
1
2m(t)+

1
2m(t)cos2ω0t (3.9-5)

  可计算得到g(t)的频谱函数为

G(ω)=
1
2M(ω)+

1
4
[M(ω+2ω0)+M(ω-2ω0)]

  为还原出信号m(t),只需要将信号g(t)经过增益为2的低通滤波器即可,滤波器的

截止频率满足ωm≤ωC≤2ω0-ωm。接收端的解调模型如图3-134所示。

图3-134 解调模型

这种解调方式需要在接收端产生与发送端同频

同相的本地载波信号,因此称为相干解调。获取相干

载波的方法有多种,当已调信号频谱中含有载波分量

时,可以使用滤波或者载波跟踪锁相环的方式提取载
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波;
 

当已调信号频谱中不含载波分量时,可以使用插入导频法或非线性变换法提取载波。
有兴趣的读者可以自行查阅相关资料。

2.
 

频率调制

正弦载波有幅度、频率和相位三个参量。调制信号的信息不仅可以携带于载波的幅

度变化中,而且可以携带于载波的频率或相位变化中。载波的频率随调制信号的变化而

变化称为频率调制或调频(FM),载波的相位随调制信号的变化而变化称为相位调制或

调相(PM),频率调制和相位调制统称为角度调制。本节中仅介绍频率调制。
设调频信号的一般表达式为

s(t)=Acos[ω0t+φ(t)] (3.9-6)
定义θ(t)=ω0t+φ(t)为已调信号的瞬时相位,φ(t)是相对于载波相位ω0t的瞬时相位

偏移,d
dt
[ω0t+φ(t)]是信号的瞬时角频率,d

dtφ
(t)是相对于载波频率ω0 的瞬时频率

偏移。
频率调制是指载波的瞬时频率偏移量随着调制信号m(t)的变化而变化,即

d
dtφ
(t)=KFm(t)

式中,KF 为比例系数,称为调频灵敏度[rad/(s·V)]。
此时相位偏移为

φ(t)=KF∫m(τ)dτ

可以看出,相位偏移随m(t)的积分作线性变化,将其代入式(3.9-6)中可得调频信号为

s(t)=Acosω0t+KF∫m(τ)dτ  (3.9-7)

  当调制信号振幅增强时,已调信号的波形变密集;
 

而当调制信号振幅减弱时,已调信

号的波形变稀疏,波形的变化体现了载波信号的频率偏移变化情况。图3-135给出了单

频率正弦波调频的示意图。

图3-135 单频率正弦波调频的示意图

调频信号的产生主要有直接调频和间接调频两种方法。直接调频是用调制信号直

接控制载波振荡器的频率,使其按调制信号的规律线性地变化,主要优点是在实现线性

调频的要求下,可以获得较大的频率偏移;
 

缺点是频率稳定度不高,需采用稳频措施。间

接调频首先将调制信号m(t)积分,然后对载波进行调相,从而产生一个窄带调频信号,
再经n 次倍频器得到宽带调频信号。间接调频的优点是频率稳定度好;

 

缺点是需要多次
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倍频和混频,电路较复杂。有兴趣的读者可以查看通信相关专业书籍。
调制在通信系统中起着重要的作用,它能将调制信号变成适合在信道中传输的已调

信号,提高系统的传输效率,改善系统的抗噪性能。信号调制解调可用于频分复用。频

分复用是一种按照频率来划分信道的复用方式。频分复用系统的原理如图3-136所示。
在发送端,各路信号分别与不同频率的载波相乘,调制到多个频率范围互不重叠的子通

道中。在接收端,采用不同的带通滤波器将多路信号分开,再通过解调恢复出原信号。
频分复用实现了多路信号在同一信道内的同时传输,能够有效提高信道的利用率。频分

复用主要用于模拟信号的传输,如调频广播、有线电视等,其优点是技术成熟、信道利用

率高。

图3-136 频分复用系统的原理示意图

3.9.3 滤波器

滤波器是一种能够选择性地保留或抑制特定频率成分的系统。以通信系统为例,接
收端通常需要进行时钟恢复、符号定时、信道均衡等操作,这些都需要滤波器来实现。此

外,在调制解调、射频前端等环节中,滤波器也扮演着不可或缺的角色。图3-137为数字

基带传输系统的示意图。

图3-137 数字基带传输系统的示意图

发送端利用发送滤波器限制输入信号的频带范围,并将传输码元变换为适合信道传

输的基带信号波形。在接收端采用接收滤波器接收信号,尽可能滤除信道噪声和符号间

干扰对系统性能的影响,对信道特性进行平衡,使输出的基带信号波形有利于采样判决。

3.7节中按照保留信号的频段范围不同,将滤波器分为低通、高通、带通和带阻四种

类型。由于理想滤波器在物理上无法实现,实际滤波器按照逼近理想滤波器特性的数学

方法不同,可分为巴特沃斯滤波器、切比雪夫Ⅰ型滤波器、椭圆滤波器、贝塞尔滤波器等

类型,其频响函数分别为
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巴特沃斯滤波器 |H(ω)|2=
1

1+
ω
ωC  2N

切比雪夫 Ⅰ 型滤波器 |H(ω)|2=
1

1+ε2C2N
ω
ωC  

式中,ε为表示通带波形大小的参数,ε<1;
 

CN 为N 阶切比雪夫多项式。

椭圆滤波器 |H(ω)|2=
1

1+ε2U2N
式中,ε表示波形大小;

 

UN 为N 阶雅可比椭圆函数。

贝塞尔滤波器
 

H(ω)=
BN(0)

BN
ω
ωC  

式中,BN 为N 阶贝塞尔公式。
图3-138以低通滤波器为例,分别给出了N=4时巴特沃斯、切比雪夫Ⅰ型、椭圆、贝

塞尔低通滤波器的频率响应曲线。

图3-138 四种低通滤波器频率响应曲线
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从图3-138中可以看出,不同类型的滤波器具有不同的特性,实际应用中要根据具体

的要求合理选择参数。

1.
 

通带、阻带和过渡带

3.7.4节中提到实际滤波器的截止频率ωC(或fC)通常为幅值等于0.707倍最大幅

值点(即-3dB点)的频率。截止频率决定了滤波器允许通过或抑制的频率范围。通常

把幅值大于最大值0.707倍的频率范围称为滤波器的通带;
 

而幅值小于最大幅值的

1/10的频率范围(小于-20dB)称为阻带,是信号被显著衰减的频率范围;
 

过渡带则是指

通带到阻带之间的频率区域,过渡带越窄,滤波器选择性越强,但设计复杂度越高。对于

带通和带阻滤波器,还存在上截止频率ωH 和下截止频率ωL。从图3-138中可以看出,
巴特沃斯和贝塞尔低通滤波器的过渡带下降速度较慢,切比雪夫Ⅰ型和椭圆低通滤波器

的过渡带比较陡峭,适合对过渡带陡峭度要求高的场景。

2.
 

波纹系数

波纹系数Rp 主要用来描述滤波器在通带或阻带内幅频响应的波动程度,一般可以

根据通带或阻带内幅度的最大值和最小值来计算,即

Rp =20log
|H(ω)|max
|H(ω)|min  

  波纹系数越小,说明通带或阻带内的响应越平坦。通带波纹大时,通带内信号幅度

波动明显,信号失真明显;
 

阻带波纹大时,阻带衰减不足,可能出现干扰信号泄漏。不同

类型的滤波器,其通带波纹特性不同。从图3-138中可以看出,巴特沃斯低通滤波器的通

带和阻带均较平坦,切比雪夫Ⅰ型低通滤波器的通带波纹比较明显,椭圆低通滤波器的

通带和阻带均有波纹,贝塞尔低通滤波器则具有最平坦的幅度和相位响应,适合对相位

一致性要求高的场景。

3.
 

滤波器阶数

阶数指的是滤波器的多项式阶数,反映了滤波器传递函数的复杂度。图3-139以巴

特沃斯和切比雪夫Ⅰ型低通滤波器为例给出了不同阶数时的频率响应曲线,可以看出滤

波器阶数 N 越高,过渡带越陡峭,阻带衰减越大。一般来说,二十阶滤波器的过渡带宽

度可能仅为二阶滤波器的1/10,频率选择性显著提升,在阻带内对噪声和干扰的抑制更

强,适用于通信系统和精密测量设备。但阶数高也就意味着需要更多元件,电路结构复

杂,导致电路体积增大。同时,高阶也意味着需要更多的计算资源和时间消耗,相位特性

更复杂,稳定性差。

4.
 

品质因素

在带通、带阻滤波器中还有一个重要的参数是品质因素Q,它是衡量滤波器频率选

择性和能量效率的核心参数,直接决定滤波器的带宽、陡峭度和插入损耗等性能。
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图3-139 不同阶数时的巴特沃斯和切比雪夫Ⅰ型低通滤波器频率响应曲线

图3-140给出了不同Q 值时带通滤波器的幅频特性曲线。可以看出,当Q 值小时,
滤波器的频率选择性比较差;

 

当Q 值大时,滤波器具有陡峭过渡带,频率选择性高,抑制

干扰能力强。然而,Q 值大也会造成插入损耗大,相位非线性严重,设计相对复杂。

图3-140 不同Q 值时带通滤波器的幅频特性曲线

除了以上参数,不同滤波器设计、使用时还有其他参数需要综合考虑,本书就不做进

一步介绍了,有兴趣的读者可以查阅相关资料。

3.9.4 信号采样

3.8节中详细介绍了将模拟信号转换成数字信号的第一步———时域采样,通过分析

采样前后的信号频谱,得出了奈奎斯特采样定理,即对低通带宽有限信号进行采样时,当
采样频率大于或等于信号最高频率的两倍时,能够从采样信号中无失真地恢复出原信

号。实际上,信号采样后能否恢复的关键是看采样信号的频谱是否混叠,有时采样频率
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低于奈奎斯特采样频率,但如果采样信号的频谱没有发生混叠,也是可以恢复信号的。
通常将采样频率低于信号最高频率两倍的采样称为欠采样,将采样频率远高于信号最高

频率两倍的采样称为过采样。

1.
 

欠采样

3.8节中讨论的信号的主要能量集中在低频范围(0~ωm),这类信号通常称为低通

(基带)信号,所以奈奎斯特采样定理又称为低通采样定理。对于低通信号来说,当采样

频率小于奈奎斯特采样频率时,采样时会发生频谱混叠,在信号恢复时会导致信息失真。
如果信号频谱分布在非零中心频率ω0 两侧的有限带宽[ωL,ωH]内,此时信号的带宽为

B=ωH-ωL。这样的信号称为带通信号,其频谱示意图如图3-141所示,其中“+”表示

正频率部分,“-”表示负频率部分。带通信号也可以通过调制技术将基带信号频谱搬移

至高频段而形成。

图3-141 带通信号频谱示意图

可以看出,由于带通信号频谱波形之间有较大空隙,如果按照奈奎斯特采样定理对

带通信号进行采样会形成频带的浪费。可以证明,当B≪ω0 时,对频率范围为[ωL,ωH]

的带通信号进行采样,只要最低采样频率满足
2ωH

n ≤ωs≤
2ωL

n-1
,就能恢复原信号,其中n

是满足n≤
ωH

B
的正整数。这称为带通采样定理,此时即使采样频率小于奈奎斯特采样频

率,采样信号频谱也不会发生混叠,如图3-142所示。因此,接收机只需要采用带通滤波

器即可无失真地恢复出原始信号。

图3-142 采样频率小于奈奎斯特采样频率时的信号频谱示意图

带通采样定理在频分复用信号数字化、数字接收机的中频采样信号数字化等方面有

着重要的作用。在对高频信号进行采样时,可以有效降低采样频率,从而降低对射频

ADC的要求,可以采用中低端的通用ADC实现数字化,价格低、功率小,降低了硬件成
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本和系统复杂度。

2.
 

过采样

3.8节中提到,由于实际滤波器存在过渡带,当采样频率等于信号最高频率的两倍

时,通过滤波器得到的不仅是原信号的频率成分,所以采样频率一般要大于信号最高频

率的两倍。而过采样时采样频率ωs 远高于奈奎斯特采样频率(即
 

ωs≫2ωm),通常为4
倍、8倍、64倍甚至更高。

一般信号在采样前要经过抗混叠滤波器,抗混叠滤波器需要一个非常陡峭的滚降特性

(即过渡带非常窄),才能在ωm 和ωs-ωm 之间极窄的频带内将信号衰减到足够低。这种

模拟滤波器设计难度大、成本高且会引入相位失真。而过采样时,由于(ωs-ωm)≫ωm,为
抗混叠滤波器提供了一个很宽的过渡带,放宽了对抗混叠滤波器的性能要求,有效避免了

高频噪声混叠到有效频带内。同时,信号采样量化过程中会引入量化噪声,而量化噪声在

频域上是均匀分布的,增大采样频率也增加了采样点数,量化噪声功率会被分散到更宽的

频带。由于有用信号主要集中在低频范围,通过低通滤波器可以滤除带外噪声,降低带内

噪声功率,从而显著提高信噪比。在通信系统中,过采样有助于更精确地进行载波同步。

习题3

3-1 求图3-143所示周期信号的三角形式的傅里叶级数展开式。

图3-143 题3-1图

3-2 求图3-144所示周期信号的复指数形式的傅里叶级数展开式。

图3-144 题3-2图

3-3 信号f(t)=3sin(2t+π/6)+cos(3t+π/3)-cos(4t+π/8),画出该信号的三

角形式的傅里叶级数频谱图。

3-4 已知周期信号的单边频谱如图3-145所示,写出该信号标准三角形式的傅里叶

级数展开式。

3-5 画出题3-4所示信号的双边频谱图,并写出其复指数形式的傅里叶级数展开式。
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图3-145 题3-4图

3-6 周期信号f(t)的双边频谱如图3-146所示,请写出其三角形式的傅里叶级数

展开式。

图
 

3-146 题3-6图
 

图3-147 题3-7图

3-7 已知周期矩形信号的波形如图3-147所

示。求:
 

(1)
 

当信号f1(t)参数为τ=0.5μs、T=4μs、

E=1V时,该信号的直流分量和谱线间隔;
 

(2)
 

当信号f2(t)的参数为τ=1.5μs、T=
3μs、E=3V时,该信号的直流分量和谱线间隔。

3-8 求信号f(t)=2u(t+1)-2u(t-3)的傅

里叶变换。

3-9 已知信号的频谱函数为F(ω)=
1

(jω)2+5jω+4
,求原信号f(t)。

3-10 已知f(t)↔F(ω),利用傅里叶变换的性质,求下列信号的傅里叶变换。

(1)
 

f1(t)=f
1
3t  ;    (2) 

f2(t)=f(t+3);

(3)
 

f3(t)=f(3t-4);   (4)
 

f4(t)=f(2-2t);

(5)
 

f5(t)=f(t)cost;   (6)
 

f6(t)=f(t-1)e
-jω0t;

(7)
 

f7(t)=t
d
dtf
(t);   (8)

 

f8(t)=(t-3)f(t-3)。

3-11 求下列信号的傅里叶变换。

(1)
 

G2(3t);
 

 (2)
 

ej2t;
 

 (3)
 sin2t
t
。

3-12 已知门函数EGτ(t)的频谱函数为G ω  =EτSaωτ
2  ,求图3-148所示信号
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f(t)的频谱函数F(ω)。

3-13 求图3-149所示信号f(t)的傅里叶变换F(ω),并画出频谱图。

ft  =
cosω0t, t ≤T
 
0, t >T 

图3-148 题3-12图 图3-149 题3-13图

3-14 已知信号f(t)的波形如图3-150所示,求其傅里叶变换F(ω)。

图3-150 题3-14图

3-15 f1(t)与f2(t)的波形如图3-151所示,已知 [f1(t)]=F1(ω),求f2(t)的
频谱函数F2(ω)。

图3-151 题3-15图

3-16 利用傅里叶变换的对称性,求下列信号的傅里叶反变换。
(1)

 

F(ω)=u(ω+ω0)-u(ω-ω0);
(2)

 

F(ω)=δ(ω-ω0)。

 图3-152 题3-17图

3-17 已知信号f(t)的傅里叶变换F(ω)如图3-152
所示,求信号f(t)。

3-18 已知信号f1(t)与f2(t)的频谱分别如图3-153
所示,画出f1(t)+f2(t)、f1(t)*f2(t)、f1(t)·f2(t)
的频谱图。

3-19 求图3-154所示周期信号的傅里叶变换。
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图3-153 题3-18图 图3-154 题3-19图

3-20 已知LTI系统的微分方程为d
2

dt2
r(t)+6

d
dtr
(t)+8r(t)=2e(t),其中激励为

e(t),响应为r(t),求系统频响函数 H(ω)和单位冲激响应h(t)。

3-21 求图3-155所示电路系统的频响函数 H(ω),其中u(t)为输入,u1(t)为输出。

3-22 电路结构如图3-156所示,激励信号为u(t),响应为uC(t),求该电路系统的

频响函数 H(ω)。

图3-155 题3-21图 图3-156 题3-22图

图3-157 题3-23图

3-23 图3-157所示电路系统中,激励为e(t),响
应为v(t),求系统的频响函数 H(ω)和单位冲激响应

h(t)。

3-24 某 二 阶 系 统 的 频 响 函 数 为 H (ω)=
jω+3

(jω)2+3jω+2
,写出该系统的微分方程,并求单位冲

激响应h(t)。
3-25 某LTI系统的频响函数 H(ω)=-2jω,当激励为下列信号时,分别求零状态

响应r(t)。

(1)
 

sint;   (2)
 

cos2t+
π
6  ;   (3) 

2sin2t-cos3t。

3-26 已知LTI系统的微分方程为

d2

dt2
r(t)+7

d
dtr
(t)+10r(t)=e(t)+e'(t)

  当激励e(t)=e-tu(t)时,求系统的零状态响应r(t)。
3-27 如图3-158(a)所示系统中,已知e1(t)=cos2t,e2(t)=cos5t,系统频响函数

H(ω)如图3-158(b)所示,试求响应r(t)。

3-28 已知某LTI系统的频响函数 H(ω)=
1-jω
1+jω

,求单位冲激响应h(t),并计算当
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图3-158 题3-27图

激励e(t)=e-2tu(t)时的零状态响应r(t)。

3-29 已知LTI系统的激励为e(t)=sin2t+cos5t,经过频响函数如图3-159所示的

系统,求输出r(t),并判断输出的失真情况。

图3-159 题3-29图

3-30 设系统的频响函数为

H(ω)=
e-2jω, |ω|<6
 
0, |ω|>6 

 

若系统激励为e(t)=
sin4t
t cos6t,求系统响应r(t)。

3-31 已知某信号e(t)的频谱如图3-160(a)所示,信号经过图3-160(b)所示系统,
画出系统A、B、C、D 各点信号的频谱图。

H1(ω)=
2, ω ≤100
 
0, ω >100  H2(ω)=

1, ω ≤50
 
0, ω >50 

图3-160 题3-31图

  3-32 已知某系统如图3-161(a)所示,其中信号e(t)的频谱如图3-161(b)所示,理
想低通滤波器的频响函数如图3-161(c)所示,分别画出x(t)和r(t)的频谱图。

3-33 信号经过如图3-162(a)所示系统,已知信号e(t)的频谱如图3-162(b)所示,

p(t)= ∑
+∞

n= -∞
δ(t-nT)。
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图3-161 题3-32图

图3-162 题3-33图

(1)
 

当T=0.1s时,画出r(t)的频谱图;
 

(2)
 

当T=1/3s时,画出r(t)的频谱图。

3-34 已知信号f1(t)的最高频率为50Hz,信号f2(t)的最高频率为80Hz,若对下

列信号进行时域采样,求最小采样频率fs。

(1)
 

f21(t);      (2)
 

f1(t)*f2(t);

(3)
 

f1(t)+f1
t
2  ;   (4) 

f1(t)·f2(t)。

3-35 若对下列信号进行采样,求无失真恢复信号的最小采样频率ωs。

(1)
 

Sa(50t);  (2)
 

Sa2(50t);  (3)
 

Sa5(50t)+Sa4(80t)。


