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����
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�����. ��

�����, �
�������
, �������������, ��������
������
. ����, ���������������,������� 7 
. �

�Æ�, �������
�����	������������. ���, �
��


�����, 
�������	����
���������.

������

��������	�����	��, ����������� F = ma ���

���
. ��������Q, ��� qi(i = 1, 2, · · ·) �	��������. ���

������� L(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n, t), ���� L(qi, q̇i, t). ��, L �������

���, � q̇i =
dqi

dt
������. ���������

δ

∫ b

a

L(qi, q̇i, t)dt = 0. (1.1.1)
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��

��
�, ���������� [a, b] ����� Q ��������� qi(t), ���
�, ������	������. �
��
��, ���������������

��
����. ���
� δqi �����, ��������������, ���

����, � (1.1.1) �����
�� δqi 


n∑
i=1

∫ b

a

( ∂L
∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i

)
dt = 0. (1.1.2)

 �����Æ����, ����

δq̇i =
d
dt
δqi.

��, �� (1.1.2) �� 2 �������, � �� t = a �� t = b ������
δqi = 0, � (1.1.2) ���

n∑
i=1

∫ b

a

[ ∂L
∂qi

− d
dt

( ∂L
∂q̇i

)]
δqidt = 0. (1.1.3)

�� δqi ���� ( ��!���!), � (1.1.2) ����� - �����	

d
dt
∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, · · · , n. (1.1.4)

���
� [Hamilton, 1834] �������, ��
����!���, �
����


�����. �� 7 
�� 8 
��
�����	������.

�� N �����	����������������, �
�������

Q = R
3N = R

3 × · · · × R
3 (N�R

3), �� L �������������

L(qi, q̇i, t) =
1
2

N∑
i=1

mi‖q̇i‖2 − V (qi)�, (1.1.5)

���
� Q ����� q1, · · · , qN , �� qi ∈ R
3. ���"�, �� - ����	��

(1.1.4) ��������

d
dt

(miq̇i) = −∂V
∂qi

, i = 1, · · · , N, (1.1.6)

��
�� V �������� F = ma. ���
� ��, ��#�� �����
������.

� ��$��!%� %��%"&����#"!.
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��, ��������, �
#"������� Q (��� (q1, · · · , qn)), ���

�	�
�� TQ, ����� Q ��
 . TQ ������

(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n),


��������	�� L : TQ→ R.

��
�, ���	��!�

���. �� gij(q) ����������, "�

�'� (��, � ���	��� q 
������ n× n '�), ��(������
���

L(qi, q̇i) =
1
2

n∑
i,j=1

gij(q)q̇iq̇j , (1.1.7)

������$� (����#�� 7.5 �) �� - ����	���������	�.

��, ���	�$#� (�����������
�) ���

�	���. #�,

�����	�%����
�����������
.

���������)���&����. ��	� ($
������) ���
ϕ1,· · · , ϕm %� qi, #�, � ϕj (j = 1, · · · ,m) ������ xi ������. ��, L �

� ϕ1, · · · , ϕm, ϕ̇1, · · · , ϕ̇m �����������. ���
� ����
����

#�, $�
��, *�&��', ���
��� - ����	��'
�. ��� - �

���	��, �
�������Æ����%����.

�����

���(��
���, �
������

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, · · · , n, (1.1.8)

	���$ (qi, q̇i) �→ (qi, pi), ��������

H(qi, pi, t) =
n∑
j=1

pj q̇
j − L(qi, q̇i, t). (1.1.9)

���	���$, � �����, ��	%��

∂H

∂pi
= q̇i +

n∑
j=1

(
pj
∂q̇j

∂pi
− ∂L

∂q̇j
∂q̇j

∂pi

)
= q̇i (1.1.10)

�

∂H

∂qi
=

n∑
j=1

pj
∂q̇j

∂qi
− ∂L

∂qi
−

n∑
j=1

(
− ∂L

∂q̇j
∂q̇j

∂qi

)
= − ∂L

∂qi
, (1.1.11)
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��

��� (1.1.8) ����).  �� (1.1.4) �� (1.1.8), �
��� (1.1.11) ���

∂H

∂qi
= − d

dt
pi. (1.1.12)

��, �� - ����	��������	
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi

,

(1.1.13)

�� i = 1, · · · , n. + ������, ���,����� ϕ1, · · · , ϕm ������
π1, · · · , πm ��
����	��

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂ϕa

∂t
=
δH

δπa
,

∂πa
∂t

= − δH
δϕa

,

(1.1.14)

�� a = 1, · · · ,m, H �� ϕa � πa �Æ�, ����"�������	����
∫

Rn

δH

δϕ1
δϕ1dnx = lim

ε→0

1
ε
[H(ϕ1 + εδϕ1, ϕ2, · · · , ϕm, π1, · · · , πm)

−H(ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm, π1, · · · , πm)], (1.1.15)

+ ���
δH

δϕ2
, · · · , δH

δπm
. 	� (1.1.13) �	� (1.1.14) �������
����

Ḟ = {F,H}, (1.1.16)


	�������, �-��	�

{F,G} =
n∑
i=1

(∂F
∂q̇i

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
(1.1.17)

�

{F,G} =
m∑
a=1

∫
Rn

( δF
δϕa

δG

δπa
− δF
δπa

δG

δϕa

)
dnx (1.1.18)

��.


	������� Q(��� (q1, · · · , qn)) �
��
�� T ∗Q, �� Q ���

, ��
�� (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn). ������, ����(1.1.17) ������,

�!�, {F,G} ����������. ���"-�� {F,G} = −{G,F}, #	�,
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{H,H} = 0, 
� (1.1.16) �� Ḣ = 0, ����$#�. ����������.
�/

�$#���������.

��
�����
������. ���� - ����	�, �
�
 q-�� (�

���) ����, 
���
�	��
�
 (q, p)-�� (��
��) ����. %�

$�, �����
�

δ

∫ b

a

[ n∑
i=1

piq̇
i −H(qj , pj)

]
dt = 0, (1.1.19)

�!���Æ piδq
i = 0.

�� ���%�����������������	, ������
*&�
&�, � Whittaker [1927], Goldstein [1980], Arnold [1989], Thirring [1978], �� Abraham

� Marsden [1978]. �'�� �����	�

�'	���"	�. �


��

���������� - ����	�����

��������. �$, �
�*

!+����&�����(���

�Æ��%	��0�; #�, ��� Chernoff

� Marsden [1974] �� Marsden � Hughes [1983].

	


1.1-1 ����%���, **��"-�� ���Æ��. �( F � K ��

2n ��� (q1, q2, · · · , qn, p1, p2, · · · , pn) ���, ���

{F,K} =
n∑
i=1

(∂F
∂qi

∂K

∂pi
− ∂K

∂qi
∂F

∂pi

)
,

�#�� {L, {F,K}}+ {K, {L,F}}+ {F, {K,L}} = 0 ��.

1.2 
�

�
����
")� 1.1 ���	�����, �� 19 )'�*�*,. #�,

Clebsch [1857, 1859] ��, ��(�����
�����	, 
�����
!�

� . �
����� 1.4 ������.

���
��#

��$����, ����+��	�����	��������� (�� 15 


�����)�

 "� Clebsch ,#)#*-$1 !#%*, ."! Marsden $ Weinstein [1983], Marsden, Ratiu $
Weinstein [1984a, 1984b], Cendra $ Marsden [1987], "+ Cendra, Ibort $ Marsden [1987].
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��

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

I1Ω̇1 = (I2 − I3)Ω2Ω3,

I2Ω̇2 = (I3 − I1)Ω3Ω1,

I3Ω̇3 = (I1 − I2)Ω1Ω2,

(1.2.1)

�� Ω = (Ω1,Ω2,Ω3) ���	���(
��������������������
��), 
 I1, I2, I3 ��,�����$����# (���/��%�') ���.

	�� (1.2.1) �&��
����������"�
����? ��
 ��	

�, �
��
�����	�� (1.1.13) ������
���.

(���	������ ("�
�) �����**�	�����������

� θ, ϕ, ψ ���
��� θ̇, ϕ̇, ψ̇ ("���� pθ, pϕ, pψ) ��	����%, �����

	���
�� - ���� ("���
�) ��. �
, ��� ��� 6 �	�, 
�

����� (1.2.1) �� 3 �	��$���.

������

��(�� (1.2.1) �������, ��������

L(Ω) =
1
2
(I1Ω2

1 + I2Ω2
2 + I3Ω2

3 ), (1.2.2)

� 15 
�� ��Æ�, �������� (��) ��. ��, �� (1.2.1) ��

d
dt
∂L

∂Ω
=
∂L

∂Ω
× Ω . (1.2.3)

�
	����������� [Lagrange, 1788,� 22, 212#]�,��!�3 [Poincaré,

1901b] �����4%�. �� 13 
�, �
����
����� - ����	. �


����� (1.2.3) �������
, ���� - ����	�����

+ ,$�

���� Ω ���. ���Æ, � (1.2.3) ���

δ

∫ b

a

Ldt = 0, (1.2.4)

��, Ω ����+������

δΩ = Σ̇ + Ω × Σ , (1.2.5)

�� Σ � R
3 ������, ��!��� 0. �
������
 (1.1.1) ����� -

����	� (1.1.4), ����	������ (1.2.3) �� (1.2.4) ����; �5,

1.2-2. ���, �
��� 13 
�����
� “���” ���
 (1.1.1) �����

���
.
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�����

��
(����

��&�"-�, ��
�Æ�
�
���� (1.1.17), �

����	��-���,.
�/��
�

. �Æ����, �
�����

Πi = IiΩi =
∂L

∂Ωi
, i = 1, 2, 3, (1.2.6)

����	��� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Π̇1 =
I2 − I3
I2I3

Π2Π3,

Π̇2 =
I3 − I1
I3I1

Π3Π1,

Π̇3 =
I1 − I2
I1I2

Π1Π2,

(1.2.7)

�

Π̇ = Π × Ω . (1.2.8)

� Π ���������
��

{F,G}(Π ) = −Π · (∇F ×∇G) (1.2.9)

��
���

H =
1
2

(Π 2
1

I1
+

Π 2
2

I2
+

Π 2
3

I3

)
. (1.2.10)

��$� (5, 1.2-3), ��	� (1.2.7) ���

Ḟ = {F,H}.% (1.2.11)

������ (1.2.11)�	�, 
'�
����0���, '����'$#; ��

�, �

C(Π ) =
1
2
(Π 2

1 + Π 2
2 + Π 2

3 ),


 ∇C(Π ) = Π , �


d
dt

1
2
(Π 2

1 + Π 2
2 + Π 2

3 ) = {C,H}(Π ) (1.2.12)

% (�6-#()*"/+!$.0)*+1%!#, 2 Arnold [1966a, 1969], $ Sudarshan $ Mukunda

[1974] +&"(,&&7,#"!/!1-28()+! (Pauli [1953], Martin [1959] $ Nambu [1973] '-2
 0('#"!). 9 .#, (/"! (1.2.4) %!121$ Poincaré [1901b] $ Hamel [1904] +, $"�:�#

/!"!$ Newcomb [1962] $ Bretherton [1970] +-2, 3"� )3"#/!"!$ Marsden $ Scheurle

[1993a, 1993b] +-2.
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= −Π · (∇C ×∇H) (1.2.13)

= −Π · (Π ×∇H) = 0. (1.2.14)


��%���, ��� F , 
 {C,F} = 0. 2���%����"�-$����
�������; ���
� ��, �
���� ���������	�*.

	


1.2-1 ����%���, ���"-�� 3�+#��. ���Æ, �� F �

K �� (Π1,Π2,Π3) ���, ����

{F,K}(Π ) = −Π · (∇F ×∇K),

��#�� {L, {F,K}}+ {K, {L,F}}+ {F, {K,L}} = 0 ��.

1.2-2 ��$�, ��������� δΩ = Σ̇ + Ω × Σ , �� Σ �!��� 0, �

����	����

δ

∫
Ldt = 0.

1.2-3 ��$�, �����	����	�

d
dt
F = {F,H},

�� { , } ����"-�, H ����
���.

1.2-4 (a) ��, ��
 SO(3) �������� !, ���4� S2 ����
,

��� R
3 ���4��.��4�..

(b)  ��	�����
��S2 ��� (���) 4������� 0, ��

SO(3)�"�� S2 × S1.

1.3 � - �
��,�
��,����

�����
����"-�����# � g 
�����

��##, 
�

�4%� g ���4���, �4
��'�������-� [ξ, η], ��-���


ξ, η, ζ ∈ g � �	3�+#���

[[ξ, η], ζ] + [[ζ, ξ], η] + [[η, ζ], ξ] = 0. (1.3.1)

* H.B.G.Casimir 1 P.Ehrenfest #-5, (';(�#%-6-.58 &/)-0#'%, ())*/1
6+27(,)-#*6.7<1'.. 20, Ehrenfest � 1900 +,3$ Boltzmann 15858 &"�:�

66-#(/*=#'%, (1701822, /"92#, 301 Clebsch #1..3:>:�#3+#%,4 .

/-4, Ehrenfest �#1 Gauss-Hertz 3;8.*=, 30154�#*"/*=. (1��/05</=#-9.
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#�, 
	���
�4%�� g = R
3, �4
-� [ξ, η] = ξ × η, ����4�3�.

�� - ����#

��� g �����
�
�, � δΩ = Σ̇ + Ω ×Σ �$� δξ = η̇ + [η, ξ]. ����

� g ����	����� - ����	, �
�� 13 
�������. �
	��


+���&�4%����. ���
+����>	�
, �
 ��	��. ��

g ���� e1, · · · , er (�
 dim g = r), )�#�Cdab �	�

[ea, eb] =
r∑
d=1

Cdabed, a, b = 1, · · · , r (1.3.2)

��. �� ξ �4%����.�, ���������� ξa ��, � ξ =
r∑

a=1
ξaea. �

� e1, · · · , er ��	�$*+, �������� L ����������
∂L

∂ξa
. ���

� - !�3	��

d
dt
∂L

∂ξd
=

r∑
a,b=1

Cbad
∂L

∂ξb
ξa, (1.3.3)

�������
d
dt
∂L

∂ξ
= ad∗

ξ

d
dt
∂L

∂ξ
,

�� adξ : g → g ���/: η �→ [ξ, η], 
 ad∗
ξ : g∗ → g∗ ��$*��. #�, ��

L : R
3 → R, �� - ����	�

d
dt
∂L

∂Ω
=
∂L

∂Ω
× Ω ,

�����������	�. �����0��, ��������
	����+

��/4��� L ��9�� [Lagrange, 1788, � 2 2, 	� A, � 212 #], 
!�3

[Poincaré, 1901b] ��������4%�.

��������
��, ��� δξ = η̇ + [ξ, η] ��
��, �� - !�3	��

��

δ

∫
Ldt = 0, (1.3.4)

�� η � g ����, ��!��� 0.
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� - 6��#

�
5����������"-��� F,G ����0�� g∗ �. � µ �� g∗

�.�, � F � µ ��������

lim
ε→0

1
ε
[F (µ+ εδµ) − F (µ)] =

〈
δµ,
δF

δµ

〉
, ∀ δµ ∈ g∗ (1.3.5)

��� g ����.�
δF

δµ
, �� 〈 , 〉 �� g∗ � g ���1�. �;&��� g �

g∗ ��
�����, �� (1.3.5) ���� (1.1.15) ����
δF

δϕ
����
%�. �


�

{F,G}±(µ) = ±
〈
µ,

[δF
δµ

,
δG

δµ

]〉
(1.3.6)

�� (±)# - �
��.  ����������, (±) 4 - �"-���

{F,G}±(µ) = ±
r∑

a,b,d=1

Cdabµd
∂F

∂µa

∂G

∂µb
, (1.3.7)

�� µ = µae
a.

6���

4 - �"-��������-�
 4 �,.
��������
%& 1 {F,G} �� F � G ��'���.

%& 2(����) {F,G} = −{G,F}.
%& 3(3�+#��) {{F,G}, H} + {{H,F}, G} + {{G,H}, F} = 0.

%& 4(3#2:#��) {FG,H} = F{G,H} + {F,H}G.

���� (��� n � “66��”)P , ���� �� 1∼4 � F(P ) (P ��66�

���) ��-�����, ������
,�. #	�, g∗ ����"��. �� 10 


�, �
����"�������.

#�, ���� g = R
3, �-���3� [x, y] = x× y, �� g∗ ��� g, 	� R

3 �

��� (� 〈Π , x〉 = Π · x ������), �� (−) 4 - �"-������-�.

�����7

����"�� (P, {·, ·}) �, 
	����� H �
��4��, �	 XH , �
�

	������66�� F : P → R, 
#��

〈dF,XH〉 = dF ·XH = {F,H},
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