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1.1 � � � �

���� (Mathematical Programming) ��������������, ����
������������������. ������ 20 �� 40 ���, �����

���� Robert Dorfman �����, ����	�
�	��	�, 
������
������
������������. �����

��
�Æ����� (	
�� 1.1)


(1) �
���	�	, 
	��������������, �
����

�
�����. ����������
	, �
�������������	�.

(2) 
�
���	�	�������� (	�). ��
��������
��
����, �������.

(3) ������
����
�����	�
���Æ��, Æ���	���

����
�.

� 1.1 ���������

����	���������
���, ������
�������	�, �


������	��������
���. ��, ���������	����
���� (��) ����������	, ������������������
(������, ����������). ��, �����������������
(optimization).

���� (��	) ���������, ������������������ .

�������������!����	��

(1) ����
�, 
����Æ���������
����, 
������

�����
�������
 �?
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(2) ����!�$��%��	��������������������, 


�
����
��
�, 
������"��"����
������&?

(3) ������, 
��'�	�	�, �����������
��
, (�#

�����)$?

(4) 
���������� ���%&? �

������������, �

 !*� �����!�
��'+"
�� !,����, "��� �
��
"�����#�$�� ��(������ +�, %���%&���
�)�
�-�, ��.�"#���&*?

(5) 
���� ������+!	, �!��/'�"��, (�,#�/'�

� , $�-
���0%��
?

(6) 
�$���	���������,��	���, (!����"%� (�"
�) �
?


&&����', ��	1���.(�/�. “#0'Æ” ��(1�)���

����$�2���, � Æ�'�
�#��!�(�1� ()����%�" (�
�	) ��). .�����������%&&�3*�4��%*/'��+5��
�2��	��, 
3+,�$,�&%(1280) �
 “6-&4”(6./���/)��
#))�
6.'(*�-75(*0)1-��	 (3+,�+� “��”) ��� [47].

�'�, Fermat � 1637 ���� “
��������”, ����
 Fermat ��

��". Newton � Leibniz �$�(6��
���2Æ���	��.7�����
�. 
%��, Leibniz � 1684 ����+�&(��"&)�'�*��
�����
	�
()����+. ��, Euler, Poincare � Hilbert � Fermat ���������
��, $�*)����*	���, 
�
���+3�	��. ��, ��8��*,

,����/'�+�#� Fermat ���,�. �,�, Fermat ����	+�
“�
���9�” �$�-, �������
'
 Fermat ����", 
48����
����5 [56]. 6!, Euler, Lagrange �2�������1���	
97.�2�.

Lagrange-��/8/��������:0�	�������+�. Fourier� 1826

����4������0��)����"�:- ——)������3*. 1847�

Cauchy 3*�;�	;11�����/����, .��
�*:0�	����2
���.

	�����, ��2��, 1-��,��	�
. 9

.�� �������
����	; :<��33�;�4��2�����3'�; �..�	�� �, �

�+"�=����)��/���*4���; >)
�)�6�)/0����4
;��)�
��/0�"�0, ���
�1, �<�+5=��0���,>)�/



1.1 �>?? 3

01/��<5�+.

��.����
.�8���2�����	�
, �5
	
�6��. ���
�����, �������+23���2��. 1939 ��6@� Kantorovich �4�
��$���=���������%, 
A�)���	�, �����B���/7

��, ����)����3� (4� Kantorovich �����6@�)�@8�). �>

���', ������5�� —— )���, ?�����+23���2����
��

"�C��0��. � 1947 �, Dantzig ��.��)������	�, ��
.��
�)����Æ6	��. �	��@7��9����'��A�, ���

������, ���5�6�@D��!��7!A���. 
%��, Dantzig ��

E����"8��(
���0�97�$'Æ6	���
�1 ��. ����

������
��������,�, Dantzig ����"&���� “)��!��

� (programming in a linear structure)”. )�����'�?����� Koopmans �

Dantzig � 1948 �2%	BF8C:�".��. � 1949 �, 2������+�3�
B����CD9��G�, �B��=� Koopmans �������;
$�����
�E'�� (Activity Analysis of Production and Allocation)%, �%�������:�
�������D3.

+23���2�, )�����E2������ <4, )�#���(���



���=���/7����B���FG�;��
��8�������. ���
5�, �����,�����1�C���0�. ��, 
������":-� ��
� (operation research) %F���������� ��������0������
�'��. �
, � 1947�
�, Koopmans���, )����.(����"�3*.

7������HG, ��������
2�3*. 1975�=(H'��H� Nobel�

��I<I� L.V. Kantorovich � T.C. Koopmans, 9����=)�)�����, �

J���������� , ���������� IK5. �: 20 �+�, Nobel

��I (1994 �) (,J�Æ6%�"!', ��'�%�"�3*�>���:�.
�)����%�� “��Æ��”�>�� Kuhn � Tucker � 1950 ���.�

� [26]. �)����3*1�� Kuhn-Tucker+3�����������:�C�E
K0�. � 20 �� 60 ��, ���)����+�33*9���"��%�)���
�3*, .�����
���. ?2��%�@��)������ABL8��, 9



Sylvester � 1857�.����:���� N �)���M��� [33], 4�, �
�
������#���������:+�, ��8����
��)�����7;
�'�)����3*.

�����������, Edmonds � 1965 �.�� ���� (good algorithm) �

�
�4������D3 [6,42]. Æ6	���
������Æ
��, ;1)�#�
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�J��<? � 1972�, Klee� Minty�$, Æ6	����
�)�������J�
� [25]. ��, 6����(���, )����#-���J��<?1979 �, Khachian

I����K�� ;, �C$�
�<� Shor, Yudin � Nemirovskii �Æ�����

8=��, ��#
�
�)�����J�� (
����"��)[10,24,41]. 1984 �, �

� AT&T @=
ÆD� Karmarkar.����
�)��������"�)�� (�

DA���)[22]. 
;�0����", )����)���3*���
���	� 
��>�N>�3*9)+�. L�LO�C, � 20 �� 40 ����0��)���,

���9M���	�3*���� , ���? 60 ���?�����	�"���
������N��:.

��, ��������	��@A, ��,�3*��, 

)�����)��
��������'����	�������	�$����E����	M����
>N�	��B���@O�	�������=C���. �;��=F��Æ���
�+�, ��B")�����)�������������	�$���
�@O�
	����"���.

1.2 �����

"�, $�=FO������
9, 2�, I��������	�
�2���
����
�.

� 1.1 �� (��) ��
P�GD�
 n ��0�H., + j �H.A�Æ6�:I$� cj (j = 1, 2, · · · , n).

3*�$, �*�����E'���
� m ����FG
�. ��!��*�%P,

���A%�#
�J>+ i �FG
� bi (i = 1, 2, · · · , m) �Æ6. �!, ��-�*,

+ j �H.�A�Æ6��+ i �FG
� aij(i = 1, 2, · · · , m; j = 1, 2, · · · , n) �Æ6.

P����J>�FG
��)�*;@<K, A%�0H.��I�!
���
H�� (HB). HB (�H) �����
����*��FG

��.�, �����
��H�� (HB).

	
��$	
��
.>���� xj
HB�+ j �H.�Æ6��.

HB��
H.�
�+�
c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn.

�*�FG


��� xj �Æ6+ j �H.�+ i �FG
���
�� aijxj ,

�
�*J>+ i �FG
�������

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn � bi.



1.2 LQPC= 5

���0��

H.���B�, 
 xj � 0.

��, ��
�	�


min
n∑

j=1

cjxj , (1.1)

s.t.
n∑

j=1

aijxj � bi, i = 1, 2, · · · , m, (1.2)

xj � 0, j = 1, 2, · · · , n, (1.3)

��*min+�*s.t.+�,�>&>*minimize+�>�*subject to+�M>.

� 1.2 ��
����
P����
%C:
 m �����0��)0���
�, �CQ���6��

,� Pi = (ai, bi), i = 1, 2, · · · , m. 6!, + i���%��
%EB�N���8�� (�

, 3D�N�� (Æ6
t) � Di). �C:�F�,� T1 = (x1, y1) � T2 = (x2, y2) �<

��)
)R�BD, ��!�R�BD%EB�NG� (Æ6
t) �,� M1 � M2. 


���C:
�R�BD�6�, ���5A%�EB7���, �
%EB��*/7
BD��?

P���0�)
)BD�
����,BD���+"�1-�EOS�1- (E

O1-), /7BD�EHFG�R�, ��
%EB�/7����PQ��5,;1R

�BD�6��
%EB�7����
��
�
���	���.

	
��
����$	
��
.>����
6��� (xk, yk), 
R�BD�F��/R�EB�� zki(k = 1, 2;

i = 1, 2, · · · , m);

�*/7BD

2∑

k=1

m∑
i=1

zki d (Tk, Pi) ,

�� d (Tk, Pi) �S) Tk � Pi +"�EO1-.

+ i ����EB



2∑

k=1

zki = Di.

+ k �R�BD�EB"/�

m∑

i=1

zki �Mk;
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%EB�"/���B�, 
 zki � 0.

��, ��
�	�


min
2∑

k=1

m∑
i=1

zki

√
(xk − ai)2 + (yk − bi)2, (1.4)

s.t.
m∑

i=1

zki �Mk, k = 1, 2, (1.5)

2∑
k=1

zki = Di, i = 1, 2, · · · , m, (1.6)

zki � 0, (xk, yk) ∈ R2, k = 1, 2, i = 1, 2, · · · , m. (1.7)

� 1.3 ���
��
��T(GC:����TS�

, 
��M�� W�I�� L ����TG


M�UQ4I�����T. ��, TS�5Æ��$�0M��T�

��. ���
��TS5Æ��.�, 
�
�1/(G��T�#��?

P�TS
� m ��0M���T
w1, w2, · · · , wm, �� wi � W (i = 1, 2, · · · , m).

%���M�� W ��T, ���

�����)(G
VH��T, 9

M��
3, 5, 7 ��T�
�M�� 10 ��T(G"
. ��, (G���T�#�� 3 �M�

� 3 ��T, ���� 1 �M�� 3 � 1 �M�� 7 ��T, ���� 2 �M�� 5 ��
T, ��. 
�(G�����T�M�����T�M�, ;1��(G������
�����	. �
��(G�������9�,�CQ� n. VM�� wi ��T��
#

��� bi, ?�����	��
�����TS5Æ��.�, .���
�1
/(G��T�#��.

	
���
$	
��
.>����
xj �SJR+ j ���(G��&�(G��T��.

�
�(G��T��

x1 + x2 + · · ·+ xn.

+ j ���(G����

> aij �SJR+ j ���(G��(G���T�
��M�� wi ��T��, ;1, $�


m∑
i=1

aijwi �W .

���0��

xj � 0(j = 1, 2, · · · , n), ���$�.

��, ��
�	�


min
n∑

j=1

xj , (1.8)



1.2 LQPC= 7

s.t.
n∑

j=1

aijxj � bi, i = 1, 2, · · · , m, (1.9)

xj � 0, xj ∈ Z, j = 1, 2, · · · , n, (1.10)

�� Z �S�
$��U�.

� 1.4 �'����
P���)H���TS.7����, VU�0��, +�W��
�0X c1 W,

+2W��
�0X c2 W, +ÆW��
�0X c3 W. ��, �H������� �
AW��� b W, V� x �S�H����W������W�, ?�����I� (Æ

6
S) �
�;� f(x) = a1x + a2x
α �,�, �� α > 0 �	�. 	H����W��

���K�0X��,
��K������-G0�,�����W�80X. �T, H

��
��AW���A�W���J p S�-GI. P��+��W����, H�*

��-X, ���0���U,IX, ;1
��5����, 
��H��A�W��

����#W��, 8��J�0X�0, (�H���*I��#?

P��)H������@�K����
, 9EB�V' �7��L��, ��
�0�����0X��5
K�H������� , ;1�����	��

�

������, ��H���*I��#.

	
�'��$	
��
.>����
� xi(i = 1, 2, 3) �S�)H��+ i �W��������.

�0������

x1 + x2 + x3 = c1 + c2 + c3.

A�W���������

�A�W�������� xj , ����H���
���� b, 0��#��W���0X� cj ��W���W-� Ij +M, ��+ j

�W�����W-� Ij �
�S


Ij =
∑
i<j

(xi − ci), j = 1, 2, 3,

�,�, I1 = 0.

��0��

xj � 0(j = 1, 2, 3), ���$�.

H���*I�
�
W����I��-GI�+�, 


F (x) =
3∑

i=1

f(xi) +
3∑

i=2

pIi.
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��, ��
�	�


min F (x) =
3∑

i=1

((a1 + (3− i)p)xi + a2x
α
i )− p(2c1 + c2), (1.11)

s.t.
3∑

j=1

xj =
3∑

j=1

cj , (1.12)

x1 � c1, (1.13)

x1 + x2 � c1 + c2, (1.14)

0 � xj � b, xj ∈ Z, j = 1, 2, 3, (1.15)

�� Z �S�
$��U�.

������
����, 	
����	�����	�������. "�, 


�N��
, 
��	���, 
L3*� �����,�, 


�����	X��
"����; �3, ��������(?�S) ,�� ��V�, ������S
��
���;� (��;��� �

�, objective function); �!, 
�
��������
��, �������
�VH�;�����������	 (��;��� ��

�, constraint functions). ��� ������������������, %�2��

�;�����	����	, )�
��

�	�

min
x∈Rn

f(x), (1.16)

s.t. gi(x) � 0, i ∈ I, (1.17)

hj(x) = 0, j ∈ E , (1.18)

�� f(x) ���;�, gi(x) � hj(x) �:0;�, I � E �,����:0���:
0���U. � (1.17)∼ (1.18) ��� ��	
, ����+3�)�� ���(feasible

point), �
��)�U������(feasible region), Q� S. 	 S = Rn �, ��	��
(1.16)∼(1.18) ��*:0�	��, #?��:0�	��.

V f, gi � hj M�)�;�, ?��	�� (1.16)∼(1.18) ���Æ�� (linear pro-

gramming, LP), #?����Æ�� (nonlinear programming, NLP). ����
9�,

9 1.1���)�����,9 1.2 ����)�����. 9 1.3�9 1.4M�
���
$�, $��+�����(integer programming) ��. %�����	��, 1�
U

,������$�, 6������
�, ��, ������� ������(mixed

integer programming, MIP) ��. ���, V��	����
��X��*�U� (�

� ) ������, ?����� �	��(continuous optimization) ��; ���, V
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)�
��
��U���-Z�U�������, ?�+�
��� (combinatorial

optimization), ���
��(discrete optimization) ��. 
�, $�1�!�-����

��*	, 
��;� f(x) �
������	;�, ;1, �����	������

��(multi-objective programming), ����
����.

(� 1.1 � x∗ ∈ S, V ∀x ∈ S, f(x) � f(x∗) 
A, ? x∗ ����	��
(1.16)∼(1.18)��� �����(�� �����); V ∀x ∈ S\{x∗}, M
 f(x) > f(x∗),

? x∗ ����	�� (1.16)∼(1.18) ���YN@O��) (��YN@O���).

V-� ε > 0, �� ∀x ∈ S ∩ Nε(x∗), f(x) � f(x∗) 
A, �� Nε(x∗) = {x ∈
Rn| ||x−x∗|| < ε}, ||x−x∗|| �S) x � x∗ �1-, ? x∗ ����	�� (1.16)∼(1.18)

��� �����(�� �����); V-� ε > 0, �� ∀x ∈ S ∩Nε(x∗), x �= x∗, M


f(x) > f(x∗), ? x∗ ����	�� (1.16)∼(1.18) ��� �������(�� ���
����).

	�����, @O����O������%"��, �	 1.1 ��U� S 1,�
����Y��U��,��, �%� S �@O�������%�Æ�U��O���
�. �����	��������O����, 4������, ��
��*��@

A
���	���@O���. ���C, N,��	�����@O���, $�

�)�����ÆYK�. %����@�*	, �
Æ�� (convex programming),��

�*, O�������@O���. 
��OZ�����', %������	��
"�, Æ�����)�O����, $�Æ���O�����#�YNO�����
2��M���YK� [19].


���	�� (1.16)∼(1.18) ����	��;@
��, $����2����
��
�� (deterministic optimization)��, #?�����
��(uncertain optimiza-

tion)��. ���������(stochastic programming)�����(fuzzy programming)

��@*	. ���=F�HB���, ��H.���FG
��������
��

�, 1��C, 	� aij ��������
E��	��, �T, V�Y�
�,�H

B��, �
�Z)��
���	���	�.

1.3 � * � �

1.3.1 ����

EOS��" Rn ����1��), L�����
�S
+�,�Æ6���)
���, ���������)�+�. �Æ��(1������, vector space)�
 Rn

�P[�
��������!. ����	
�������!����V.
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(� 1.2 I�����U� G 
�� G ������/� + : G×G→ G(��
D�), 
���+3
A


(1) ∀a, b, c ∈ G, 
 a + (b + c) = (a + b) + c(��+);

(2) -� 0 ∈ G, �� ∀a ∈ G, 
 a + 0 = 0 + a = a;

(3) ∀a ∈ G, -� −a ∈ G, �� a + (−a) = (−a) + a = 0.

;1 〈G, +〉 ���� �(group). �!, V ∀a, b ∈ G, 
 a + b = b + a(0Z+), ? 〈G, +〉
���� ����(Abelian group), �� ���(commutative group).

(� 1.3 I�����U� V ��� F , ��	<�/��� + : V × V → V


���H: F ×V → V . 
� 〈V, +〉 !
��Q@=M, ��<�/�����[+�
�
∀α, β ∈ V, ∀λ, µ ∈ F 
�Æ6S 1 ∈ F , 


1Hα = α,

λH(µHα) = (λµ)Hα,

(λ + µ)Hα = λHα + µHα,

λH(α + β) = λHα + λHβ,

?� V � F �2�D� (+) ��- (H) /�!
���Æ��(linear space), [� V

� F ��)��", Q� V (F ).

����0�, %� λ ∈ F, α ∈ V (F ), $���-/� λHα [Q� λα. �!, 
��

�U� S ⊆ V 2�D���-/�� F �1!
��)��", ? S �� F ���Æ

���(linear subspace). �
�$
S ⊆ V � F ��)���", 	�\	 S 2� V (F )

��<�/��..� [45].

� 1.5 Rn �
� R ����)��".

� 1.6 > R[x]n �S��T�
� R�3��� n �@*����
�U�,?

R[x]n 2�����D�
�������-� (�-) !
��)��".

� 1.7 > Rm×n �SS\T�
� R ��
 m× n ][�
�U�, ? Rm×n
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(� 1.4 � S1, S2 �)��" V (F ) �<��U, ?

S1 ∩ S2
def== {x|x ∈ Si, i = 1, 2},

S1 + S2
def== {x|x = x1 + x2, xi ∈ Si, i = 1, 2}

�,�� S1 � S2 ����.




