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1.1 �� !"#

1.1.1 n $%&'()G

F����, H�IJ���4J!����	�

{
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,
(1.1.1)

�IS�	� (1.1.1) ��T)� x2, A a22 � a12 6G��HA� (1.1.1) �7
!E�	�74E�	�EI, ��EE�	8(, �

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − a12b2;

�U�, IS x1, �

(a11a22 − a12a21)x2 = a11b2 − b1a21.

V a11a22 − a12a21 �= 0, ��	� (1.1.1) #W!�

x1 =
b1a22 − a12b2

a11a22 − a12a21
, x2 =

a11b2 − b1a21

a11a22 − a12a21
. (1.1.2)

� (1.1.2) �, Q���6FG1�	� (1.1.1) �T)����$<, J�
4 E�����	� (1.1.1) ��XK, A<E�E� (HAK�, YAK�)

��L, I�JM ∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ (1.1.3)

LZ a11a22 − a12a21, K� 2 ����. I
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∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21, (1.1.4)

Q� a11, a12, a21, a22 K� 2 D����*+; J+ aij �7!E�O i K��
N, L*PJ+X+7 i �, 74E�O j K��N, L*PJ+X+7 j �. 

� (1.1.3)��O�2�P�2��2�K�����,-./, �P�2�O�
2��2�K�����0-./; a11a22 − a12a21 K� 2 D����1(LQM

�). +� 2 D�����Q�F�2���EJ+,N(SR�2���EJ
+,NK��S.

�� 2 D������, � (1.1.2) � x1, x2 �6REAA�< 2 D��

�, I ∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣ = b1a22 − a12b2,

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣ = a11b2 − b1a21.

VJ

D =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ , D1 =

∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣ , D2 =

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣ ,
�� (1.1.2) AA�<

x1 =
D1

D
=

∣∣∣∣∣ b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
, x2 =

D2

D
=

∣∣∣∣∣ a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣
.

���4J!����	����+�. ��S/��6F D �1�	�
(1.1.1) ���K\�� 2 D��� (K�23���), x1 �6R D1 ��T�T
b1, b2 ]O D � x1 ��� a11, a21 K�� 2 D���, x2 �6R D2 ��T�
T b1, b2 ]O D � x2 ��� a12, a22 K�� 2 D���.

4 1.1.1 ��5��6��78�{
3x1 − 2x2 = −3,

2x1 + x2 = −2.

9 1+

D =

∣∣∣∣∣ 3 −2

2 1

∣∣∣∣∣ = 3− (−4) = 7 �= 0,
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KAP�	�#�, (

D1 =

∣∣∣∣∣ −3 −2

−2 1

∣∣∣∣∣ = −3− 4 = −7, D2 =

∣∣∣∣∣ 3 −3

2 −2

∣∣∣∣∣ = −6− (−6) = 0.

VW, �	����

x1 =
D1

D
=
−7
7

= −1, x2 =
D2

D
=

0
7

= 0.

�U�, �+^J!����	�
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,

(1.1.5)

Q�����

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.1.6)

LZ������ a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 −
a12a21a33, K� 3 D����1(LK 3 �����:;�).

�_��L* 3 D�����AB 1.1 �X�2���Y��. QW��
ZP�^`�Q;�G�+F�2��R�, ��R��^EJ+�HNa
@M; ^`X�Q;�G�+R�2��R�, X��R��^EJ+�HNa
[M. ��a�ST,�I� 3 D�����.

b 1.1
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VT

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
, D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

A��2������ D1, D2, D3 ��, '����� D �= 0 $, �	� (1.1.5)

���+��
x1 =

D1

D
, x2 =

D2

D
, x3 =

D3

D
. (1.1.7)

4 1.1.2 �� 3 	
��

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −4

−1 2 −3

−2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

9 ��2���, �
D = 1× 2× 1 + 2× (−3)× (−2) + (−4)× (−1)× 2

−(−4)× 2× (−2)− 1× (−3)× 2− 2× (−1)× 1

= 2 + 12 + 8− 16 + 6 + 2 = 14.

4 1.1.3 ��78 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2 3 x

4 9 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

9 �	OI� 3 D���

D = 3x2 + 4x + 18− 9x− 2x2 − 12

= x2 − 5x + 6.

1 x2 − 5x + 6 = 0, �� x = 2 L x = 3.

LB>S/, �2���U��+ 2 D� 3 D����. �78 4 D#�0
D����, c02 n D������.

�+ n J!����	�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

(1.1.8)
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EA�U4�^J����	���� 2, 3 D���
�� n D���. �

(1.1.8) ������J�

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.1.9)

VT

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 · · · a1n

b2 a22 · · · a2n

...
...

...

bn an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, · · · , Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · b1

a21 a22 · · · b2

...
...

...

an1 an2 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

VW, ��VK�	� (1.1.8)������ (1.1.9)� n ����, ���X,�
A�YE��\(1) D =? (2) V D �= 0, �	� (1.1.8) �]#W!�? (3) V�	

� (1.1.8) #W!�, Q��+��]� xj =
Dj

D
(j = 1, 2, · · · , n)? �+�&�

�, ���Æ0�d,e, ^B>!E*\�Æ_.

�/c!787!E��, n D��� (1.1.9) Y QM.

1.1.2 n $%&'(<=

� (1.1.9) �VZS aij K�7 i �, �ZS aij K�7 j �, <�!�
n− 1 D���K� aij �>?�, J� Mij , I

Mij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

VT

Aij = (−1)i+jMij ,

�K Aij � aij �@3>?�.

�%78 n D����[QM, c!6f`D����QM�, �
Z��
n D����QM��.
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1 D��� D = |a11| = a11;

2 D���

D =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 = a11A11 + a12A12,

Q�, A11 = (−1)1+1 |a22| = a22, A12 = (−1)1+2 |a21| = −a21.

3 D���

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31)

= a11

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣
= a11A11 + a12A12 + a13A13.

A\, 2 D� 3 D����QM�a�+7!��EJ+�Q�-���<
R��HN,�. �K����7!�QM, ��a��!&`D���LZ
0!D����. VW, ����]X1���[bc���!��!�� n D

���. �/^� n D������.


� 1.1.1 n 	
�� (1.1.9) ��A���, B n = 1 �, C�

D = |a11| = a11;

B n � 2 �, C�

D = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n =
n∑

j=1

a1jA1j ,

�� Aij(j = 1, 2, · · · , n) � D ��� aij DA����.
∗ 1��A\, n D����QM��1Q n2 EJ+ aij(i, j = 1, 2, · · · , n)

$<� n �Æ��T�, �5# n! T, ^!Ta�A#�A#�� n EJ+�H
N, 5> n! T�, d@M�d[M�T�\!e (A���Af���, ��


c_��*). '7 1 �J+� x1, x2, · · · , xn $, n D���� x1, x2, · · · , xn �
!�Æ��T�.
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4 1.1.4 �� 3 	
��

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −4

−1 2 −3

−2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

9 7 1 �QM, �

D =1×(−1)1+1

∣∣∣∣∣ 2 −3

2 1

∣∣∣∣∣+2×(−1)1+2

∣∣∣∣∣ −1 −3

−2 1

∣∣∣∣∣+(−4)×(−1)1+3

∣∣∣∣∣ −1 2

−2 2

∣∣∣∣∣
= 8 + 14− 8 = 14.

1.1.3 EFGH(%&'

1. �2���
K

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�-.���.

1�� 1.1.1, �

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · 0
...

...

0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

= · · · = a11a22 · · ·ann (F�2� n EJ+�HN).

2. �^2���

K

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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�IJ.���.

1�� 1.1.1, �

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 0 · · · 0

a32 a33 · · · 0
...

...
...

an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11a22(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a33 · · · 0
...

...

an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = a11a22 · · · ann.

3. R�2���

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 a1n

0 · · · a2,n−1 0
...

...
...

an1 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)1+na1n

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · a2,n−1

...
...

an1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+n(−1)1+n−1 · · · (−1)1+2a1na2,n−1 · · · an−1,2 |an1|
= (−1)n+n+(n−1)+···+1a1na2,n−1 · · ·an−1,2an1

= (−1)
n(n−1)

2 a1na2,n−1 · · · an1.

#	A�

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · 0
...

...
...

an1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 a1na2,n−1 · · · an1.

1.2 �� !KLMNO

�� nD������, AA� nD���LZ�7!���J+�Q�-
���<R� (I n− 1 D����) HN����.�E�	AA����S,
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_��������. g�' n a/$, ����8'/�. �%)&����
��, �����������.

1.2.1 %&'(PQ


� 1.2.1 � n 	
��

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

�

DT =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

...
...

...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,


�� DT R�
�� D DST���.

�� 1.2.1 
������
��D�� , ! D = DT.

������
c_�AA�* (�*b) �� 1.2.1. ��, �^2���

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...

...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= DT =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

a12 a22 · · · 0
...

...
...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann.

E�F�2J+�HN.

�� 1.2.1 L*, ���������#8#��X, VW���#����
���E# <c, h,`�.

�� 1.2.2 n 	
�� (1.1.9) U"�
V#�$%, ���W, !

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin =
n∑

j=1

aijAij (i = 1, 2, · · · , n),
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�� Aij � D ��� aij DA����.

�� 1.2.2EAA������
c_��* (�*b). ���� 1.2.1,��

�?!�QM, Q�E8�.

�� 1.2.3 Æ&
��D'
 (�) ��, 
��D�()X*+.

�� 1.2.3 A��
c_��* (�*b).

YZ 1.2.1 ,
��'
 (�) U-��� , .
��D�� 0.

[\ J8#�E� (�) dO, �# D = −D. i D = 0.

�� 1.2.4 ]
��D/�
 (�) D0��^_1 �`� k, W23 k

_
��D�.

YZ 1.2.2 
��/�
 (�) 45��D67�819a
��D*+
:;.

YZ 1.2.3 ,
��/'
 (�) U-��bc<, .d
��D�W2=.

�� 1.2.5 ,
��D/�
 (�) D��^'�>�, <?e j �D�
�^'�>�\

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j + b1j · · · a1n

a21 · · · a2j + b2j · · · a2n

...
...

...

an1 · · · anj + bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

. D W2#;'�
��>�\

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2n

...
...

...

an1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j · · · a1n

a21 · · · b2j · · · a2n

...
...

...

an1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

�� 1.2.5 � D 7 j �QMIA���*.

����������������+�, A)&������.

��,

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 1 2

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 + 0 3

0 1 + 0 2

0 0 + 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,




