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第!章

随机事件及其概率

!!!!基本要求

!!了解样本空间的概念!理解随机事件的概念!重点掌握事件的关系与运算!
"!理解概率与条件概率的概念!掌握概率的基本性质!会运用与古典概型"几何概型

计算有关的概率!
#!掌握概率的加法公式"乘法公式"全概率公式及贝叶斯#$%&’($公式!
)!理解事件独立性的概念!掌握利用事件独立性计算有关概率的各种方法%理解独

立重复试验的概念!掌握运用二项概型计算有关的概率的各种方法!

!!"!内容简介

!!"!!!样本空间与随机事件

!!!* 随机现象

在一定条件下!具有多种可能的结果的现象称为 随机现象!这类现象的一个共同点

是!事先不能预言多种可能的结果中究竟出现哪一种!
"* 随机试验与随机事件

如果一个试验满足下面的三个条件&
#!$在相同的条件下可以重复进行%
#"$试验都有哪些可能的结果是明确的%
##$每次试验的具体结果在试验前是无法得知的!

那么就称它是一个随机试验!以后简称为试验!一般用字母"表示!
在随机试验中!每一个可能出现的不可分解的最简单的结果称为随机试验的基本事



件或样本点!用!表示"而由全体基本事件构成的集合称为基本事件空间或样本空间!记

为"!
所谓随机事件是样本空间"的一个子集!随机事件简称为事件!用字母#!$!%等表

示!因此!某个事件#发生当且仅当这个子集中的一个样本点!发生!记为!"#!

!!"!"!事件之间的关系与运算

!* 事件的包含关系与等价关系

设#!$为两个事件!如果# 中的每一个 样 本 点 都 属 于$!那 么 称 事 件$包 含 事 件

#!或称事件#包含于事件$!记为##$或$$#!
如果#$$与$$#同时成立!那么称事件#与事件$ 等价或相等!记为#+$!
"* 事件的并与交

设#!$为两个事件!将至少属于#或$ 中一个的所有样本点构成的集合称为事件

# 与$ 的并或和!记为#%$或#,$!
设#!$为两个事件!将同时属于#及$ 的所有样本点构成的集合称为事件# 与$

的交或积!记为#&$或##$!有时也简记为#$!
#* 事件的互不相容关系与事件的逆

设#!$为两个事件!如果##$+’!那么称事件#与$ 是互不相容的$或互斥的%!
事件的互不相容关系也可以推广到多于两个事件的情形!即!如果#&##’+’$&(

’"&!’+!!"!&!(%!这时称事件#!!#"!&!#( 是互不相容的$或互斥的%!
对于事件#!把不包含在#中的所有样本点构成的集合称为事件# 的逆$或#的对

立事件%!记为)#!并规定它是事件的基本运算之一!
在一次试验中!事件#与)# 不会同时发生$即##)#+’!称它们具有互斥性%!而且

#与)# 至少有一个发生$即#,)#+"!称它们具有完全性%!这就是说!事件#与)# 满足

#)# ) ’!

#*)#)"’ !
!!有了事件的三种基本运算!就可以定义事件的其他一些运算!例如!称事件#*$为事

件# 与$ 的差!记为#-$!可见!事件#-$是由包含于# 而不包含于$ 的所有样本点

构成的集合!
事件的关系和运算如图!!!所示!
事件的运算主要满足下列规则(
$!%交换律(#%$+$%#!#&$+$&#"
$"%结合律($#%$%%%+#%$$%%%!$#&$%&%+#&$$&%%"
$#%分配律(#&$$%%%+$#&$%%$#&%%!#%$$&%%+$#%$%&$#%%%"
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!)"德摩根!.’/012%3"律##%$+)#&*$$#&$+)#%*$!

图!!!!

德摩根律可以推广到任意多个事件的场合!

!!"!#!概率的定义与性质

!* 概率的公理化定义

定义!设"是一个随机试验$"为它的样本空间$以"中所有的随机事件组成的集

合为定义域$定义一个函数+!#"!其中# 为任一随机 事 件"$且+!#"满 足 以 下 三 条 公

理$则称函数+!#"为事件#的概率!
公理!!4++!#"+!!
公理"!+!""+!!
公理#!若#!$#"$%$#($%两两互斥$则

+ %
5

&)!
#! "& ),

5

&)!
+!#&"!

!!"* 概率的统计定义

定义!在一组不变的条件,下$独立地重复做(次试验!设#是(次试验中事件#
发生的次数$当试验次数(很大时$如果#的频率-(!#"稳定地在某一数值.附近摆动&
而且一般说来随着试验次数增多$这种摆动的幅度会越来越小$则称数值.为事件# 在

条件组,下发生的概率!记作

+!#").!

"!6"!内容简介



!!"!$!古典概型

如果随机试验具有特性!
"!#试验的结果是有限个$
""#每个结果出现的可能性是相同的!

则称此随机试验为古典概型随机试验!
定义!设 古 典 概 型 随 机 试 验 的 基 本 事 件 空 间 由(个 基 本 事 件 组 成%即"+&!!%

!"%’%!((!如果事件#是由上述(个事件中的/ 个组成%则称事件#发生的概率为

+"##)/(!
"!!!#

!!所谓古典概型就是利用关系式"!!!#来讨论事件发生的概率的数学模型!

!!"!%!几何概型

如果随机试验具有特性!
"!#试验的结果是无限且不可列的$
""#每个结果出现的可能性是均匀的!

则称此随机试验为几何型随机试验!在几何型随机试验中%通过几何度量"长度)面积)体

积等#来计算事件出现的可能性!
定义!设"为几何型的随机试验%其基本事件空间中的所有基本事件可以用一个有

界区域来描述%而其中一部分区域可以表示事件#所包含的基本事件%则称事件#发生

的概率为

+"##)0
"##
0""#

% "!!"#

其中0""#与0"##分别为"与# 的几何度量!
所谓几何概型就是利用关系式"!!"#来讨论事件发生的概率的数学模型!
注意%上述事件#的概率+"##只与0"##有关%而与0"##对应区域的位置及形状

无关!

!!"!&!概率基本性质的应用

由概率公理化定义中的三条公理可以推导出概率的一些基本性质!
性质!!有限可加性"!设#!%#"%’%#( 两两互斥%则

+ %
(

&)!
#" #& ),

(

&)!
+"#&#!

!!性质"!加法公式"!设#%$为任意两个随机事件%则
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+!#*$")+!#"*+!$"1+!#$"!
!!上面的加法公式可以推广到有限多个事件的情况#例如对于三个事件#!##"####有

+!#!*#"*##")+!#!"*+!#""*+!##"1+!#!#""
1+!#"##"1+!###!"*+!#!#"##"!

!!性质#!设#为任意随机事件#则
+!)#")!1+!#"!

!!性质$!设##$为两个任意的随机事件#若##$#则
+!$1#")+!$"1+!#"!

!!由于+!$-#"-4#根据性质)可以推得#当##$时#
+!#"++!$"!

!!"!’!条件概率与概率的乘法公式

!* 条件概率

前面所讨论的事件$的概率+,!$"#都是指在一组不变条件,下事件$ 发生的概

率#为了叙述简练#一般不再提及条件组,#而把+,!$"简记为+!$"!在实际问题中#除

了考虑概率+!$"外#有时还需要考虑$在事件#已发生%这一附加条件下#事件$发生

的概率!与前者相区别#称后者为条件概率#记作+!$.#"#读作在事件#发生的条件下

事件$ 的概率!
在一般情况下#如果##$是条件, 下的两个随机事件#且+!#"(4#则在事件#发

生的前提下事件$ 发生的概率!即条件概率"为

+!$2#")+
!#$"
+!#"!

!!"* 概率的乘法公式

定理!两个事件#与$ 的积的概率等于事件# 的概率乘以在事件# 发生的前提下

事件$发生的概率#即
+!#$")+!#"+!$2#"!+!#"/4"!

同理有

+!#$")+!$"+!#2$"!+!$"/4"!
!!上述的计算公式可以推广到有限多个事件的情形#例如对于三个事件#!##"###!若

+!#!"/4#+!#!#""/4"有

+!#!#"##")+!#!"+!#"2#!"+!##2#!#""!

!!"!(!全概率公式与贝叶斯公式

!* 全概率公式

定理!如果事件组#!##"#&##( 满足

$!6"!内容简介



!!",
(

&)!
#&)"且+!#&"/4!&)!#"#$#("%

!""#&#’+’ !&(’%&#’+!#"#$#("#
则对任一事件$#有

+!$"),
(

&)!
+!#&"+!$2#&"#

称之为全概率公式!简称全概公式"!
"* 贝叶斯公式

定理!设#!##"#$##( 是某一随机试验的一个完备事件组#对任意事件$!+!$"/
4"#在事件$已发生的条件下事件#& 发生的概率为

+!#&2$") +!#&"+!$2#&"

,
(

’)!
+!#’"+!$2#’"

#!&)!#"#$#(#

称之为贝叶斯公式或逆概公式!

!!"!)!事件的独立性

定义!设##$是某一随机试验的任意两个随机事件!称!与"是相互独立的#如果

+!#$")+!#"+!$"#
这就是在#与$ 独立的情况下#事件#与$ 乘积的概率公式!可见事件#与$ 相互独

立是建立在概率基础上事件之间的一种关系!所谓事件#与$ 相互独立#就是指其中一

个事件发生与否不影响另一个事件发生的可能性!
由两个随机事件相互独立的定义#可以得到&若事件#与$ 相互独立#则)# 与$##

与*$#)#与*$ 也相互独立!
对于(个事件的独立性#有下面定义!
定义!设#!##"#$##( 为(个事件!如果对于所有可能的组合!+&0’030$+(#

下列各式同时成立&

+!#&#’")+!#&"+!#’"#

+!#&#’#3")+!#&"+!#’"+!#3"#

!!!!!’

+!#!#"$#(")+!#!"+!#""$+!#(

1

2

3 "#
那么称!!!!"!"!!# 是相互独立的$

!!"!!*!二项概型

在实际问题中#常常要做多次试验条件完全相同!即可以看成是一个试验的多次重
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复!并且都是相互独立"即每次试验中的随机事件的概率不依赖于其他各次试验的结果!
的试验!称这种类型的试验为独立重复试验!

定理!在单次试验中事件#发生的概率为."40.0!!#则在(次独立重复试验中

+$#发生3次%)73(.3"!1.!(13#!3)4#!#"#&#(! "!!#!

!!所谓伯努利!$’130899:"概型 就是利用关系式"!!#!来讨论事件概率的数学模型!伯

努利概型又称为独立试验序列概型"或二项概型!!

!!#!典型例题分析

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!例!!设##$ 是 任 意 两 个 随 机 事 件#则+$")#,$!"#,$!")#,*$!"#,*$!%+
!

答案!4!
分析!

")#*$!"#*$!))##*)#$*$#*$$ )$#
")#**$!"#**$!))##*)#*$**$#**$*$ )*$#

于是

+"$*$!++"’!+4!
例"!设随机事件##$及其和事件#%$的概率分别是4*)#4*#和4*;#若*$表示

$ 的对立事件#那么积事件#*$的概率+"#*$!+ !
答案!4!#!
分析!因为

+"#,$!++"#!,+"$!-+"#$!#
又

+"#*$!,+"#$!++"#!#
因此

+"#*$!++"#,$!-+"$!+4!;-4!#+4!#!
例#!设##$为随机事件#+"#!+4*<#+"#-$!+4*##则+"#$!+ !
答案!4*;!
分析!由题设+"#!+4*<#+"#*$!+4*##利用公式

#*$*#$ )##
知

+"#$!)+"#!1+"#*$!)4*<14*#)4*)#
故

&!6#!典型例题分析



+!#$")!1+!#$")!14*))4*;!
!!例$!设三次独立试验中#事件#出现的概率相等!若已知#至少出现一次的概率

等于!=$"<#则事件#在一次试验中出现的概率为 !

答案!!#!

分析!设事件#在一次试验中出现的概率为.!40.0!"#则有!-!!-."#+!="<
#

从而解得.+!#!

例%!设##$是两个随机事件#已知+!#.$"+4*##+!$.#"+4!)#+!)#.*$"+4!<#
则+!#,$"+ !

答案!4*>?!
分析!从条件概率的性质可知

+!#2*$"*+!)#2*$")!4+!#2*$")!1+!)#2*$")4!##
因此#+!#.$"++!#.*$"#即#与$ 相互独立#于是

+!#")+!#2$")4!##

+!$")+!$2#")4!)#

+!#*$")+!#"*+!$"1+!#"+!$")4!>?!
!!评注!此题不是一个直接的概率计算问题!它首先要根据各已知的条件概率数值关

系来确定事件#与$ 是独立事件#能否判断出事件#与$ 的独立性是解决这个题目的

关键!
例&!设 ##$ 是 两 个 随 机 事 件#40+!$"0!#且 #$+)#*$#则 +!#.*$",

+!)#.$"+ !
答案!"!
分析!从条件#$+)#*$可知

!#$"!)#*$")#)#$*$ ) ’#
!#$"!)#*$")#$ ))#*$#

于是有

)#*$+#,$+’#!#,$+"!
但已知#$+’#因此#与$ 为对立事件#即#+*$#)#+$#即

+!#.*$"++!)#.$"+!!
评注!由于题中对于事件##$的概率值均未知#因此要计算两个条件概率之和#只

能从条件#$+)#*$出发#设法分析出事件#与$ 间的关系来解决两个条件概率的计算

问题!本题关键是要从两个互不相容事件#$与)#*$ 的相等#分析出 它 们 都 是 不 可 能 事
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件!即#$+)#*$+’!进而得出#与$ 为对立事件!
例’!袋中有>4个乒乓球!其中"4个是黄球!#4个是白球!今有两人依次随机地从

袋中各取一球!取后不放回!则第二个人取得黄球的概率是 !

答案!">!

分析!根据抽签原理!第一个人!第二个人!""取得黄球的概率相等!均为"
>
!因此

应填"
>!

或者利用全概公式计算!设

#) #第一个人取出的为黄球$!

$) #第一个人取出的为白球$!

%) #第二个人取出的为黄球$!

则+%#&+">
!+%$&+#>

!+%%.#&+!=)=
!+%%.$&+"4)=

!由全概公式知

+%%&)+%#&+%%2#&*+%$&+%%2$&) ">4
!=
)=*

#
>4

"4
)=)

"
>!

!!例(!若在区间%4!!&内任取两个数!则事件’两数之和小于;
>
(的概率为 !

答案!!<">!

图!!!"

分析!这是一个几何概型问题!以5!6表示在%4!!&中 随

机地取得的两个数!则%5!6&点 的 全 体 是 如 图!!"所 示 的 正 方

形!而事件 两数之和小于# $;> 发 生 的 充 分 必 要 条 件 为5,60

;
>
!即落在图!!"中阴影部分的点%5!6&的全体!

根据几何概率的定义!所求概率即为图中阴影部分面积与

边长为!的正方形面积之比!即

+ 5*60% &;> )!1!"4% &)>
"

)!<">!

!!例)!设工厂#和工厂$ 的产品的次品率分别为!@和"@!现从由工厂#和工厂

$ 的产品分别占;4@和)4@的一批产品中随机抽取一件!发现是次品!则该次品属工厂

#生产的概率是 !

答案!#<!

(!6#!典型例题分析



分析!本题考查逆概公式!设事件#+!抽取的产品为工厂#生产的"#$+!抽取的产

品为工厂$生产的"#%+!抽取的是次品"#则+$#%+4*;#+$$%+4*)#+$%.#%+4*4!#

+$%.$%+4*4"#由逆概公式$贝叶斯公式%知

+$#2%%)+
$#%%
+$%%)

+$#%+$%2#%
+$#%+$%2#%*+$$%+$%2$%

) 4!;44!4!
4!;44!4!*4!)44!4")

#
<!

!!例!*!已知随机事件#与$ 相互独立#+$#%+7#+$$%+8#如果事件%发生必然

导致事件# 与$ 同时发生#则事件##$#%都不发生的概率为 !
答案!$!-7%$!-8%!
分析!已知+$#$%++$#%+$$%#%##$#故*%$#$+)#%*$$)#*$#所以

+$)#*$*%%)+$)#*$%)+$)#%+$*$%) $!17%$!18%!
例!!!以#表示事件!甲种产品畅销#乙种产品滞销"#则其对立事件)#为$!!%!
$A%!甲种产品滞销#乙种产品畅销"
$$%!甲&乙两种产品均畅销"
$7%!甲种产品滞销"
$.%!甲种产品滞销或乙种产品畅销"
答案!$.%!
分析!设$+!甲种产品畅销"#%+!乙种产品滞销"#则由题设#+$%#于是#对立事

件)#为

)#)$%)*$%*%) !甲种产品滞销或乙种产品畅销"!
!!例!"!设#和$ 是任意两个概率不为零的不相容事件#则下列结论中肯定正确的

是$!!%!
$A%)#与*$ 不相容 $$%)#与*$ 相容

$7%+$#$%++$#%+$$% $.%+$#-$%++$#%
答案!$.%!
分析!据题设#和$ 是任意两个不相容事件##$+’#从而+$#$%+4!
利用公式#*$,#$+##知

+$#1$%)+$#*$%)+$#%1+$#$%)+$#%#
所以$.%为正确答案!

另外#由于+$#%(4#+$$%(4#$7%项不可能成立#值得注意的是$A%&$$%两项#有

人认为$A%项与$$%项是互逆的#总有一个是正确的!实际上#若#$+’##%$("时#
$A%项不成立’#$+’#且#%$+"时#$$%项不成立!

例!#!假设事件#和$ 满足+$$.#%+!#则$!!%!
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