
第 1 章 多 项 式

多项式理论是高等代数的重要内容之一，是相对独立的一个部分. 多项式理

论的核心是多项式因式分解的存在唯一性定理，本章首先由多项式的带余除法

引入多项式整除的概念，进而给出因式、不可约多项式的定义，接下来讨论了一

般数域 P 上多项式因式分解的存在唯一性定理 ( 对于复数域和实数域，因式分

解定理可以进一步具体化)，最后又讨论了有理数域上多项式是否可约以及多项

式的有理根等问题.此外，本章还讨论了多项式的重因式以及与多项式函数的根

相关的问题.

1.1 知识要点

1.1.1 一元多项式的因式分解

1. 数域 P 上的一元多项式

设 n 是一非负整数，形式表达式

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0, (1.1)

其中 a0, a1, · · · , an 全属于数域 P，称为数域 P 上的一元多项式.

在 (1.1) 式中，如果 an 6= 0，则称 n 为 f(x) 的次数，记做 ∂(f(x)). 零多项

式不定义次数，零次多项式是指数域 P 中的非零常数.

关于多项式的次数，我们有如下性质:

设 f(x)，g(x) 是数域 P 上的两个非零多项式，则

(1) ∂(f(x)± g(x)) 6 max{∂(f(x))，∂(g(x))}，这里 f(x)± g(x) 6= 0.

(2) ∂(f(x)g(x)) = ∂(f(x)) + ∂(g(x)).

2. 带余除法

设 f(x) ∈ P [x]，则对于 g(x) ∈ P [x]，g(x) 6= 0，存在 q(x)，r(x) ∈ P [x]，使得

f(x) = q(x)g(x) + r(x),

其中 r(x) = 0或者 ∂(r(x)) < ∂(g(x))，且这样的 q(x)，r(x)是由 f(x)和 g(x)唯

一确定的，分别称之为商式和余式.

注 熟悉抽象代数内容的读者不难看到，数域 P 上的一元多项式环 P [x]是

一个欧式环，因而是一个主理想整环.设由多项式 g(x)生成的主理想为 (g(x))，
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则 (g(x)) 将 P [x] 分拆成一些彼此不交的剩余类，f(x) 属于其中一个剩余类

(g(x)) + r(x)，这就是 q(x) 与 r(x) 的存在性. 如果限制 r(x) 满足条件 r(x) = 0

或者 ∂(r(x)) < ∂(g(x))，则这里的 q(x) 与 r(x) 是唯一的.

在学习数学的过程中，能够从多角度理解同一个知识点，同时将新学的知识

与已经熟悉的知识相互联系，这对我们加深对内容的理解是非常有益的.

3. 整除

设 f(x), g(x) ∈ P [x]，若存在 h(x) ∈ P [x]，使得 f(x) = g(x)h(x)，则称 g(x)

整除 f(x)，记做 g(x) f(x).

整除的性质

(1) g(x) f(x)且 f(x) g(x)当且仅当存在非零常数 c ∈ P ,使得 f(x) = cg(x).

(2) f(x) g(x) 且 g(x) h(x), 则 f(x) h(x).

(3) 若 g(x) fi(x)(i = 1, 2, · · · , s), 则对于任意的 ui(x) ∈ P [x], 有

g(x)
s∑

i=1

ui(x)fi(x).

4. 最大公因式

设 f(x), g(x) ∈ P [x], 如果 d(x) ∈ P [x] 满足 d(x) f(x), d(x) g(x), 则称 d(x)

为 f(x) 与 g(x) 的一个公因式；又如果 f(x) 与 g(x) 的任一公因式都能整除

d(x)，则称 d(x) 为 f(x) 与 g(x) 的一个最大公因式. 习惯上，用 (f(x), g(x)) 表

示 f(x), g(x) 的首项系数为 1 的最大公因式.

最大公因式的性质

(1) 对于 P [x] 中任意两个多项式 f(x), g(x)，在 P [x] 中存在一个最大公因

式 d(x)，且 d(x)可以表示为 f(x), g(x)的一个组合，即有 P [x]中的多项式 u(x),

v(x) 使

d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x).

(这里 u(x), v(x) 并不是由 f(x), g(x) 唯一确定的.)

(2) 设 f(x) = q(x)g(x) + r(x)，则 (f(x), g(x)) = (g(x), r(x)).

这个性质是辗转相除法求最大公因式的依据，辗转相除法是性质 (1) 的证

明中用到的一个重要结论.

(3) d(x)是 f(x), g(x)的最大公因式当且仅当 d(x)是 f(x), g(x)的公因式中

次数最高的一个多项式; d(x) 是 f(x), g(x) 的最大公因式当且仅当 d(x) 是形式

为 u(x)f(x) + v(x)g(x) 的多项式中次数最低的一个，这里 u(x), v(x) 为 P [x] 中

任意多项式.
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(4) m(x) 是 f(x), g(x) 的最小公倍式当且仅当 m(x) 是 f(x) 与 g(x) 的公倍

式中次数最低的一个.

(5) 若 (f(x), g(x)) = d(x), f(x) = d(x)f1(x), g(x) = d(x)g1(x)，则

[f(x), g(x)] = cd(x)f1(x)g1(x),

这里 [f(x), g(x)]表示 f(x), g(x)的首项系数为 1的最小公倍式，c ∈ P 使得多项

式 cd(x)f1(x)g1(x) 的首项系数为 1.

注 设由多项式 f(x) 生成的主理想为 (f(x))，则对于 f(x), g(x) ∈ P [x]，有

(1) (d(x)) = (f(x)) + (g(x));

(2) (m(x)) = (f(x)) ∩ (g(x)).

5. 多项式的互素

若 (f(x), g(x)) = 1，则称多项式 f(x) 与 g(x) 互素.

多项式互素的判别条件 (f(x), g(x)) = 1 当且仅当存在 u(x), v(x) ∈ P [x],

使得

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1.

多项式互素的性质

(1) (f1(x), g(x)) = 1, (f2(x), g(x)) = 1 当且仅当 (f1(x)f2(x), g(x)) = 1.

思路分析 利用判别条件将互素之间的关系转化为数学等式之间的关系，使

问题更为具体化.

(2) 若 (f(x), g(x)) = 1，则

(fm(x), gn(x)) = 1, (f(xm), g(xm)) = 1.

思路分析 反复应用性质 (1) 可得 (fm(x), gn(x)) = 1; 应用多项式互素的判

别条件可得 (f(xm), g(xm)) = 1.

(3) (f(x), g(x)) = 1 当且仅当 (f(x)g(x), f(x) + g(x)) = 1.

(4) 若 f(x) g(x)h(x)，且 (f(x), g(x)) = 1，则 f(x) h(x).

(5) 若 f(x) h(x), g(x) h(x)，且 (f(x), g(x)) = 1，则 f(x)g(x) h(x).

6. 不可约多项式

若 p(x) ∈ P [x], ∂(p(x)) > 1, p(x) 不能表示成 P [x] 中两个次数比 ∂(p(x)) 低

的多项式的乘积，则称 p(x) 在 P 上不可约.

不可约多项式的性质

(1) 数域 P 上的不可约多项式 p(x) 与 P [x] 中任意多项式 f(x) 的关系是

(p(x), f(x)) = 1 或 p(x) f(x).
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(2)设 p(x)是数域 P 上的不可约多项式，则对于任意 f(x), g(x) ∈ P [x]，若

p(x)整除 f(x)g(x)，则 p(x)整除 f(x),g(x)其中之一.更一般地，若 p(x)
m∏

i=1

fi(x)，

则 p(x) 至少整除某一个 fi(x).

7. 因式分解及唯一性定理

数域 P 上每个次数大于等于 1的多项式 f(x)都可以唯一地分解为 P 上一

些不可约多项式 pi(x) 的乘积，即

f(x) =
s∏

i=1

pri
i (x).

(1) 复数域上的不可约多项式只有一次的，因此，每个次数大于等于 1 的复

系数多项式都能唯一地分解为一次因式之积.

(2)实数域上的不可约多项式只有一次多项式和二次不可约多项式，因此，

每个次数大于等于 1 的实系数多项式都能唯一地分解为一次多项式和二次不可

约多项式之积.

(3) 有理数域上的不可约多项式可以是任意次的. 例如，xn + 2 是有理数域

上的不可约多项式，这里 n 为任意正整数.

1.1.2 重因式与多项式函数

1. 重因式

不可约多项式 p(x) 称为多项式 f(x) 的 k(k > 0) 重因式，如果 pk(x) 整除

f(x)，但 pk+1(x) 不整除 f(x).

2. 重因式的性质

(1) 如果不可约多项式 p(x) 是多项式 f(x) 的 k(k > 1) 重因式，那么它是

f ′(x) 的 k − 1 重因式. 若不可约多项式 p(x) f(x),p(x) 为 f ′(x) 的 k − 1 重因

式，则 p(x) 是 f(x) 的 k 重因式.

(2) 不可约多项式 p(x) 是多项式 f(x) 的重因式的充分必要条件是 p(x) 为

f(x) 与 f ′(x) 的公因式.

(3) 多项式 f(x) 没有重因式的充分必要条件是 f(x) 与 f ′(x) 互素.

(4) 数域 P 上任意一个不可约多项式在复数域内没有重根.

3. 与多项式函数相关的结论

(1) α 是多项式 f(x) 的根当且仅当 (x− α) f(x).
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(2) P [x] 中 n(n > 0) 次多项式在数域 P 中的根不可能多于 n 个，重根按重

数计算.

(3) 如果多项式 f(x), g(x) 的次数都不超过 n，而它们对 n + 1 个不同的数

α1, · · · , αn+1 有相同的值，即

f(αi) = g(αi), i = 1, 2, · · · , n + 1,

那么 f(x) = g(x).

1.1.3 有理数域上的多项式

1. 有理系数多项式的因式分解

应用高斯引理 (本原多项式的乘积仍是本原多项式) 可以证明下面定理.

整系数多项式的因式分解定理 如果一非零的整系数多项式能够分解成两

个次数较低的有理系数多项式的乘积，那么它一定能分解成两个次数较低的整

系数多项式的乘积.

推论 设 f(x), g(x) 是整系数多项式，且 g(x) 是本原多项式. 如果 f(x) =

g(x)h(x)，其中 h(x) 是有理系数多项式，那么 h(x) 一定是整系数的.

2. 求整系数多项式有理根的方法

设

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

是一个整系数多项式，而
r

s
是它的一个有理根，其中 r, s 互素，那么必有 s an,

r a0. 特别地，如果 f(x) 的首项系数 an = 1，那么 f(x) 的有理根都是整根，而

且是 a0 的因子.

3. 有理系数多项式是否可约的一个充分条件

艾森斯坦因 (Eisenstein) 判别法 设

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

是一个整系数多项式. 如果存在素数 p 使得

(1) p - an;

(2) p an−1, an−2, · · · , a0;

(3) p2 - a0,

那么 f(x) 在有理数域上是不可约的.
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对于一些多项式而言，不能直接应用艾森斯坦因判别法，应采用以下常见的

变换：

(1) 令 x = ay + b, a 6= 0, a, b ∈ Z，则整系数多项式 f(x) 与 g(y) = f(ay + b)

在有理数域上有相同的可约性；

(2) 令 x =
1
y
，则整系数多项式 f(x) 与 g(y) = ynf

(1
y

)
在有理数域上有相

同的可约性，这里 n = ∂(f(x)).

问题 在艾森斯坦因判别法中，将 a0 和 an 的条件互换，f(x)是否仍为不

可约多项式？

1.2 典型例题解析

例 1.1 试求所有非零复系数多项式 f(x)，满足

f(f(x)) = (f(x))n, (1.2)

其中 n 为正整数.

思路分析 (1) 对于一些相对复杂的题目，如何来获取解题思路呢？往往

先讨论简单的情形，从中寻找一般情形的解题方法. 此题可对多项式的次数分

类，先讨论低次多项式是否适合题目中的条件，由此来寻找解决问题的突破口.

设

f(x) = amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0, am 6= 0.

比较 (1.2) 式中等号两边多项式的次数可得 m2 = mn.

当 m = 0 时,f(x) = a0 6= 0, an−1
0 = 1; 当 m = n时，通过比较等式中多项式

的系数可得 f(x) = xn.

将 f(x) 的表达式假设出来，可以将抽象的条件 (1.2) 向具体转化，这是解

题的一个关键所在.

(2)对于任意复数 k, f(f(k)) = (f(k))n. 若 f(x)为零次多项式，结论易得；

若 ∂(f(x)) > 1，不妨设 f(x) = g(x) + ih(x)，这里 g(x), h(x) 均为实系数多项

式，∂(g(x)) > 1 或 ∂(h(x)) > 1, 由实系数多项式的连续性可得 f(x) 的值域是一

个无限集合. 因此，f(x) 与 xn 对无穷多个复数取值相同，于是 f(x) = xn.

(3) 对于 ∂(f(x)) > 1 的情形，设出 f(x) 的标准分解式，由此可得结论.

例 1.2 设 f0(x), f1(x), · · · , fn−1(x) ∈ P [x]，且

(xn − a)
n−1∑

i=0

xifi(xn), a ∈ P, a 6= 0.

证明：(x− a) fi(x), i = 0, 1, · · · , n− 1.
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思路分析 (1)从多项式的一次因式与根之间的关系入手，将要证明的结论

转化为证明 fi(a) = 0;

(2)借助多项式的整除与带余除法之间的关系，将要证明的结论转化为证明

x− a 除 fi(x) 的余式为零;

(3) 注意到 xn − a 除 fi(xn) 的余式为 fi(a)，由此可得结论.

注 题目的充分性是显然成立的.

例 1.3 设 f(x) = x3m − x3n+1 + x3l+2, g(x) = x2 − x + 1，其中 m,n, l 为

非负整数，则 g(x) f(x) 的充分必要条件是 m,n, l 具有相同的奇偶性.

思路分析 借助多项式整除与互素的相关性质，可得 g(x) f(x) 当且仅当

g(x) 的两个根都是 f(x) 的根，由此可达到问题转化的目的.

思考 怎样将例 1.3 与例 1.2 联系起来?

例 1.4 证明：(xm − am) (xn − an) 当且仅当 m n，这里 a 6= 0, m,n 为自

然数.

思路分析 充分性显然，必要性利用配项的方法即可完成证明.

注 f(x) g(x)当且仅当 bf(x) cg(x), b, c为非零常数，因此 (xm−am) (xn−
an) 当且仅当

((x

a

)m

− 1
) ((x

a

)n

− 1
)
，当且仅当 (xm − 1) (xn − 1). 当然，

熟悉抽象代数的读者知道，xm− 1的所有根对数的乘法做成一个 m阶循环群，

(xm− 1) (xn− 1)意味着两个循环群之间的包含关系，从而利用子群的阶整除群

的阶可得 m n.

例 1.5 证明：(xm − 1, xn − 1) = xd − 1 当且仅当 (m,n) = d, 这里 m,n, d

为正整数,(m,n) 为 m,n 的最大公因数.

思路分析 考虑多项式的根与多项式整除之间的关系，并反复应用例 1.4

的结论.

证明 必要性 (略).

充分性：利用例 1.4的结论容易得到 xd− 1是 xm− 1与 xn− 1的公因式；

对于 xm − 1 和 xn − 1 的任意公因式 h(x), 要证明 h(x) (xd − 1) 只需证明 h(x)

的根均为 xd − 1 的根即可，因为 h(x) 没有重根.

例 1.6 设 f(x) 是数域 P 上 n(n > 2) 次不可约多项式，若 f(x) 的一个

根的倒数也是 f(x) 的根，则 f(x) 的每一个根的倒数都是 f(x) 的根.

思路分析 设

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0,
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g(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x + an.

由已知条件可知，f(x) 与 g(x) 有公共根.

再由不可约多项式的性质可得 g(x) = cf(x). 由此可得结论.

例 1.7 设 f1(x), f2(x) 是数域 P 上两个多项式. 证明：f1(x) 与 f2(x) 互

素的充分必要条件是：对 P 上任意两个多项式 r1(x),r2(x), 存在 P 上多项式

q1(x),q2(x), 使

q1(x)f1(x) + r1(x) = q2(x)f2(x) + r2(x).

思路分析 利用多项式互素的判别条件可证.

注 题目中 r1(x),r2(x) 的任意性可合并为一个多项式的任意性，即 f1(x)

与 f2(x) 互素的充分必要条件可换为对于任意多项式 h(x)，存在 P 上多项式

q1(x),q2(x), 使

h(x) = q1(x)f1(x) + q2(x)f2(x).

从抽象代数的角度看，f1(x)与 f2(x)互素的充分必要条件是两个理想 (f1(x))与

(f2(x)) 的和是单位理想，即

(f1(x)) + (f2(x)) = P [x].

例 1.8 设 f(x) 是次数大于零的整系数多项式，证明：若 1 +
√

2 是 f(x)

的根，则 1−√2 也是 f(x) 的根.

思路分析 显然，若结论成立，则以 1+
√

2和 1−√2为根的多项式 x2−2x−1

是 f(x) 的因式. 反过来，要证明结论，只需利用带余除法证明 x2 − 2x− 1 整除

f(x) 即可.

多项式的整除以及与之相关的公因式、多项式的根等问题是考研经常涉及

的题目. 对此，除了熟练掌握相关的概念、性质以及结论之外，还要理解这些内

容之间的联系. 例如，例 1.2 中用到了整除与带余除法，以及整除与多项式的根

之间的关系；例 1.3，例 1.4，例 1.5，例 1.6 和例 1.8 都涉及多项式根的问题，这

些问题与多项式的互素、不可约多项式的性质等内容均有联系.

从重因式的定义可以看出，与重因式相关问题的实质还是多项式的整除问

题.结合不可约多项式的性质，借助重因式以及多项式函数的相关结论是解决问

题的关键.

例 1.9 证明:x− 1 是

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x + an
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的 k + 1(k > 0) 重因式当且仅当

n∑

i=0

ai = 0,
n∑

i=1

iai = 0, · · · ,
n∑

i=1

ikai = 0,
n∑

i=1

ik+1ai 6= 0. (1.3)

思路分析 (1) x− 1 是 f(x) 的 k + 1(k > 0) 重因式当且仅当

f(1) = f
′
(1) = · · · = f (k)(1) = 0, f (k+1)(1) 6= 0. (1.4)

将 (1.3) 式与 (1.4) 式均看作关于 a0,a1,· · · ,an 的线性方程组，则只需证明 (1.3)

式与 (1.4) 式等价即可，而两式等价当且仅当它们对应的系数矩阵行等价 (但验

证时的计算非常复杂).

(2) 利用数学归纳法可简化思路 (1) 的计算. k = 0 时结论显然. 结合重因式

的性质可得 x − 1 是 f(x) 的 k + 1(k > 0) 重因式当且仅当 x − 1 是 f(x) 的因

式，且 x− 1 是 f ′(x) 的 k 重因式. 利用归纳假设进一步可得当且仅当

a0+ a1+ a2 + · · ·+ an−1 +an = 0,

na0+ (n− 1)a1+ (n− 2)a2 + · · ·+ an−1 = 0,

(n− 1)a1+ 2(n− 2)a2 + · · ·+ (n− 1)an−1 = 0,
...

(n− 1)a1+ 2k−1(n− 2)a2 + · · ·+ (n− 1)k−1an−1 = 0,

(n− 1)a1+ 2k(n− 2)a2 + · · ·+ (n− 1)kan−1 6= 0.

(1.5)

容易证明：(1.5) 式与 (1.3) 式等价，结论得证.

(3) 注意到

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an,

f
′
(x) = na0x

n−1 + (n− 1)a1x
n−2 + · · ·+ an−1,

nf(x)− xf
′
(x) = a1x

n−1 + 2a2x
n−2 + · · ·+ nan.

构造 f1(x) = nf(x)− xf ′(x),

fj(x) = nfj−1(x)− xf ′j−1(x), j = 2, 3, · · · , k + 1.

注意到 (1.3) 式恰为 f(1) = 0, fj(1) = 0, j = 1, 2, · · · , k, fk+1(1) 6= 0.

若 x− 1是 f(x)的 k + 1重因式，则 x− 1是 f1(x)的 k 重因式，· · · · · ·，是
fk(x)的 1重因式，是 fk+1(x)的 0重因式，必要性得证. 反之，若 (1.3)式成立，

则由 fk(1) = 0, fk+1(1) 6= 0 可得 x − 1 是 fk(x) 的 1 重因式，结合 fk−1(1) = 0

可得 x− 1 是 fk(x) 的 2 重因式. 以此类推，可得结论.
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结合行列式和线性方程组的知识，利用反证法，可以证明下面例子.

例 1.10 证明多项式

f(x) = a1x
p1 + a2x

p2 + · · ·+ anxpn

不可能有非零而重数大于 n − 1 的根，其中 ai 6= 0 (i = 1, 2, · · · , n)，而 pj(j =

1, 2, · · · , n) 是两两互不相同的非负整数.

例 1.11 设 f1(x), f2(x), · · · , fm(x)是两两互素的多项式，a1, a2, · · · , am 是

数. 证明存在 g(x) 满足

g(x) = fi(x)qi(x) + ai, i = 1, 2, · · · ,m.

思路分析 仅就 s = 2 时给出证明. 由于 f1(x), f2(x) 互素，存在 u(x), v(x)

使得

u(x)f1(x) + v(x)f2(x) = 1.

令 g(x) = a1v(x)f2(x) + a2u(x)f1(x) 即为所求.

注 若 fi(x)(i = 1, 2) 均为一次因式时，题目给出的 g(x) 恰为拉格朗日插

值公式. 因此，此题可看做拉格朗日插值公式的一个推广.

例 1.12 设 f(x)是一个整系数多项式，若既约分数
r

s
是它的一个有理根，

则 (r −ms) f(m)，这里 m 是一个整数. 特别地，(r − s) f(1), (r + s) f(−1).

思路分析 应用整系数多项式的因式分解定理的推论可证.

注 当 ±1 不是 f(x) 的根时，可缩小有理根的试验范围.

判断一个有理系数多项式是否可约是考研中的常见题目，对于系数相对具

体的题目一般应用艾森斯坦因判别法，否则一般采用反证法.

例 1.13 设

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

是一个整系数多项式. 如果有一个素数 p 使得

(1) p - an;

(2) p ak−1, ak−2, · · · , a0;

(3) p2 - a0,

这里 k 6 n. 那么 f(x) 有一个次数不小于 k 的不可约因式.

思路分析 应用反证法. 与艾森斯坦因判别法的证明过程类似，也是艾森

斯坦因判别法的一个推广.


