
  我们已经十分熟悉一些应用所研究的对象被描述成集合。但是,当我们建立这些对象

集合的时候,却是为了研究这些集合之间以及集合元素之间的关系,比如运算、顺序、映射

等。那么,什么是关系呢? 本章将给出答案。

3.1 序偶和笛卡儿积

1.序偶

在日常生活中,有许多事物是成对出现的,而且具有一定的顺序。例如,1<2;中国地处

亚洲;平面上点的坐标等。一般的说,两个具有固定次序的个体组成一个序偶,记作<x,y>。
上述各例可分别表示为<1,2>、<中国,亚洲>、<a,b>等。

序偶可以看作是具有两个元素的集合,与一般集合不同的是序偶具有确定的次序。在

集合中,{a,b}={b,a};但对序偶而言,当a≠b时,<a,b>≠<b,a>。
定义3.1(序偶相等) <x,y>=<u,v>,当且仅当x=u,y=v。
序偶<a,b>中两个元素不一定来自同一个集合,它们可以代表不同类型的事物。例如,a

代表操作码,b代表地址码,则序偶<a,b>就代表一条单地址指令。在序偶<a,b>中,a称为第

一坐标,b称为第二坐标。
序偶的概念可以推广到有序三元组的情况。有序三元组,其第一坐标本身是一个序偶,

可形式化表示为<<x,y>,z>。我们约定<<x,y>,z>=<x,y,z>。同理,有序n元组定义为

<x1,x2,…,xn>,且:
<x1,x2,…,xn>= <y1,y2,…,yn>⇔x1 =y1 ∧x2 =y2 ∧ … ∧xn =yn

  一般地,有序n元组<x1,x2,…,xn>中的xi 称为有序n 元组的第i个坐标。

2.笛卡儿积

定义3.2(笛卡儿积) A 和B 是集合,序偶集合A×B={<x,y>|x∈A∧y∈B}称为A
与B 的笛卡儿积。

【例3.1】 若A={1,2},B={a,b,c},求A×B,B×B 以及(A×B)∩(B×A)。
解:

A×B= {<1,a>,<1,b>,<1,c>,<2,a>,<2,b>,<2,c>}

B×B= {<a,a>,<a,b>,<a,c>,<b,a>,<b,b>,<b,c>,<c,a>,<c,b>,<c,c>}
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B×A = {<a,1>,<a,2>,<b,1>,<b,2>,<c,1>,<c,2>}
(A×B)∩ (B×A)= ⌀

  显然,我们有:
(1)A×B≠B×A。
(2)如果|A|=m,|B|=n,则|A×B|=|B×A|=|A||B|=mn。
我们约定:若A=⌀或B=⌀,则A×B=⌀。
由笛卡儿积定义可知:

(A×B)×C= {<<x,y>,z>|<x,y>∈A×B∧z∈C}
{<x,y,z>|x∈A∧y∈B∧z∈C}

A×(B×C)= {<x,<y,z>>|x∈A∧ <y,z>∈B×C}
由于<x,<y,z>>不是三元组,所以:

(A×B)×C≠A×(B×C)

  算法3.1 计算笛卡儿积算法如图3.1所示。

图3.1 笛卡儿积计算算法流程

输入:两个集合A 和B。
输出:2×(nm)矩阵C。
思路:对A 中每一个元素,与B 中所有元素组成序偶,直到A 遍历完。C 中第一行为

序偶第一坐标(A 中元素),C中第二行为序偶第二坐标(B 中元素)。
定理3.1 设A、B 和C 为任意三个集合,则有:
(1)A×(B∪C)=(A×B)∪(A×C)。
(2)A×(B∩C)=(A×B)∩(A×C)。
(3)(A∪B)×C=(A×C)∪(B×C)。
(4)(A∩B)×C=(A×C)∩(B×C)。
证明:
(1)设<x,y>∈A×(B∪C)⇔x∈A∧y∈B∪C
⇔x∈A∧(y∈B∨y∈C)⇔(x∈A∧y∈B)∨(x∈A∧y∈C)
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⇔<x,y>∈A×B∨<x,y>∈A×C⇔<x,y>∈(A×B)∪(A×C)
因此,A×(B∪C)=(A×B)∪(A×C)。
(4)设<x,y>∈(A∩B)×C⇔x∈A∩B∧y∈C
⇔(x∈A∧x∈B)∧y∈C⇔(x∈A∧y∈C)∧(x∈B∧y∈C)

⇔<x,y>∈A×C∧<x,y>∈B×C⇔<x,y>∈(A×C)∩(B×C)
因此,(A∩B)×C=(A×C)∩(B×C)。 ■
定理3.2 设A、B 和C 为三个非空集合,则有:

A⊆B⇔A×C⊆B×C⇔C×A⊆C×B
  证明:设A⊆B,对任意的<x,y>:

<x,y>∈A×C⇔x∈A∧y∈C
⇒x∈B∧y∈C⇔<x,y>∈B×C

  因此,A×C⊆B×C。
反之,若A×C⊆B×C,取y∈C,则对∀x,有:

x∈A⇔x∈A∧y∈C⇔<x,y>∈A×C
⇒<x,y>∈B×C⇔x∈B∧y∈C⇔x∈B

  因此,A⊆B。
定理的第二部分A⊆B⇔C×A⊆C×B,证明类似。 ■
定理3.3 设A、B、C、D 为四个非空集合,则A×B⊆C×D 的充要条件为A⊆C 且

B⊆D。
证明:若A×B⊆C×D,对任意的x∈A,y∈B,有:

(x∈A)∧ (y∈B)⇔<x,y>∈A×B⇒<x,y>∈C×D
⇔(x∈C)∧ (y∈D)

  即A⊆C,B⊆D。
反之,若A⊆C且B⊆D,设任意x∈A,y∈B,有:

<x,y>∈A×B⇔(x∈A)∧ (y∈B)

⇒(x∈C)∧ (y∈D)

⇒<x,y>∈C×D
  因此,A×B⊆C×D。 ■

对于有限个集合可以进行多次笛卡儿积运算。我们约定:

A1×A2×A3 = (A1×A2)×A3

A1×A2×A3×A4 = (A1×A2×A3)×A4 = ((A1×A2)×A3)×A4

  一般地,

 A1×A2×…×An = (A1×A2×…×An-1)×An

= {<x1,x2,…,xn>|x1 ∈A1 ∧x2 ∈A2 ∧ … ∧xn ∈An}
故A1×A2×…×An 是有序n 元组构成的集合。

特别地,同一集合的n次笛卡儿积A×A×…×
췍 췍췍——— ———

A
n

,记为An,这里An=An-1×A。

例如,A={1,2},则:
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{1,2}3= {1,2}2×{1,2}= {<1,1>,<1,2>,<2,1>,<2,2>}×{1,2}

= {<<1,1>,1>,<<1,1>,2>,<<1,2>,1>,<<1,2>,2>,<<2,1>,1>,

 <<2,1>,2>,<<2,2>,1>,<<2,2>,2>}

= {<1,1,1>,<1,1,2>,<1,2,1>,<1,2,2>,<2,1,1>,<2,1,2>,<2,2,1>,<2,2,2>}

  如果|A|表示集合A 的个数。若|A|=2,则|A3|=23=8。一般地,若|A|=m,则

|An|=mn。

习题3.1

1.设A={1,2,3},B={a,b}求:
(1)A×B   (2)B×A  (3)B×B  (4)2B×B
2.使A⊆A×A 成立的集合A 存在吗? 请阐明理由。

3.证明A×B=B×A ÛA=⌀∨B=⌀∨A=B。

4.证明(A∩B)×(C∩D)=(A×C)∩(B×D)。

5.下列各式中哪些成立,哪些不成立? 对成立的式子给出证明,对不成立的式子给出

反例。
(1)(A∪B)×(C∪D)=(A×C)∪(B×D)。
(2)(A-B)×(C-D)=(A×C)-(B×D)。
(3)(A췍B)×(C췍D)=(A×C)췍(B×D)。
(4)(A-B)×C=(A×C)-(B×C)。
(5)(A췍B)×C=(A×C)췍(B×C)。

6.列出关系{<a,b,c,d>|a,b,c,d∈Z+且a·b·c·d=6}中所有有序四元组。

7.确定下列二元关系:
(1)A={1,2,3},B={1,3,5},R={x,y|x,y∈A∩B}⊆A×B。
(2)A={0,1,2,3,4,5,6,8},R={<x,y>|x=2y}⊆A×A。

3.2 关系及其表示

3.2.1 关系的概念

我们知道,有序n元组可以表达n 个个体之间的联系,因此可以用有序n元组表达关系

概念。
定义3.3(关系) 设X、Y 是任意两个集合,则称笛卡儿积X×Y 的任一子集为从X 到

Y 的一个二元关系。记为R,R⊆X×Y。

X 到Y 的二元关系R,如图3.2所示。
集合X 到Y 的二元关系是第一坐标取自X、第二坐标取自Y 的序偶集合。如果序偶

<x,y>∈R,也说x与y 有关系R,记为xRy;如果序偶<x,y>∉R,则说x与y 没有关系R,
记为x췍Ry。X 为R 的前域,Y 为R 的陪域。

当X=Y 时,关系R 是X×X 的子集,这时称R 为集合X 上的二元关系。



51   

图3.2 关系示意图

【例3.2】 (1)设A={a,b},B={2,5,8},则:

A×B= {<a,2>,<a,5>,<a,8>,<b,2>,<b,5>,<b,8>}
令R1={<a,2>,<a,8>,<b,2>},R2={<a,5>,<b,2>,<b,5>},R3={<a,2>}。

因为R1⊆A×B,R2⊆A×B,R3⊆A×B,所以R1、R2 和R3 均是由A 到B 的关系。
(2)>={<x,y>|x,y是实数且x>y}是实数集上的大于关系。
定义3.4(定义域和值域) 设R 为X 到Y 的二元关系,由<x,y>∈R 的所有x 组成的

集合称为R 的定义域,记作domR 或D(R),即:

domR= {x|(∃y)(<x,y>∈R)}
使<x,y>∈R 的所有y 组成的集合称为R 的值域,记作ranR,即:

ranR= {y|(∃x)(<x,y>∈R)}
记为FLDR=domR∪ranR。

显然,domR⊆X,ranR⊆Y,FLDR=domR∪ranR⊆X∪Y。
【例3.3】 设A={1,3,7},B={1,2,6},H={<1,2>,<1,6>,<7,2>},求domH、ranH

和FLDH。
解:domH={1,7},ranH={2,6},FLDH={1,2,6,7}。
【例3.4】 设X={2,3,4,5},求集合X 上的关系“<”、dom<及ran<。
解:<={<2,3>,<2,4>,<2,5>,<3,4>,<3,5>,<4,5>}

dom<={2,3,4},ran<={3,4,5}。

3.2.2 几种特殊的关系

1.空关系

  对任意集合X 和Y,⌀⊆X×Y,所以⌀是由X 到Y 的关系,称为空关系。

2.全关系

因为X×Y⊆X×Y,所以X×Y 是一个由X 到Y 的关系,称为由X 到Y 的全关系。
【例3.5】 若H={f,m,s,d}表示家庭中父、母、子、女四个人的集合,确定H 上的全关

系和空关系,另外再确定 H 上的一个关系,并指出该关系的定义域和值域。
解:设 H 上同一家庭的成员的关系为H1:

H1 ={<f,f>,<f,m>,<f,s>,<f,d>,<m,f>,<m,m>,<m,s>,<m,d>,
<s,f>,<s,m>,<s,s>,<s,d>,<d,f>,<d,m>,<d,s>,<d,d>}
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  设 H 上的互不相识的关系为H2,H2=⌀,则 H1 为全关系,H2 为空关系。
设 H 上的长幼关系为H3:

H3 = {<f,s>,<f,d>,<m,s>,<m,d>}

domH3 = {f,m}

ranH3 = {s,d}

3.恒等关系

定义3.5(恒等关系) 设IX 是X 上的二元关系且满足IX={<x,x>|x∈X},则称IX

是X 上的恒等关系。
例如,A={1,2,3},则IA={<1,1>,<2,2>,<3,3>}。
因为关系是有序元组的集合,因此,关系可以进行集合的所有运算。
定理3.4 若Q 和S 是从集合X 到集合Y 的两个关系,则Q 和S 的并、交、补、差仍是

X 到Y 的关系。
证明:因为Q⊆X×Y,S⊆X×Y
故

Q∪S⊆X×Y, Q∩S⊆X×Y
췍S = (X×Y-S)⊆X×Y
Q-S= (Q∩췍S)⊆X×Y

  【例3.6】 若A={1,2,3,4},R1={<x,y>|(x-y)/2∈A,x,y∈A},R2={<x,y>|
(x-y)/3∈A,x,y∈A},求R1∩R2、R1∪R2、R1-R2 和췍R1。

解:

R1 = {<3,1>,<4,2>},R2 = {<4,1>}

R1 ∩R2 = ⌀
R1 ∪R2 = {<3,1>,<4,2>,<4,1>}

R1-R2 =R1

췍R1 =A×A-R1

 = {<1,1>,<1,2>,<1,3>,<1,4>,<2,1>,<2,2>,<2,3>,<2,4>,

   <3,2>,<3,3>,<3,4>,<4,1>,<4,3>,<4,4>}

3.2.3 关系的表示

1.集合表示法

  因为关系是有序元组的集合,因此可用表示集合的列举法或描述法来表示关系。例3.2
的(1)中的关系R1、R2 和R3 及例3.3中的关系 H,均是用列举法表示的关系;而例3.2的

(2)中的关系>和例3.6中的关系R1 和R2 都是用描述法表示的关系。
有限集合间的二元关系R 除了可以用集合的形式表达以外,还可用矩阵和图形表示。

2.矩阵表示法

设给定两个有限集合X={x1,x2,…,xm},Y={y1,y2,…,yn},则对应于从X 到Y 的二
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元关系R 有一个关系矩阵MR=[rij]m×n,其中:

rij =
1 <xi,yj>∈R

 
0 <xi,yj>∉{ R

 (i=1,2,…,m;j=1,2,…,n)

  如果R 是有限集合X 上的二元关系或X 和Y 含有相同数量的有限个元素,则 MR 是

方阵。
【例3.7】 若A={a1,a2,a3,a4,a5},B={b1,b2,b3},R={<a1,b1>,<a1,b3>,<a2,b2>,

<a2,b3>,<a3,b1>,<a4,b2>,<a5,b2>},写出关系矩阵MR。
解:

MR =

1 0 1
0 1 1
1 0 0
0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 1 0 5×3

  【例3.8】 设X={1,2,3,4},写出集合X 上的大于关系>的关系矩阵。
解:>={<2,1>,<3,1>,<3,2>,<4,1>,<4,2>,<4,3>}

M>=

0 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

1 1 1 0

3.关系图表示法

有限集合的二元关系也可用图形来表示。设集合 X={x1,x2,…,xm}到Y={y1,

y2,…,yn}上的一个二元关系为R,首先我们在平面上做出m 个结点分别记作x1,x2,…,
xm,另外做n个结点分别记作y1,y2,…,yn。如果xiRyj,则从结点xi 至结点yj 做一有向

弧,其箭头指向yi;如果xiRyj,则xi、yi 之间没有线段连接。用这种方法连接起来的图称

为R 的关系图。
【例3.9】 画出例3.7的关系图。
解:关系图如图3.3所示。
【例3.10】 设A={1,2,3,4,5},R={<1,2>,<1,5>,<2,2>,<3,2>,<3,1>,<4,3>},画出

R 的关系图。
解:关系图如图3.4所示。

图3.3 例3.9的关系图

    

图3.4 例3.10的关系图
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关系图主要表达结点与结点之间的邻接关系,故关系图与结点位置和线段的长短无关。
今后通常限于讨论同一集合上的关系。

习题3.2

1.设A={1,2,3},B={a},求出所有由A 到B 的关系。

2.设A={1,2,3,4},R1={<1,3>,<2,2>,<3,4>},R2={<1,4>,<2,3>,<3,4>}。求:R1∪
R2、R1∩R2、R1-R2、췍R1、dom(R1)、dom(R2)、ran(R1)、ran(R2)、dom(R1∪R2)、ran(R1∩R2)。

3.对任意集合A 及上的关系R1 和R2,证明:
(1)ran(R1∪R2)=ran(R1)∪ran(R2)。
(2)ran(R1∩R2)⊆ran(R1)∩ran(R2)。

4.设A 有n 个元素的有限集合,请指出A 上有多少个二元关系? 并阐明理由。

3.3 关系的性质及其判定算法

3.3.1 关系的性质

定义3.6(关系的性质) 设R 是定义在集合X 上的二元关系,如果:
(1)对于每一个x∈X,都有xRx,则称R 是自反的。

R 在X 上自反⇔(∀x)(x∈X→xRx)。
(2)对于每一个x∈X,都有x췍Rx,则称R 是反自反的。

R 在X 上反自反⇔(∀x)(x∈X→x췍Rx)。
(3)对于任意x,y∈X,若xRy,就有yRx,则称R 是对称的。

R 在X 上对称⇔(∀x)(∀y)((x∈X)∧(y∈X)∧(xRy)→(yRx))。
(4)对于任意x,y∈X,若xRy,yRx,必有x=y,则称R 在X 上是反对称的。

R 在X 上反对称⇔(∀x)(∀y)((x∈X)∧(y∈X)∧(xRy)∧(yRx)→(x=y))。
(5)对于任意x,y,z∈X,若xRy,yRz,就有xRz,则称R 在X 上是传递的。

R 在X 上传递⇔(∀x)(∀y)(∀z)((x∈X)∧(y∈X)∧(z∈X)∧(xRy)∧(yRz)→
(xRz))。

【例3.11】 设A={1,2,3},则集合A 上的关系:

R1={<1,1>,<2,2>,<2,1>,<3,3>}是自反而不是反自反的关系。

R2={<1,2>,<1,3>,<2,1>,<2,3>}是反自反而不是自反的关系。

R3={<1,1>,<1,3>,<2,1>,<2,3>}既不是自反的也不是反自反的关系。

R4={<1,1>,<1,3>,<3,1>,<2,3>,<3,2>}是对称的而不是反对称的关系。

R5={<1,1>,<1,3>,<2,1>,<2,3>}是反对称的而不是对称的关系。

R6={<1,1>,<2,2>,<3,3>}是既对称也反对称的关系。

R7={<1,2>,<2,3>,<3,2>}是既不对称也不反对称关系。

R8={<1,1>,<1,2>,<2,1>,<2,2>},R9={<1,2>,<3,2>}是可传递的关系。

R10={<1,2>,<2,3>,<1,3>,<2,1>}是不可传递的关系,因为<1,2>∈R10,<2,1>∈R10,



55   

但<1,1>∉R10。
由定义3.9及例3.10可知:
(1)对任意一个关系R,若R 自反则它一定不反自反,若R 反自反则它也一定不自反;

但R 不自反,它未必反自反,若R 不反自反,也未必自反。
(2)存在着既对称也反对称的关系。
图3.5表明了自反与反自反、对称与反对称性之间的关系。

图3.5 自反与反自反、对称与反对称性之间的关系

【例3.12】 设整数集Z上的二元关系R 定义如下:

R= {<x,y>|x,y∈Z,(x-y)/2是整数}

  验证R 在Z 上是自反和对称的。
证明:∀x∈Z,(x-x)/2=0,即<x,x>∈R,故R 是自反的。
又设∀x,y∈Z,如果xRy,即(x-y)/2是整数,则(y-x)/2也必是整数,即yRx,因此

R 是对称的。

3.3.2 关系性质判定算法

1.关系性质判定

  从R 的关系矩阵和关系图得出:
(1)若关系R 是自反的,当且仅当其关系矩阵的主对角线上的所有元素都是1;其关系

图上每个结点都有自环。
(2)若关系R 是对称的,当且仅当其关系矩阵是对称矩阵;其关系图上任意两个结点

间若有定向弧,必是成对出现的。
(3)若关系R 是反自反的,当且仅当其关系矩阵的主对角线上的元素皆为0;关系图上

每个结点都没有自环。
(4)若关系R 是反对称的,当且仅当其关系矩阵中关于主对角线对称的元素不能同时

为1;其关系图上任意两个不同结点间至多出现一条定向弧。
(5)若关系R 是可传递的,当且仅当其关系矩阵满足:对∀i,j,k,i≠j,j≠k,若rij=1

且rjk=1,则rik=1;其关系图满足:对∀i,j,k,i≠j,j≠k,若有弧由ai 指向aj,且又有弧由

aj 指向ak,则必有一条弧由ai 指向ak。
【例3.13】 图3.6是由关系图所表示的A={a,b,c}上的5个二元关系。
请判断它们的性质。
解:
(1)是反对称、传递但不是对称的关系,而且是既不自反也不反自反的关系。
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图3.6 例3.13的关系图

(2)是自反、传递、反对称的关系,但不是对称也不是反自反的关系。
(3)是反自反但不是对称、不是反对称、不是自反也不是传递的关系。
(4)是不自反、不反自反但是传递的关系,而且既是对称也是反对称的关系。
(5)是自反、反对称但不是传递、不是对称也不是反自反的关系。

2.关系性质判别算法

算法3.2 判断关系是否具有自反性的算法(见图3.7)。

图3.7 自反关系判定算法流程图

输入:集合A、A 上关系R、标志位flg,假设R 是自反的(flg=1)。
输出:flg。
思路:对A 中每个元素x,判断是否存在序偶(x,x),如果不存在,设置标志为0。
对称关系、传递关系判别算法设计留作练习。
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习题3.3

1.设A={1,2,3,4},定义A 上的下列关系。

R1 = {<1,1>,<1,2>,<3,3>,<3,4>},R2 = {<1,2>,<2,1>}

R3 = {<1,1>,<1,2>,<2,2>,<2,1>,<3,3>,<3,4>,<4,3>,<4,4>}

R4 = {<1,2>,<2,4>,<3,3>,<4,1>}

R5 = {<1,2>,<1,3>,<1,4>,<2,3>,<2,4>,<3,4>}

R6 =A×A,R7 = ⌀
  请给出上述每一个关系的关系图与关系矩阵,并指出它具有的性质。

2.定义在整数集合I上的相等关系、“≤”关系、“<”关系,全关系,空关系,是否具有表

中所指的性质,请用Y(有)或N(无)将结果填在表3.1中。

表3.1 关系的性质

   性质

关系   
自反的 反自反的 对称的 反对称的 传递的

相等关系

≤关系

<关系

全关系

空关系

3.设A 和B 为有穷集合,R,S⊆A×B,MR=(xij)m×n,MS=(yij)m×n。
(1)为了R⊆S,必须且只需∀i∀j(xij≤yij)。
(2)设MR∪S=(zij)m×n,那么zij=xij∨yij,i=1,2,…,m,j=1,2,…,n。
(3)设MR∩S=(tij)m×n,那么tij=xij∧yij,i=1,2,…,m;j=1,2,…,n。

4.设A 是一个非空集合,R⊆A×A。如果R 在A 上是对称的、传递的,下面的推导说

明R 在A 上是自反的:
对任意的a,b∈A,由于R 是对称的,有:

aRb⇒bRa
  于是aRb⇒aRb∧bRa,又利用R 是传递的,得:

aRb∧bRa⇒aRa
  从而说明R 是自反的。

上述推导正确吗? 请阐明理由。

5.确定下列整数集合上的关系R 是否是自反的、反自反的、对称的、反对称的和传递

的,其中<x,y>∈R,当且仅当:
(1)x≠y
(2)xy≥1
(3)x=y+1或x=y-1
(4)x≡y(mod7)
(5)x=y2
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(6)x≥y2

(7)x是y 的倍数

(8)x与y 都是负的或都是非负的

6.设A 是一个n 元集合,问A 上有多少个关系? 这其中又有多少个关系是:
(1)对称的?
(2)反对称的?
(3)非对称的?
(4)反自反的?
(5)自反的和对称的?
(6)既不是自反的也不是反自反的?

7.设计对称关系判别算法。

8.设计传递关系判别算法。

9.请分别给出满足下列要求的二元关系的例子。
(1)既是自反的,又是反自反的。
(2)既不是自反的,又不是反自反的。
(3)既是对称的,又是反对称的。
(4)既不是对称的,又不是反对称的。

10.请分别描述自反关系、反自反关系、对称关系和反对称关系的关系矩阵以及关系图

的特征。

11.设R 是集合A 上的自反关系.试证明R 是等价关系当且仅当若<x,y>,<x,z>∈R,
则<y,z>∈R。
12.设R1 和R2 都是集合A 上的等价关系,试证明R1=R2 当且仅当A/R1=A/R2。

3.4 复合关系

3.4.1 复合关系的定义

定义3.7 设R 是从X 到Y 的关系,S是从Y 到Z 的关系,则R췍S称为R 和S 的复合

关系,表示为:R췍S={<x,z>|x∈X∧z∈Z∧(∃y)(y∈Y∧xRy∧ySz)}。从R 和S 求R췍
S,称为关系的复合运算。

复合运算是关系的二元运算,它能够由两个关系生成一个新的关系,以此类推。例如,

R 是从X 到Y 的关系,S是从Y 到Z 的关系,P 是从Z 到W 的关系,则(R췍S)췍P 是从X 到

W 的关系。
【例3.14】 设R 是由A={1,2,3,4}到B={2,3,4}的关系,S是由B 到C={3,5,6}的

关系,分别定义为:

R= {<a,b>|a+b=6}= {<2,4>,<3,3>,<4,2>}

S= {<b,c>|b整除c}= {<2,6>,<3,3>,<3,6>}
  于是复合关系:R췍S={<3,3>,<3,6>,<4,6>}。

例3.14中的两个关系R 与S 的复合R췍S很容易通过图3.8得到。
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图3.8 R췍S示意图

由图3.8立即可得R췍S={<3,3>,<3,6>,<4,6>}。
【例3.15】 设A 是所有人的集合。

R1 = {<a,b>|a,b∈A,a是b的兄弟}

R2 = {<b,c>|b,c∈A,b是c的父亲}

  那么R1췍R2={<a,c>|a,c∈A,a是c的叔伯};
而R2췍R2={<a,c>|a,c∈A,a是c的祖父}。

3.4.2 关系的复合运算的性质

定理3.5 设R 是由集合X 到Y 的关系,则IX췍R=R췍IY=R。
定理3.6 设R 是从X 到Y 的关系,S是从Y 到Z 的关系,则有:
(1)dom(R췍S)⊆domR。
(2)ran(R췍S)⊆ranS。
(3)若ranR∩domS=⌀,则R췍S=⌀。
证明:(1)和(2)是显然成立的,下面我们用反证法证明(3)。
反设R췍S≠⌀,则必存在x∈X,z∈Z,使<x,z>∈R췍S,从而∃y∈Y,使<x,y>∈R,<y,z>∈

S,故y∈ranR 且y∈domS,所以y∈ranR∩domS,这就与ranR∩domS=⌀矛盾,因此,

R췍S=⌀。 ■
定理3.7 (1)设R1、R2 和R3 分别是从X 到Y、Y 到Z 和Z 到W 的关系,则:

(R1췍R2)췍R3 =R1췍(R2췍R3)

  即关系的复合运算满足结合律。
(2)设R1 和R2 都是从X 到Y 的关系,S是从Y 到Z 的关系,则:

① (R1∪R2)췍S=(R1췍S)∪(R2췍S)

② (R1∩R2)췍S⊆(R1췍S)∩(R2췍S)
(3)设S是从X 到Y 的关系,R1 和R2 都是从Y 到Z 的关系,则:

①S췍(R1∪R2)=(S췍R1)∪(S췍R2)

②S췍(R1∩R2)⊆(S췍R1)∩(S췍R2)
证明:我们只证明(2),其他证明类似。

① ∀<x,z>∈(R1∪R2)췍S
⇔(∃y)(y∈Y∧<x,y>∈R1∪R2∧<y,z>∈S)

⇔(∃y)(y∈Y∧(<x,y>∈R1∨<x,y>∈R2)∧<y,z>∈S)
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⇔(∃y)(y∈Y∧<x,y>∈R1∧<y,z>∈S)∨(∃y)(y∈Y∧<x,y>∈R2)∧<y,z>∈S)

⇔<x,z>∈R1췍S∨<x,z>∈R2췍S
⇔<x,z>∈(R1췍S)∪(R2췍S)
所以(R1∪R2)췍S=(R1췍S)∪(R2췍S)

② ∀<x,z>∈(R1∩R2)췍S
⇔(∃y)(y∈Y∧<x,y>∈R1∩R2∧<y,z>∈S)

⇔(∃y)(y∈Y∧<x,y>∈R1∧<x,y>∈R2∧<y,z>∈S)

⇔<x,z>∈R1췍S∧<x,z>∈R2췍S
⇔<x,z>∈(R1췍S)∩(R2췍S)
所以(R1∩R2)췍S⊆(R1췍S)∩(R2췍S)。 ■
注意:一般来说:
(1)(R1∩R2)췍S≠(R1췍S)∩(R2췍S)。
如:设A={a,b,c},B={x,y,z},R1 和R2 都是从A 到B 的关系,S 是从B 到A 的关

系,R1={<a,x>,<a,y>},R2={<a,x>,<a,z>},S={<x,b>,<y,c>,<z,c>},则:
(R1 ∩R2)췍S= {<a,b>}, (R1췍S)∩ (R2췍S)= {<a,b>,<a,c>}

  可见,(R1∩R2)췍S⊆(R1췍S)∩(R2췍S),但(R1∩R2)췍S≠(R1췍S)∩(R2췍S)。
(2)关系的复合运算不满足交换律。
如:设A={a,b,c},R1 和R2 都是集合 A 上的关系,R1={<a,b>},R2={<b,a>},则

R1췍R2={<a,a>},而R2췍R1={<b,b>},所以R1췍R2≠R2췍R1。
由于关系的复合运算满足结合律,所以(R1췍R2)췍R3=R1췍(R2췍R3)可以写成R1췍R2췍

R3。一般地,若R1 是一由A1 到A2 的关系,R2 是由A2 到A3 的关系,……,Rn 是一由An

到An+1的关系,则不加括号的表达式R1췍R2췍…췍Rn 唯一地表示一由A1 到An+1的关系,在
计算这一关系时,可以运用结合律将其中任意两个相邻的关系先结合。特别地,当 A1=
A2=…=An+1=A,R1=R2=…=Rn=R,即R 是集合A 上的关系时,复合关系R1췍R2췍…췍

Rn=R췍R췍…췍췍 췍췍—— ——
R

n

简记作Rn,它也是集合A 上的一个关系。

3.4.3 复合关系的矩阵表示及图形表示

已知从集合X={x1,x2,…,xm}到集合Y={y1,y2,…,yn}上的关系为R,关系矩阵

MR= ui[ ]j m×n,从集合Y={y1,y2,…,yn}到集合Z={z1,z2,…,zp}的关系S,关系矩阵

MS= vi[ ]j n×p,表示复合关系R췍S的矩阵MR췍S可构造如下。
若∃yj∈Y,使得<xi,yj>∈R 且<yj,zk>∈S,则<xi,zk>∈R췍S。在集合Y 中能够满足这

样条件的元素可能不止yj 一个,例如另有yj′也满足<xi,yj′>∈R 且<yj′,zk>∈S。在所有这

样的情况下,<xi,zk>∈R췍S 都是成立的。这样,当我们扫描 MR 的第i行和MS 的第k 列

时,若发现至少有一个这样的j,使得第i行的第j 个位置上的记入值和第k 列的第j 个位

置上的记入值都是1时,则MR췍S的第i行和第k列上的记入值为1;否则为0。因此MR췍S可

以用类似于矩阵乘法的方法得到:
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MR췍S =MR췍MS = w[ ]ik m×p 其中  wik =∨
n

j=1

(uij ∧vjk)

式中∨代表逻辑加,满足0∨0=0,0∨1=1,1∨0=1,1∨1=1。
式中∧代表逻辑乘,满足0∧0=0,0∧1=0,1∧0=0,1∧1=1。

【例3.16】 给定集合A={1,2,3,4,5},在集合A 上定义两种关系:

R= {<1,2>,<3,4>,<2,2>},S= {<4,2>,<2,5>,<3,1>,<1,3>}
求R췍S和S췍R 的矩阵。

解:

MR췍S =

0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0

췍

0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0

=

0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0

MS췍R =

0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0

췍

0 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0

=

0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0

3.4.4 复合关系生成算法

1.基于集合的复合关系生成算法

  算法3.3 基于集合的复合关系生成算法(见图3.9)。

图3.9 基于集合的复合关系生成算法流程图

输入:输入A 到B 关系矩阵R1,输入B 到C 关系矩阵R2。
输出:复合关系R3=R2췍R1。
思路:对R1 中每对元素<x,y>,在R2 中检查是否存在序偶<y,z>,如果存在则将序偶

<x,z>写入R3中。
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2.基于矩阵的复合关系生成算法

算法3.4 基于矩阵的复合关系生成算法(见图3.10)。

图3.10 基于矩阵的复合关系生成算法流程图

输入:输入A 到B 关系矩阵R1,B 到C 关系矩阵R2。
输出:复合关系R3=R2췍R1。
思路:对R1 中每对元素<x,y>,在R2 中检查是否存在序偶<y,z>,如果存在则将序偶

<x,z>写入R3中。

习题3.4

1.设A={1,2,3,4},R1 和R2 为A 上的关系,R1={<1,1>,<1,2>,<2,4>},R2={<1,

4>,<2,3>,<2,4>,<3,2>},求R1췍R2,R2췍R1,R1췍R2췍R1,R3
1。

2.设R1、R2、R3是A 上的二元关系,如果R1⊆R2,证明:
(1)R1췍R3⊆R2췍R3

(2)R3췍R1⊆R3췍R2

3.设R1 和R2 是集合A 上的关系,判断下列命题的真假性,并阐明理由。
(1)如果R1 和R2 都是自反的,那么R1췍R2 是自反的。
(2)如果R1 和R2 都是反自反的,那么R1췍R2 是反自反的。
(3)如果R1 和R2 都是对称的,那么R1췍R2 是对称的。
(4)如果R1 和R2 都是反对称的,那么R1췍R2 是反对称的。
(5)如果R1 和R2 都是传递的,那么R1췍R2 是传递的。

4.设R 是从集合A 到集合B 的关系,S1 和S2 是从集合B 到集合C 的一个关系,
证明:

R췍(S1 ∩S2)⊆ (R췍S1)∩ (R췍S2)
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3.5 逆关系

3.5.1 逆关系的概念及性质

关系是序偶的集合,由于序偶的有序性,关系还有一些特殊的运算。
定义3.8 设R 是从X 到Y 的二元关系,若将R 中每一序偶的元素顺序互换,得到的

集合称为R 的逆关系,记为R-1。即:

R-1 = {<y,x>|<x,y>∈R}

  例如,在实数集上,关系“<”的逆关系是“>”。
从逆关系的定义,我们容易看出 (R-1)-1=R。
定理3.8 设R、R1 和R2 都是从X 到Y 的二元关系,则下列各式成立。
(1)(R1∪R2)-1=R-1

1 ∪R-1
2 。

(2)(R1∩R2)-1=R-1
1 ∩R-1

2 。
(3)(X×Y)-1=Y×X。
(4)(췍R)-1=R-1这里췍R=X×Y-R。
(5)(R1-R2)-1=R-1

1 -R-1
2 。

证明:
(1)<x,y>∈(R1∪R2)-1⇔<y,x>∈R1∪R2

⇔<y,x>∈R1∨<y,x>∈R2

⇔<x,y>∈R-1
1 ∨<x,y>∈R-1

2

⇔<x,y>∈R-1
1 ∪R-1

2

(4)<x,y>∈(췍R)-1⇔<y,x>∈췍R⇔<y,x>∉R
⇔<x,y>∉R-1⇔<x,y>∈R-1

(5)因为R1-R2=R1∩R2,故有:

(R1-R2)-1 = (R1 ∩R2)-1 =R-1
1 ∩ (R2)-1 =R-1

1 ∩R-1
2 =R-1

1 -R-1
2

  其他自证。 ■
定理3.9 设R 为从X 到Y 的关系,S是从Y 到Z 的关系,则:
(1) R췍( )S -1=S-1췍R-1

(2)R1⊆R2⇔R-1
1 ⊆R-1

2

证明:
(1)<z,x>∈(R췍S)-1⇔<x,z>∈R췍S
⇔(∃y)(y∈Y∧<x,y>∈R∧<y,z>∈S)

⇔(∃y)(y∈Y∧<y,x>∈R-1∧<z,y>∈S-1)

⇔<z,x>∈S-1췍R-1

所以,(R췍S)-1=S-1췍R-1 ■
(2)自证。
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定理3.10 设R 是X 上的二元关系,则:
(1)R 是对称的,当且仅当R=R-1。
(2)R 是反对称的,当且仅当R∩R-1⊆IX。
(3)R 是传递的,当且仅当R2⊆R。
(4)R 是自反的,当且仅当IX⊆R。
(5)R 是反自反的,当且仅当IX∩R=⌀。
证明:
(1)若R 是对称的,则对∀x,y∈X:

<x,y>∈R⇔<y,x>∈R⇔<x,y>∈R-1

  所以,R=R-1;
若R=R-1,则对∀x,y∈X:

<x,y>∈R⇔<y,x>∈R-1⇔<y,x>∈R
  所以,R 是对称的。

(3)若R2⊆R,则对∀x,y,z∈X:
<x,y>∈R∧ <y,z>∈R⇔<x,z>∈R2⇒<x,z>∈R

  所以,R 是传递的;
若R 是传递的:
∀<x,z>∈R2⇔(∃y)(y∈X∧ <x,y>∈R∧ <y,z>∈R)⇒<x,z>∈R

  所以,R2⊆R。
其他证明留为作业。 ■
关系R-1的图形,是关系R 图形中将其弧的箭头方向反置。R-1的关系矩阵 MR-1是

MR 的转置矩阵。
【例3.17】 设R={<1,a>,<2,b>,<3,a>}是A={1,2,3}到B={a,b,c}的二元关系,S

是B 到C={x,y,z}的二元关系,且S={<a,x>,<b,x>,<a,y>},求R췍S和R-1。
解:

R췍S= {<1,x>,<1,y>,<2,x>,<3,x>,<3,y>}

R-1 = {<a,1>,<b,2>,<a,3>}
或从

MR =
1 0 0
0 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 0

, MS =
1 1 0
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 0

得

MR췍S =
1 0 0
0 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 0
췍
1 1 0
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 0
=
1 1 0
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 1 0

故取到R췍S同样的序元素;
而

MR-1 =
1 0 1
0 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 0
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故取到R-1同样的序元素。
【例3.18】 给定集合X={a,b,c},R 是X 上的二元关系,R 的关系矩阵:

MR =
1 0 1
1 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 1 1

  求R-1和R췍R-1的关系矩阵。
解:

MR-1 =
1 1 1
0 1 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 1

MR췍R-1 =
1 0 1
1 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 1 1
췍
1 1 1
0 1 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 1
=
1 1 1
1 1 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 1 1

3.5.2 逆关系生成算法

算法3.5 逆关系生成算法(见图3.11)。

图3.11 逆修改生成算法流程图

输入:两行n列矩阵R1。
输出:两行n列矩阵R2。
思路:逐列遍历R1,将R1 的行转换为R2 的列,R1 的列转换为R2 的行。

习题3.5

1.设R 是A 上的关系,证明:
(1)R 是自反的当且仅当IA⊆R。
(2)R 是反自反的当且仅当IA∩R=⌀。
(3)R 是对称的当且仅当R=R-1。
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(4)R 是反对称的当且仅当R∩R-1⊆IA。
(5)R 是传递的当且仅当R췍R⊆R。

2.设R 是集合A 上的反对称关系,|A|=h,指了在R∩R-1的关系矩阵中有多少个非

零值?

3.设R 和S 是集合A 上的二元关系,试证:
(1)当R 和S 是自反的,则R∪S、R∩S、R췍S和R-1也是自反的;而췍R 和R-S 则不

一定。
(2)当R 和S 是对称的,则R∪S、R∩S、췍R、R-S 和R-1也是对称的;而R췍S 则不

一定。

3.6 关系的闭包运算

3.6.1 关系传递闭包

关系的闭包运算是由已知关系,通过增加最少的序偶生成满足某种指定性质的关系的

运算。
例如,设A={a,b,c},A 上的二元关系R={<a,a>,<a,b>,<b,c>,<c,c>},则A 上含R

且最小的自反关系是:r(R)=R∪{<b,b>}。

A 上含R 且最小的对称关系是:s(R)=R∪{<b,a>,<c,b>}。

A 上含R 且最小的传递关系是:t(R)=R∪{<a,c>}。
定义3.9 设R 是X 上的二元关系,如果有另一个X 上的关系R′满足:
(1)R′是自反的(对称的、传递的)。
(2)R′⊇R。
(3)对于任何X 上的自反的(对称的、传递的)关系R″,若R″⊇R,就有R″⊇R′。则称关

系R′为R 的自反(对称、传递)闭包,记作r(R)(s(R),t(R))。
显然,自反(对称、传递)闭包是包含R 的最小自反(对称、传递)关系。
定理3.11 设R 是X 上的二元关系,那么:
(1)R 是自反的,当且仅当r(R)=R。
(2)R 是对称的,当且仅当s(R)=R。
(3)R 是传递的,当且仅当t(R)=R。
证明:(1)若R 是自反的。

R⊇R,对任何包含R 的自反关系R″,有R″⊇R,故r(R)=R;
若r(R)=R,根据闭包定义,R 必是自反的。
(2)、(3)的证明完全类似。 ■
下面讨论由给定关系R,求取R′的方法。
定理3.12 设R 是集合X 上的二元关系,则:
(1)r(R)=R∪IX。
(2)s(R)=R∪R-1。
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(3)t(R)=∪
∞

i=1
Ri,t(R)通常也记作R+。

(证明略) ■
【例3.19】 设 X={x,y,z},R 是X 上的二元关系,R={<x,y>,<y,z>,<z,x>},求

r(R)、s(R)、t(R)。
解:

r(R)=R∪IX = {<x,y>,<y,z>,<z,x>,<x,x>,<y,y>,<z,z>}

s(R)=R∪R-1 = {<x,y>,<y,z>,<z,x>,<y,x>,<z,y>,<x,z>}
为了求得t(R),先写出:

MR =
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 0

, MR2 =
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 0

2

=
0 0 1
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 1 0

  即:

R2 = {<x,z>,<y,x>,<z,y>}

MR3 =M2
R췍MR =

0 0 1
1 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 1 0
췍
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 0
=
1 0 0
0 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1

R3 = {<x,x>,<y,y>,<z,z>}

MR4 =MR3췍MR =
1 0 0
0 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1
췍
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 0
=
0 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1 0 0

R4 = {<x,y>,<y,z>,<z,x>}=R
R5 =R4췍R=R2

继续这个运算有:

R=R4 = … =R3n+1

R2 =R5 = … =R3n+2

R3 =R6 = … =R3n+3 (n=1,2,…)

t(R)=∪
∞

i=1
Ri =R∪R2 ∪R3 ∪ … =R∪R2 ∪R3

  = {<x,y>,<y,z>,<z,x>,<x,z>,<y,x>,<z,y>,<x,x>,<y,y>,<z,z>}

  从以上例题中看到,若X 有限,比如含有n个元素,那么求取X 上二元关系R 的传递

闭包t(R)不必计算到对R 的无限大次复合,而最多不超过n次复合。
定理3.13 设X 是含有n 个元素的集合,R 是X 上的二元关系,则存在一个正整数

k≤n,使得t(R)=∪
k

i=1
Ri。

证明:设xi,xj∈X,记t(R)=R+。
若xiR+xj,则存在整数p>0,使得xiRPxj 成立,既存在序列a1,a2,…,ap-1,ai∈X(i=

1,2,…,m-1),有xiRa1,a1Ra2,…,ap-1Rxj。
设满足上述条件的最小p大于n,不妨设xi=a0,xj=ap,则序列中必有0≤t<q<s≤p,使



68   

得at=aq 或aq=as。不妨设at=aq,此时序列就成为:

xiRa1,a1Ra2,…,at-1Ra췍 췍췍—————— ——————t

t个

, atRaq+1,…,ap-1Rx췍 췍췍———— ————j

(p-q)个

  这表明xiRkxj 存在,其中k=t+p-q=p-(q-t)<p,这与p 是最小的假设矛盾,所
以,p>n不成立,即p≤n。

所以t(R)=∪
k

i=1
Ri(k≤n)。

一般地,取t(R)=∪
n

i=1
Ri,式中的n给出了复合次数的上限。

【例3.20】 设 A={a,b,c},给定 A 上的关系R={<a,a>,<a,b>,<b,c>,<c,c>},
求t(R)。

解:

t(R)=∪
3

i=1
Ri

MR =
1 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1

MR2 =
1 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1

2

=
1 1 1
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1

MR3 =
1 1 1
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1
췍
1 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1
=
1 1 1
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1
所以

Mt(R)=
1 1 1
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0 0 1
即t(R)={<a,a>,<a,b>,<a,c>,<b,c>,<c,c>}。

3.6.2 关系传递闭包计算的 Warshall算法

为计算元素较多的有限集合X 上二元关系R 的传递闭包,Warshall提出了一个有效

的算法(假定集合X 含有n 个元素)。
算法3.6 Warshall算法。
(1)置新矩阵M:=MR。
(2)置i:=1。
(3)对j=1,2,…,n,若rji=1(MR=[rij]m×n),则置rjk:=rjk∨rik,k=1,2,…,n。
(4)i:=i+1。
(5)如果i≤n,则转到步骤(3),否则停止。
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【例3.21】

已知MR=
1 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1

,求R+。

解:按照 Warshall算法,从MR 出发,只要遵循i列、j行均为1,则置(j,i)为原矩阵的

元素1保持不变。
对集合上关系R,首先将其关系矩阵MR+ 赋予M:

M =MR =
1 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1

  而后的每后一次循环重复操作,均在前一次操作结果的矩阵M 上进行。
置当前行为第1行,查看第1列中1,对有1的行进行改写,改写方法是:将当前行的元

素与列中有1的行的元素分别做析取。对本例,i=1时,第1列中只有r11=1,将第1行与

第1行各对应元素进行逻辑加,仍记于第1行:

1 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1
→
1 1 0
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1

  置当前行为第2行,查看第2列中1,对有1的行进行改写。对本例,i=2时,第2列中

r12=1,将第2行与第1行各对应元素进行逻辑加,仍记于第1行:

→
1 1 1
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1

  置当前行为第3行,重复上述操作并结束。对本例,i=3时,第3列中r13=1,r23=1,

r33=1,将第3行分别与第1行、第2行、第3行各对应元素进行逻辑加,仍分别记于第1行、
第2行、第3行:

→
1 1 1
0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1

得R+={<a,a>,<a,b>,<a,c>,<b,c>,<c,c>}。
结果与例3.20一致。
从一种性质的闭包关系出发,求取另一种性质的闭包关系,具有以下运算律。
定理3.14 设R 是集合X 上的二元关系,则:
(1)rs(R)=sr(R)。
(2)rt(R)=tr(R)。
(3)ts(R)⊇st(R)。
证明:(1)sr(R)=s(r(R))=s(IX∪R)=(IX∪R)∪(IX∪R)-1

=(IX∪R)∪(I-1
X ∪R-1)=IX∪R∪R-1=IX∪s(R)=r(s(R))=rs(R)

这里,I-1
X =IX。
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(2)tr(R)=t(IX∪R)=∪
∞

i=1

(IX∪R)i=∪
∞

i

æ

è
ç

=1
IX∪∪

i

j=1
R

ö

ø
÷j

=IX∪∪
∞

i=1
∪
i

j=1
Rj=IX∪∪

∞

i=1
Ri=IX∪t(R)=r(t(R))=rt(R)

这里,IX췍R=R췍IX=R,Ik
X=IX(k=1,2,…)。

(3)留作练习请读者自证。 ■

习题3.6

1.设A={1,2,3,4,5},R⊆A×A,R={<1,2>,<2,3>,<2,5>,<3,4>,<4,3>,<5,5>}用
作图方法矩阵运算的方法求r(R)、s(R)、t(R)。

2.设A={1,2,3,4},R⊆A×A,R={<1,2>,<2,4>,<3,4>,<4,3>,<3,3>}。
(1)证明R 不是传递的。
(2)求R1,使R1⊇R 并且R1 是传递的。
(3)是否存在R2,使R2⊇R,R2≠R1 并且R2 是传递的。

3.设R1 和R2 是集合A 上的二元关系,试证明:
(1)r(R1∪R2)=r(R1)∪r(R2)。
(2)s(R1∪R2)=s(R1)∪s(R2)。
(3)t(R1∪R2)⊇t(R1)∪t(R2)。
并举出使|A|>1时使t(R1∪R2)⊃t(R1)∪t(R2)的实例。

4.设R1 和R2 是集合A 上的二元关系,试证明:
(1)r(R1∩R2)=r(R1)∩r(R2)。
(2)s(R1∩R2)⊆s(R1)∩s(R2)。
(3)t(R1∩R2)⊆t(R1)∩t(R2)。
并请给出|A|>1时,使s(R1∩R2)⊂s(R1)∩s(R2)和t(R1∩R2)⊂t(R1)∩t(R2 成立)

的示例。

3.7 等价关系

  当A×B 有很多元素时,A 与B 之间的关系也会有很多的。因为R⊆A×B 当且仅当

R∈P(A×B),不难看出,当R,H⊆A×B 时R∪H、R∩H、R-H 等也都是A 与B 之间的

关系。在数学中,有许多关系是令人感兴趣的。

3.7.1 集合的划分和覆盖

设A 是某一所综合性大学本科学生全体组成的集合,Si 是对A 的某种分类的集合(i=
1,2,3)。若按文理科分类,则有S1={S11,S12},其中S11表示理科学生全体的集合、S12表示

文科学生全体的集合;若按年级分类,则有S2={S21,S22,S23,S24},其中S2j(j=1,2,3,4)
表示该大学j年级学生全体的集合;若按系分类,则有S3={S31,S32,S33,S34,S35,S36},这
说明这所大学有六个系。分类法尽管给出了三种,但是它们拥有共同的特点:(1)Si 的元素
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都是A 的非空子集;(2)Si 的元素求交是空集、求并就是A。此时,我们就说Si 是集合A 的

一个划分。
定义3.10 设A 是非空集合,A 的子集的集合S={A1,A2,…,Am},如果满足:
(1)A1,A2,…,Am 都是非空集合。

(2)∪
m

i=1
Ai=A。

(3)Ai∩Aj=⌀,(i≠j)。
则称集合S是集合A 的划分,称Ai 是S 的分块。

若A={a1,a2,…,an},则A 有两个简单的划分:一是{{a1},{a2},…,{an}},称为A 的

最大划分(分块最多);二是A={{a1,a2,…,an}},称为A 的最小划分(分块最少)。
例如,A={a,b,c,d},考虑下列子集:

D = {{a,d},{b,c}}, G= {{a,b,c,d}}

E= {{a},{b},{c},{d}}, F= {{a,b},{a,c}}

  则D、G、E 是A 的划分,其中G 是最小划分,E 是最大划分;F 不是A 的划分。

3.7.2 等价关系与等价类

1.等价关系

  定义3.11 设R 为定义在集合A 上的一个关系,若R 是自反的、对称的和传递的,则

R 称为等价关系。
【例3.22】
(1)平面上三角形集合中,三角形的相似关系是等价关系。
(2)数的相等关系是任何数集上的等价关系。
(3)一群人的集合中姓氏相同的关系也是等价关系。
(4)设A 是任意非空集合,则A 上的恒等关系IA 和全域关系EA 均是A 上的等价

关系。
【例3.23】 设集合A={a,b,c,d,e},

R= {<a,a>,<a,b>,<b,a>,<b,b>,<c,c>,<c,d>,<c,e>,
<d,c>,<d,d>,<d,e>,<e,c>,<e,d>,<e,e>}

图3.12 例3.23的关系图

验证R 是A 上的等价关系。
证明:R 的关系矩阵如下所示,关系图如图3.12所示。

MR =

1 1 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 1 1 1

  在关系矩阵中,对角线上的所有元素都是1,关系图上每个结点都有自环,说明R 是自

反的。关系矩阵是对称的,关系图上任意两结点间或没有弧线连接,或有成对弧出现,故R
是对称的。从R 的序偶表示式中,可以看出R 是传递的。故R 是A 上的等价关系。 ■
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【例3.24】 设Z为整数集,R={<x,y>|x∈Z,y∈Z,x≡y(modk)},其中x≡y(modk)
当且仅当∃m∈Z,使得x-y=km,证明R 是等价关系。

证明:设任意a,b,c∈Z。
(1)a-a=k·0,所以,<a,a>∈R,R 是自反的。
(2)若a≡b(modk),a-b=kt(t为整数),则b-a=-kt,所以,b≡a(modk),R 是对

称的。
(3)若a≡b(modk),b≡c(modk),则a-b=kt,b-c=ks(t,s为整数),a-c=a-b+

b-c=k(t+s),所以,a≡c(modk),R 是传递的。
因此,R 是等价关系。我们称之为整数集Z上的模k同余关系。 ■

2.等价类

定义3.12 设R 是集合A 上的等价关系,对任何a,b∈A,若aRb,则称a与b 等价。
对任何a∈A,集合A 中等价于a 的所有元素组成的集合称为以a 为代表元的(A 关于等价

关系R 的)等价类,记作[a]R。即:
[a]R = {x|x∈A,aRx}

  由等价类的定义可知[a]R 是非空的,因为aRa,a∈[a]R。因此,任给集合A 及其上的

等价关系R,必可写出A 上各个元素的等价类。在例3.26中,A 的各个元素的等价类为:
[a]R ={x|x∈A,aRx}= {a,b}= {x|x∈A,bRx}= [b]R
[c]R ={x|x∈A,cRx}= {c,d,e}= {x|x∈A,dRx}

=[d]R = {x|x∈A,eRx}= [e]R
  可见,A 上的等价关系R 的不同的等价类有两个。

【例3.25】 设Z是整数集合,R 是模3同余关系,即:

R= {<x,y>|x∈Z,y∈Z,x≡y(mod3)}

  确定由Z的元素所产生的等价类。
解:例3.24已证明整数集合上的模k同余的关系是等价关系,故本例中由Z的元素所

产生的等价类是:
[0]R={…,-6,-3,0,3,6,…}
[1]R={…,-5,-2,1,4,7,…}
[2]R={…,-4,-1,2,5,8,…}
从本例可以看到,在集合Z上模3同余等价关系R 所构成的等价类有:
[0]R=[3]R=[-3]R=…=[3k]R
[1]R=[4]R=[-2]R=…=[3k+1]R
[2]R=[5]R=[-1]R=…=[3k+2]R

k= …-2,-1,0,1,2,…

  定理3.15 设给定集合A 上的等价关系R,对于a,b∈A 有aRb当且仅当[a]R=[b]R。
证明:若 [a]R=[b]R,因为a∈[a]R,故a∈[b]R,即bRa,则aRb。
若aRb,则∀c∈[a]R⇒aRc⇒cRa⇒cRb⇒bRc⇒c∈[b]R,即[a]R⊆[b]R;∀c∈[b]R⇒

bRc⇒aRc⇒c∈[a]R,即[b]R⊆[a]R。所以,[a]R=[b]R。 ■
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定义3.13(商集) 集合A 上的等价关系R,其所有等价类的集合称作A 关于R 的商

集,记作:

A
R = {[a]R|a∈A}

  例3.24中商集:

A
R = {{a,b},{c,d,e}}

  例3.25中商集:

Z
R = {[0]R,[1]R,[2]R}

  我们注意到商集Z
R

中,[0]R∪[1]R∪[2]R=Z,且任意两个等价类的交为⌀,于是我们

可得出下述重要定理。

定理3.16 集合A 上的等价关系R,决定了A 的一个划分,该划分就是商集A
R
。

我们需要证明非空集合A 在其上的等价关系R 下形成的等价类的全体的集合———商

集———满足:
(1)每一等价类都是A 的子集,A 中任一元素均属于某一等价类,即等价类全体的并

集是A。
(2)不同的等价类之间交是空集。

证明:∀a∈A,因为 [a]R={x|x∈A,aRx},所以,[a]R⊆A,从而∪
a∈A

[a]R⊆A;因为R

自反,即aRa,所以,a∈[a]R,则A⊆∪
a∈A

[a]R;故∪
a∈A

[a]R=A。(1)得证。

为证明(2),可用反证法。
设∃a,b∈A,[a]R≠[b]R,且[a]R∩[b]R≠⌀;
则∃c∈[a]R∩[b]R⊆A,使aRc,bRc成立。
由对称性得cRb,再由传递性得aRb,据定理3.17,必有 [a]R=[b]R,这与题设矛盾,

(2)得证。所以,A
R

是A 的对应于R 的一个划分。 ■

定理3.17 设S={S1,S2,…,Sm}是集合A 的一个划分,则存在A 上的一个等价关系

R,使得S是A 关于R 的商集。
证明:在集合A 上定义关系R,对任意a,b∈A,aRb当且仅当a,b在同一分块中。可

以证明这样定义的关系R 是一个等价关系。因为:
(1)a与a 在同一分块中,故必有aRa,即R 是自反的。
(2)若a与b在同一分块中,b与a 也必在同一分块中,即aRb⇒bRa,故R 是对称的。
(3)若a与b在同一分块中,b与c在同一分块中,因为Si∩Sj=⌀,即b属于且仅属于

一个分块,故a与c必在同一分块中,即(aRb)∧(bRc)⇒aRc,故R 是传递的。
所以,R 是等价关系。

由R 的定义可知:S=A
R
。
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由定理3.17可知:由集合A 的划分S={S1,S2,…,Sm}所确定的A 上的等价关系

R 为:

R=S1×S1 ∪S2×S2 ∪ … ∪Sm ×Sm ■
  定理3.16和定理3.17说明:非空集合A 上的等价关系与A 的划分一一对应。

【例3.26】 设A={a,b,c,d,e}的划分S={{a,b},{c},{d,e}},试由划分S确定A 上

的一个等价关系R。
解:R1={a,b}×{a,b}={<a,a>,<a,b>,<b,a>,<b,b>}
R2={c}×{c}={<c,c>}
R3={d,e}×{d,e}={<d,d>,<d,e>,<e,d>,<e,e>}
R=R1∪R2∪R3={<a,a>,<a,b>,<b,a>,<b,b>,<c,c>,<d,d>,<d,e>,<e,d>,<e,e>}

显然,S=A
R
。

定理3.18 设R1 和R2 为非空集合A 上的等价关系,则:

R1 =R2⇔ A
R1

= A
R2

  证明:A
R1
={[a]R1|a∈A},AR2

={[a]R2|a∈A}。

若R1=R2,∀a∈A,[a]R1={x|x∈A,aR1x}={x|x∈A,aR2x}=[a]R2,故:

{[a]R1|a∈A}= {[a]R2|a∈A},即A
R1

= A
R2

  若A
R1
=A
R2
,即{[a]R1|a∈A}={[a]R2|a∈A},则对∀[a]R1∈

A
R1
,必有[c]R2∈

A
R2
,使得

[a]R1=[c]R2,故:
<a,b>∈R1⇔a∈ [a]R1 ∧b∈ [a]R1⇔a∈ [c]R2 ∧b∈ [c]R2

⇔<a,c>∈R2 ∧ <c,b>∈R2⇒<a,b>∈R2

所以,R1⊆R2;类似地有R2⊆R1,因此,R1=R2。 ■

3.7.3 等价关系相关算法

1.给定划分生成等价关系算法

  算法3.7 由划分生成等价关系(见图3.13)。
输入:输入划分A={A1,A2,…,Ak}。
输出:关系R。
思路:对每一个块Ai 计算笛卡儿积,并写入到R。

2.给定等价关系生成等价类算法

算法3.8 由等价关系生成等价类(见图3.14)。
输入:输入等价关系R。
输出:等价类Rx。
思路:首先构造R 的第一坐标集合A,然后对A 中任意元素x,在R 中寻找(x,y),如

果找到,将y写入到Rx,直到A 遍历完。
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图3.13 给定划分生成等价关系算法流程图

图3.14 给定等价关系生成等价类算法流程图

习题3.7

1.设A={1,2,3,4,…,9},定义A×A 上的关系如下:
<a,b>R<c,d>当且仅当a+d=b+c
(1)证明R 是A×A 上的等价关系。
(2)求[<2,5>]R。
(3)R⊆A×A 对吗? 请阐明理由。

2.设R 是集合A 上的等价关系,证明R-1也是集合A 上的等价关系。

3.设R1 和R2 都是集合A 上的等价关系。
(1)证明R1∩R2 也是A 上的等价关系。
(2)用例子证明R1∪R2 不一定是A 上的等价关系(要尽可能小地选取集合A)。

4.设R 是A 上的等价关系,将A 的元素按R 的等价类顺序排列,请指出此等价关系R
的关系矩阵MR 有何特征?



76   

5.设R1 和R2 是非空集合A 上的等价关系,对下列各种情况,指出哪些是A 上的等价

关系;若不是,请用例子说明。
(1)A×A-R1

(2)R1-R2

(3)R2
1

(4)r(R1-R2) (R1-R2 的自反闭包)
(5)R1췍R2

6.设A={1,2,3,4},请指出A 上所有等价关系是多少? 并阐明理由。

7.设A={1,2,3,4,5,6},确定A 上的等价关系R,使此R 能产生划分{{1,2,3},{4},
{5,6}}。

8.设R 是集合A 上的关系。

R 是循环当且仅当(∀a∈A)(∀b∈A)(∀c∈A)(aRb∧bRc⇒cRa)
证明:R 是自反的和循环的,当且仅当R 是等价关系。

9.设∏1 和∏2 是非空集合A 的划分,说明下面各种情况哪些是A 的划分? 哪些不是

A 的划分? 哪些可能是A 的划分? 并阐明理由。
(1)∏1∪∏2
(2)∏1∩∏2
(3)∏1-∏2
(4)(∏1∩(∏2-∏1))∪∏1
10.设R 是集合A 上的二元关系,定义S={<a,b>|∃c∈A,使<a,c>∈R 且<c,b>∈R}。

证明:若R 是A 上的等价关系,则S=R。

11.A={1,2,3,4}在幂集ρ(A)上定义的二元关系如下:R={(S,T)|S,T∈ρ(A),

|S|=|T|},写出商集ρ(A)/R。

12.设R 和S 为A 上的两个等价关系,且R⊆S。定义A/R 上的关系R/S:
<[x],[y]>∈R/S 当且仅当<x,y>∈S

证明:R/S为A/R 上的等价关系。

3.8 相容关系

  定义3.14 给定集合A 上的关系R,若R 是自反的、对称的,则称R 是A 上的相容

关系。
相容关系R 只要求满足自反性与对称性,因此,等价关系必定是相容关系,但反之

不真。
【例3.27】 设A 是由下列英文单词组成的集合:

A = {cat,teacher,cold,desk,knife,by}
定义关系:R={<x,y>|x,y∈A,且x和y 有相同的字母}。显然,R 是一个相容关系。

令x1=cat,x2=teacher,x3=cold,x4=desk,x5=knife,x6=by。
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图3.15 例3.27的关系图

  R 的关系图如图3.15所示。

R 的关系矩阵为MR=

1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 
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。

由于相容关系是自反和对称的,因此,其关系矩阵的对

角线元素都是1,且矩阵是对称的。为此我们可将矩阵用梯

形表示。
同理,在相容关系的关系图中,每个结点处都有自环且每两个相关联的结点间的弧线都

是成对出现的,为了简化图形,我们今后对相容关系图,不画自环,并用单线代替双向弧线,
因此,例3.27的关系矩阵和关系图可简化为图3.16和图3.17。

图3.16 例3.27的简化关系矩阵

    

图3.17 图3.16的关系图

定义3.15 设R 是集合A 上的相容关系,C⊆A,如果对于C 中任意两个元素a1 和a2
有a1Ra2,就称C是由相容关系R 产生的相容类。

例如,上例中相容关系 R 可产生相容类{x1,x2}、{x1,x3}、{x2,x3}、{x6}、{x2,x4,
x5}等。

对于前三个相容类,都能加进新的元素组成新的相容类,而后两个相容类,加入任一新

元素,就不再组成相容类,称它们为最大相容类。
定义3.16 设R 是集合A 上的相容关系,不能真包含在任何其他相容类中的相容类,

称作最大相容类,记作CR。
若CR 为最大相容类,显然它是A 的子集,对于任意x∈CR,x必与CR 中的所有元素有

相容关系。而在A-CR 中没有任何元素与CR 所有元素有相容关系。
根据最大相容类的定义,它可以从相容关系R 的简化关系图求得,具体方法如下

所示。
(1)在相容关系R 的简化关系图中,每一个最大完全多边形的顶点集合,就是一个最大

相容类。所谓完全多边形,就是其每个顶点都与其他顶点连接的多边形。例如一个三角形

是完全多边形,一个四边形加上两条对角线就是完全多边形。
(2)在R 的简化关系图中,每一个孤立结点的单点集合,是一个最大相容类。
(3)在R 的简化关系图中,不在完全多边形中的边的两个端点的集合,是一个最大相

容类。
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【例3.28】 在例3.27中,由相容关系R 的简化关系图(见图3.15)可得其全部最大相

容类为:
{x1,x2,x3},{x2,x3,x4},{x2,x4,x5},{x6}

  定理3.19 设R 是集合A 上的相容关系,C 是一个相容类,那么必存在一个最大相容

类CR,使得C⊆CR。
证明:设A={a1,a2,…,an},构造相容类序列C0⊂C1⊂C2⊂…,其中C0=C,且Ci+1=

Ci∪{aj},其中j是满足aj∉Ci 而aj 与Ci 中各元素都有相容关系的最小下标。
由于A 的元素个数|A|=n,所以至多经过n-|C|步,就使这个过程终止,而此序列的

最后一个相容类,就是所要找的最大相容类。 ■
从定理3.19中可以看到,A 的任一元素a,它可以组成相容类{a},因此必包含在一个

最大相容类CR 中,因此,如由所有最大相容类作出一个集合,则A 中每一个元素至少属于

该集合的一个成员之中,所以最大相容类集合必覆盖集合A。
定义3.17 在集合A 上给定相容关系R,其最大相容类的集合称作集合A 的完全覆

盖,记作CR(A)。
【例3.29】 设集合A={a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7},A 上二元关系:

R={<a1,a1>,<a2,a2>,<a2,a3>,<a3,a2>,<a3,a3>,<a3,a4>,<a3,a5>,<a3,a6>,
<a3,a7>,<a4,a3>,<a4,a4>,<a4,a5>,<a5,a3>,<a5,a4>,<a5,a5>,<a5,a6>,
<a5,a7>,<a6,a3>,<a6,a5>,<a6,a6>,<a6,a7>,<a7,a3>,<a7,a5>,<a7,a6>,
<a7,a7>}

求A 的完全覆盖CR(A)。

图3.18 例3.29对应的图

解:R 是A 上的相容关系(自反、对称)。

R 的简化关系图如图3.18所示:

R 的最大相容类是确定的,即{a1},{a2,a3},{a3,a4,a5},
{a3,a5,a6,a7}。因此,集合{{a1},{a2,a3},{a3,a4,a5},{a3,

a5,a6,a7}}是A 的完全覆盖CR(A)。
定理3.20 给定集合A 的覆盖{A1,A2,…,An},由它确

定的关系:

R=A1×A1 ∪A2×A2 ∪ … ∪An ×An

是A 上的相容关系。

证明:因为A=∪
n

i-1
Ai,对于任意x∈A,必存在某个j>0,使得x∈Aj,所以,<x,x>∈

Aj×Aj,即<x,x>∈R,因此,R 是自反的。
其次,若有任意x,y∈A,且<x,y>∈R,则必存在某个h>0,使<x,y>∈Ah×Ah,故必有

<y,x>∈Ah×Ah,即<y,x>∈R,所以R 是对称的。
因此,R 是A 上的相容关系。 ■
从定理3.20可以看到,给定集合A 上的任意一个覆盖,必可在A 上构造对应于此覆盖

的一个相容关系,但是不同的覆盖却能构造相同的相容关系。
例如,设A={1,2,3,4},集合{{1,2,3},{3,4}}和{{1,2},{2,3},{1,3},{3,4}}都是A

的覆盖,但它们可以产生相同的相容关系:
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R= {<1,1>,<1,2>,<1,3>,<2,1>,<2,2>,<2,3>,<3,1>,<3,2>,<3,3>,<3,4>,<4,3>,<4,4>}

  因此,相容关系与覆盖之间不是一一对应的。于是我们可得出定理3.21。
定理3.21 集合A 上相容关系R 与完全覆盖CR(A)一一对应。

习题3.8

1.举出两个相容关系的例子。

2.设R1 和R2 是A 上的相容关系,那么R1∩R2 和R1∪R2 是A 上的相容关系吗? 请

阐明理由。

3.设集合X={2166,243,375,648,455},X 中的关系R 为:R={<x,y>|x,y∈X,并
且x和y 中有相同数字}。问:R 是不是相容关系?

4.以下关系矩阵所代表的关系是什么关系?

M =

1
0 1
1 1 0
0 1 1 
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3.9 偏序关系

3.9.1 偏序关系的定义

在一个集合上,我们常常要考虑元素的次序关系,其中很重要的一类关系称作偏序

关系。
定义3.18 设A 是一个集合,如果A 上的一个关系R,满足自反性、反对称性和传递

性,则称R 是A 上的一个偏序关系,并把它记为“≼”。序偶<A,≼>称作偏序集。
在实数集R 上,小于等于关系“≤”是偏序关系。因为:
(1)对于任何实数a∈R,有a≤a成立,故≤是自反的。
(2)对任何实数a,b∈R,如果a≤b且b≤a,则必有a=b,故≤是反对称的。
(3)对任何实数a,b,c∈R,如果a≤b,b≤c,那么必有a≤c,故≤是传递的。
【例3.30】 设S为任意非空集合,S上的包含关系⊆={<A,B>|A,B∈P(S),A⊆B}

是偏序关系。
解:因为:
(1)对于任意A∈P(S),有A⊆A,所以“⊆”是自反的。
(2)对任意A,B∈P(S),若A⊆B 且B⊆A,则A=B 所以“⊆”是反对称的。
(3)对任意A,B,C∈P(S),若A⊆B 且B⊆C,则A⊆C,所以“⊆”是可传递的。
【例3.31】 正整数集Z+上的整除关系|={<a,b>|a,b∈Z+,a整除b}是偏序关系。
解:因为:
(1)对于任何正整数m∈Z+,有m|m 成立,故“|”是自反的。
(2)对任何正整数m,n∈Z+,如果m|n且n|m,则必有m=n,故“|”是反对称的。
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(3)对任何正整数m,n,k∈Z+,如果m|n且n|k,那么必有m|k,故“|”是传递的。
【例3.32】 列举两个不是偏序关系的关系。
解:
(1)实数集R 上的小于关系“<”不是偏序关系。
(2)任意非空集合S的幂集ρ(S)上的真包含关系“⊂”不是偏序关系。

3.9.2 哈斯图及其构造算法

1.哈斯图概念

  图中的每个结点表示集合A 中的一个元素,结点的位置按它们在偏序中的次序从底向

上排列。即对任意a,b属于A,若a≤b且a≠b,则a排在b的下边。如果a≤b且a≠b,且
不存在c∈A 满足a≤c且c≤b,则在a和b之间连一条线。这样画出的图叫哈斯图。

【例3.33】 设A={1,2,3,4,6,8,12},并设“|”为整除关系,画出“|”的偏序集的一步

关系图和对应哈斯图。
解:“|”={<1,1>,<1,2>,<1,3>,<1,4>,<1,6>,<1,8>,<1,12>,<2,2>,<2,4>,<2,6>,<2,

8>,<2,12>,<3,3>,<3,6>,<3,12>,<4,4>,<4,8>,<4,12>,<6,6>,<6,12>,<8,8>,<12,12>}
偏序集的一般关系图和哈斯图如图3.19所示。

图3.19 例3.33中偏序集的一般关系图和哈斯图

【例3.34】 设S1={a},S2={a,b},S3={a,b,c},S4={a,b,c,d},则“⊆”关系是

P(Si)(i=1,2,3,4)上的偏序关系,它们的哈斯图分别如图3.20中的(a)、(b)、(c)、(d)
所示。

【例3.35】 设A={2,3,6,12,24,36},A 上的整除关系“|”是一偏序关系,其哈斯图如

图3.21所示。

2.哈斯图构造算法

算法3.9 画出给定偏序集 <A,R>的哈斯图。
输入:偏序集<A,R>的关系构造出其对应的关系矩阵P。
输出:哈斯图。
思路:构造P 的副本Q,对P 中任一元素Pi,j重复以下过程:
(1)将P 与Q 主对角线元素全部置零。
(2)若Pi,j=0,直接跳过该元素,不做任何处理。
(3)若Pi,j≠0,则扫描P 中第j 行所有元素,对第j行所有不为0的元素Pj,k,执行

Qi,k=Qi,k-Qi,k*Pj,k。对Q 中任一元素Qi,j,若Qi,j≠0,将点j置于点i上方,连接点i与

点j,构图完成。
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图3.20 例3.34中的哈斯图

 

图3.21 例3.35中的哈斯图

该算法的关键点在于构造P 的副本Q,并用在P 中的运算结果来修正矩阵Q。可以将

P 看成是“只读的”输入数据,将修正后的Q 看成是输出数据。

3.9.3 偏序集中特殊位置的元素

从偏序集的哈斯图可以看到偏序集中各个元素之间具有分明的层次关系,则其中必有

一些处于特殊位置的元素。下面讨论偏序集中具有特殊位置的元素。
定义3.19 设<A,≼>是一个偏序集合,且B 是A 的子集,若有某个元素b∈B,使得:
(1)不存在x∈B,满足b≠x且b≼x,则称b为B 的极大元。
(2)不存在x∈B,满足b≠x且x≼b,则称b为B 的极小元。
(3)对每一个x∈B 有x≼b,则称b为B 的最大元。
(4)对每一个x∈B 有b≼x,则称b为B 的最小元。
【例3.36】 设A={2,3,5,7,14,15,21},其偏序关系:

R={<2,14>,<3,15>,<3,21>,<5,15>,<7,14>,<7,21>,<2,2>,<3,3>,
<5,5>,<7,7>,<14,14>,<15,15>,<21,21>}

图3.22 例3.36中的哈斯图

求B={2,7,3,21,14}的极大元、极小元、最大元和最

小元。
解:哈斯图如图3.22所示。
故B 的极小元集合是{2,7,3};B 的极大元集合为

{14,21};B 无最大元;B 也无最小元。
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在例3.35中取B 分别为A、{6,12}和{2,3,6},则得表3.2。

表3.2 例3.42的结果

集  合 极 大 元 极 小 元 最 大 元 最 小 元

A 24,36 2,3 无 无

{6,12} 12 6 12 6
{2,3,6} 6 2,3 6 无

在图3.20(c)所示的偏序集中,取B 分别为P(S3)、{{a},{b},{c}}和{{a},{a,b}},则
得表3.3。

表3.3 例3.43的结果

集  合 极 大 元 极 小 元 最 大 元 最 小 元

P(S3) {a,b,c} ⌀ {a,b,c} ⌀
{{a},{b},{c}} {a},{b},{c} {a},{b},{c} 无 无

{{a},{a,b}} {a,b} {a} {a,b} {a}

从上面的例子可以看出,最大(小)元和极大(小)元有如下性质。
定理3.22 设<A,≼>为一偏序集且B⊆A,则:
(1)B 的最大(小)元必是B 的极大(小)元,反之不然。
(2)B 的最大(小)元不一定存在,若B 有最大(最小)元,则必是唯一的。
(3)B 的极大(小)元不一定是唯一的。当B=A 时,则偏序集<A,≼>的极大元即是哈

斯图中最顶层的元素,其极小元是哈斯图中最底层的元素,不同的极小元或不同的极大元之

间是不可比较的。
证明:我们证明最大(小)元的唯一性。假定a和b都是B 的最大元,则a≼b且b≼a,

由≤的反对称性,得到a=b。B 的最小元情况与此类似。 ■
定义3.20 设<A,≼>为一偏序集,对于B⊆A,如有a∈A,对B 的任意元素x,都满足:
(1)x≼a,则称a为B 的上界。
(2)a≼x,则称a为B 的下界。
(3)a为B 的上界,且对B 的任一上界a′均有a≼a′,则称a为B 的最小上界(上确

界),记作inf(B)。
(4)a为B 的下界,且对B 的任一下界a′,均有a′≼a,则称a为B 的最大下界(下确

界),记为sup(B)。
在例3.35中取B 分别为A、{6,12}和{2,3,6}、{12,24,36}和{24,36},则得表3.4。

表3.4 例3.37的结果

集  合 上  界 下  界 上 确 界 下 确 界

A 无 无 无 无

{6,12} 12,24,36 2,3,6 12 6
{2,3,6} 6,12,24,36 无 6 无

{12,24,36} 无 2,3,6,12 无 12
{24,36} 无 2,3,6,12 无 12



83   

  图3.19(c)所示的偏序集中,取B 分别为P(S3)、{{a},{b},{c}}和{{a},{a,b}},则得

表3.5。

表3.5 例3.35的结果

集  合 上  界 下  界 上 确 界 下 确 界

P(S3) {a,b,c} ⌀ {a,b,c} ⌀
{{a},{b},{c}} {a,b,c} ⌀ {a,b,c} ⌀
{{a},{a,b}} {a,b},{a,b,c} P(S3),{a} {a,b} {a}

从上面的两个例子可以看出,上(下)界和上(下)确界有如下性质。
定理3.23 设<A,≼>为一偏序集且B⊆A,则:
(1)B 的上(下)界不一定存在,若存在,则不一定唯一,并且它们可能在B 中,也可能在

B 外。
(2)B 的上(下)确界不一定存在,若存在,必定是唯一的,并且若B 有最大(小)元,则它

必是B 的上(下)确界。

3.9.4 拓扑排序算法

1.拓扑排序

  定义3.21 设<A,≼>为一个偏序集,若对于任意a,b∈A,必有a≼b或b≼a,则称<A,

≼>为全序集合或线序集合(有时也称为拓扑排序),二元关系≼称为全序关系。

图3.23 定义3.21中(3)

的哈斯图

(1)定义在自然数集合N 上的小于等于关系“≼”是偏序关

系,且对任意i,j∈N,必有:i≤j或j≤i成立,故“≼”是全序

关系。
(2)实数集R 上的小于等于关系“≤”也是R 上的一个全序

关系。
(3)设A={1,2,4,8,24,48},则A 上的整除关系是一个全

序关系,其哈斯图如图3.23所示。
(4)自然数集合 N 上的整除关系就仅是一个偏序而不是

全序。

2.拓扑排序算法

算法3.10 拓扑排序。
(1)从有向图中选择一个没有前驱(即入度为0)的顶点并且输出它。
(2)从网中删去该顶点,并且删除从该顶点发出的全部有向边。
(3)重复上述两步,直到剩余的网中不再存在没有前趋的顶点为止。

3.9.5 良序

定义3.22 设<A,≼>为一个偏序集,若A 的任意非空子集B 均有最小元素,则称≤为

A 上的一个良序,<A,≼>称为良序集。
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例如,(1)正整数集N+={1,2,3,…}上的小于等于关系是良序,即<N,≤>是良序集。
(2)Zn={1,2,…,n}上的小于等于关系是良序,即<Zn,≤>是良序集。
(3)整数集Z和实数集R 上的小于等于关系“≤”不是良序关系(因为Z或R 本身无最

小元)。
定理3.24 每一个良序集合,一定是全序集合。
证明:设<A,≼>为良序集合,则对任意两个元素x,y∈A 可构成子集{x,y},必存在最

小元素,这个最小元素不是x就是y,因此一定有x≼y或y≼x。所以<A,≼>为全序集。

■
注意:定理3.24的逆不成立。例如,整数集Z和实数集R 上的小于等于关系“≤”是全

序,但不是良序。
定理3.25 每一个有限的全序集合,一定是良序集合。
证明:设A={a1,a2,…,an},且<A,≼>是全序集合,现在假定<A,≼>不是良序集合,那

么必存在一个非空子集B⊆A,在B 中不存在最小元素,由于B 是一个有限集合,故一定可

以找出两个元素x与y 是无关的,由于<A,≼>是全序集x,y∈A,所以x与y 必有关系,得
出矛盾,故<A,≼>必是良序集合。 ■

习题3.9

1.下面哪些集合是偏序集?
(1)<Z,=>     (2)<Z,≠>
(3)<Z,≥>     (4)<Z,>

2.<{3,5,9,15,24,45},|>是偏序集。
(1)求极大元素和极小元素。
(2)存在最大元素吗? 存在最小元素吗? 如果存在,请求出。
(3)找出子集{3,5}的所有上界。如果它的上确界存在的话,求出上确界。
(4)找出子集{15,45}的所有下界。如果它的下确界存在的话,求出下确界。

3.对下列集合上的整除关系画出哈斯图,并对(3)中的子集{2,3,6},{2,4,6},{4,8,

12}找出最大元素、最小元素、极大元素、极小元素、上确界、下确界。

图3.24 第4题对应的哈斯图

(1){1,2,3,4}。
(2){2,3,6,12,24,36}。
(3){1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}。

4.对偏序集合(A,≼)的哈斯图3.24,写出集合A 及偏

序关系≼的所有元素。

5.设R 是集合X 上的偏序关系,A⊆X,证明R∩(A×
A)是A 上的偏序关系。

6.设(A,≼1)和(A,≼2)是两个偏序集合,定义A×B 上的关系≼3如下:对于a1,a2∈
A,b2∈B

<a1,b1>,<a2,b2>∈≼3 Û<a1,a2>∈≼1 ∧ <b1,b2>∈≼2
  证明≼3是A×B 上的偏序关系。
7.对于非空集合A,是否存在这样的关系R,它即是等价关系又是偏序关系? 若存在,
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请举出例子。

8.指出下面的集合中,哪些是偏序集合、全序集合或良序集合?
(1)(2N,⊆)。
(2)(2{a},⊆)。
(3)(2⌀,⊆)。

9.A={a,b,c,d,e},R={<a,a>,<b,b>,<c,c>,<a,c>,<c,d>,<c,e>,<c,d>,<d,d>,<a,

e>,<b,c>,<b,d>,<b,e>,<e,e>},确定关系R 的哈斯图。

10.已知A={1,2,3,4,5}上的关系矩阵:

1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1
0
0
0
0
0
0
1
0
0
1

  请确定它的哈斯图。

11.证明:如果R 是集合A 上的全序,那么R-1也是集合A 上的全序。

12.A={2,3,4,6,8,24,48}是整除偏序集,确定其所有极大元和极小元。

13.证明:如果(A,≼)有一个最大元,那么唯一。

14.求图3.25上界、下界、上确界、下确界,B={3,4,6}。

图3.25 第14题对应的图

15.设A1={3,5,15},A2={1,2,3,6,12},A3={3,9,27,54},偏序关系≼为整除。试

分别画出<A1,≼>、<A2,≼>,以及<A3,≼>的哈斯图。

16.试证明:每一个有限的全序集必是良序集。

17.设<A,≼>为偏序集.试证明A 的每个非空有限子集至少有一个极小元和极大元。

18.设<A,≼>为全序集.试证明A 的每个非空有限子集必存在最大元、最小元。

3.10 格

  对于给定的偏序集,它的子集不一定有最小上界或最大下界。例如,在由图3.26所示

的偏序集中,b,c的最大下界是a,但没有最小上界。d,e的最小上界是f,但没有最大下界。
然而,图3.27所示的那些偏序集却都拥有一个共同的特性,那就是在这些偏序集中,任
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何两个元素都有最小上界和最大下界。这就是我们将要讨论的被称作格的偏序集。

图3.26 非格偏序集

       

图3.27 特殊的偏序

定义3.23(格) 设<X,≼>是一个偏序集,如果X 中任意两个有最小上界和最大下界,
则称<X,≼>为格。

S是一个集合,ρ(S)是S的幂集,则<ρ(S),⊆>是一个格。因为对于任何的A,B⊆S,A,
B 的最小上界为A∪B,A、B 的最大下界为A∩B。

设N 是所有正整数集合,在N 上定义一个二元关系|,x,y∈N,x|y当且仅当x 整除

y。容易验证|是N+上的一个偏序关系,故<N+,|>是偏序集。由于该偏序集中任意两个

元素的最 小 公 倍 数、最 大 公 约 数 分 别 是 这 两 个 元 素 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界,因 此

<N,|>是格。
设集合A={a,b,c},考虑恒等关系=,=是一种特殊的偏序关系,所以<A,=>是一个

偏序集,但它不是格,因为 A 中任意两个元素都是既 无 最 小 上 界 又 无 最 大 下 界,如
图3.28所示。

定义3.24 设<X,≼>是一个格,如果在X 上定义两个二元运算∨和∧,使得对于任意

的x,y∈X,x∨y等于x 和y 的最小上界,x∧y等于x 和y 的最大下界。则称<X,∨,∧>
为由格<X,≼>所诱导的代数系统。二元运算∨和∧分别称为并运算和交运算。

对给定的集合S,<ρ(S),⊆>是一个格,现设S={x,y},则ρ(S)={⌀,{x},{y},{x,

y}},格<ρ(S),⊆>如图3.29所示。而由格<ρ(S),⊆>所诱导的代数系统<ρ(S),∨,∧>,其
中运算∨是集合的并,运算∧是集合的交。故∨和∧的运算表可由表3.6给出。

表3.6 ∨和∧的运算定义

∨ ⌀ {x} {y} {x,y} ∧ ⌀ {x} {y} {x,y}

⌀ ⌀ {x} {y} {x,y} ⌀ ⌀ ⌀ ⌀ ⌀
{x} {x} {x} {x,y} {x,y} {x} ⌀ {x} ⌀ {x}
{y} {y} {x,y} {y} {x,y} {y} ⌀ ⌀ {y} {y}
{x,y} {x,y} {x,y} {x,y} {x,y} {x,y} ⌀ {x} {y} {x,y}

图3.28 特殊偏序

       

图3.29 格的例子

【例3.37】 设D36是36的全部正因子的集合,D36={1,2,3,4,6,9,12,18,36},“|”表
示数的整除关系,则<D36,|>是格。

解:如图3.30所示,对m,n∈D36,m∨n是m,n的最小公倍数,m∧n是m,n的最大公
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约数。
定义3.25 设<X,≼>是一格,由<X,≼>诱导的代数系统为<X,∨,∧>,设Y⊆Z 且

Y⊆⌀,如果Y 关于X 中的运算∨ 和∧都是封闭的,则称<Y,≼>是格<X,≼>的子格。
容易证明,若<Y,≼>是格<X,≼>的子格,则<Y,≼>也是格。
例3.37给出了一个具体的格<N,|>,由它诱导的代数系统为<N,∨,∧>,其中,对x,

y∈N,x∨y是x,y的最小公倍数,x∧y是x,y的最大公因数。例3.37中的D36关于N 中

的运算∨ 和∧都是封闭的,所以<D36,|>是格<N,|>的子格。另外若E+表示全体正偶数

集,则任何两个偶数的最大公因数和最小公倍数都是偶数,所以E+关于 N 的运算∨ 和∧
封闭,因此,<E+,|>也是<N,|>的子格。

设<L,≼>是格,其中,L={a,b,c,d,e,f,g,h}如图3.31所示。取:

L1 = {a,b,d,f}

L2 = {c,e,g,h}

L3 = {a,b,c,d,e,g,h}

图3.30 例3.37对应的图

    

图3.31 格的例子

【例3.38】 设<X,≼>是一格,任取a,b∈X 使a≼b,构造X 的子集。
L1 = {x|x∈X,且x≼a}
L2 = {x|x∈X 且a≼x}
L3 = {x|x∈X 且a≼x≼b}

则<Li,≼>都是<X,≼>的子格,i=1,2,3。
解:对任意x,y∈L1,必有x≼a,y≼a,所以:

x∨y≼a, x∧y≼a
故x∨y∈L1,x∧y∈L1;因此,<L1,≼>是<X,≼>的子格。

同理可得<L2,≼>和<L3,≼>也是<X,≼>的子格。
在讨论格以及格诱导的代数系统的一些性质之前,先介绍对偶的概念和对偶原理。
设<X,≼>是一个偏序集,在X 上定义一个二元关系≼R,使得对于X 中的两个元素x

和y 有关系x≼Ry 当且仅当y≼x,可以证明这样定义的X 上的关系≼R 是一偏序关系,从
而<X,≼R>也是一个偏序集。我们把偏序集<X,≼>和<X,≼R>称为是彼此对偶的(互为对

偶),它们所对应的哈斯图是互为颠倒的。
可以证明,若<Z,≼>是一个格,则<Z,≼R>也是一个格。我们把二元关系≼R 称为二元

关系≤的逆关系,为简单起见,用记号≥表示≤R。
对格<X,≼>,由<X,≽>的定义可知,由格<X,≼>所诱导的代数系统的并(交)运算正

好是由格<X,≽>所诱导的代数系统的交(并)运算,从而有如下表述的格的对偶原理:
设P 是对任意格都为真的命题,如果在命题P 中把≼换成≽,∨换成∧,∧换成∨,就

得到另一命题P′,我们把P′称为P 的对偶命题,则P′对任意格也是真的命题。
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下面,讨论格的一些基本性质。
定理3.26 在一个格<L,≼>中,对L中任意元a、b、c、d都有:
(1)a≼a∨b,b≼a∨b,a∧b≼a,a∧b≼b。
(2)若a≼b且c≼d,则a∨c≼b∨d,a∧c≼b∧d。
证明:
(1)因为a和b的并是a 和b的一个上界,所以a≼a∨b且b ≼a∨b,由对偶原理,即

得a∧b≼a且a∧b≼b。
(2)因为b≼b∨d,d≼b∨d,所以,由传递性可得a≼b∨d,c≼b∨d,这就表明b∨d是a

和c的一个上界,而a∨c是a 和c得最小上界,所以,必有a∨c≼b∨d。
类似地可以证明a∧c≼b∧d。 ■
推论3.1 在一格<L,≼>中,对于a,b,c∈L若a≼b则:

a∨c≼b∨c, a∧c≼b∧c
  证明:定理3.26的(2)中取d=c即得。 ■

定理3.27 设<L,≼>是一个格,由格<L,≼>所诱导的代数系统为<L,∨,∧>,则对L
中的任意元素a、b、c有:

(1)幂等律:a∨a=a a∧a=a
(2)交换律:a∨b=b∨a a∧b=b∧a
(3)结合律:a∨(b∨c)=(a∨b)∨c a∧(b∧c)=(a∧b)∧c
(4)吸收律:a∨(a∧b)=a a∧(a∨b)=a
证明:
(1)由定理3.26可得a≼a∨a,由自反性可得a≼a,由此可得a∨a≼a,因此a∨a=a。

利用对偶原理,即得a∧a=a。
(2)格中任意两个元素a,b的最小上界(最大下界)当然等于b,a的最小上界(最大下

界),所以a∨b=b∨a(a∧b=b∧a)。
(3)由定理3.26中的(1)可知a≼a∨(b∨c),b≼b∨c≼a∨(b∨c)。
由定理3.26中(2)可知a∨b≼a∨(b∨c)。
又因c≼b∨c≼a∨(b∨c),所以,(a∨b)∨c≼a∨(b∨c)。
类似地可以证明a∨(b∨c)≼a∨(b∨c)。
因此a∨(b∨c)=(a∨b)∨c。
利用对偶原理,即得:a∧(b∧c)=(a∧b)∧c。
(4)由定理3.26得:a≼a∨(a∧b)。
又因为a≼a和a∧b≼a,所以a∨(a∧b)≼a,
因此a∨(a∧b)=a。利用对偶原理,即得:a∧(a∨b)=a。 ■
在例3.37中给出的格<N,|>中,若<N+,∨,∧>是格<N,|>所诱导的代数系统,则对a,

b∈N,有a∨b是a,b的最小公倍数,记为lcm(a,b),a∧b是a,b的最大公约数记为gcd(a,b)。
在代数系统<N,∨,∧>中,对N 中任意数a、b、c,由于lcm(a,a)=gcd(a,a)=a,所

以等幂性成立;因为两个数a和b的最小公倍数(最大公因数)与b和a 的最小公倍数(最大

公约数)是相等的,因此,并运算和交运算都是可交换的;又因为lcm(a,lcm(b,c))和
lcm(lcm(a,b),c)都是三个数a、b、c的最小公倍数,所以在<N,∨,∧>中并运算是可结合

的,同理,有gcd(a,(gcd(b,c))=gcd(gcd(a,b),c),从而交运算也是可结合的;又由于
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lcm(a,gcd(a,b))=a和gcd(a,lcm(a,b))=a,因而,吸收性也是成立的。
定理3.28 若<L,≼>是一个格,则对L中的任意a、b、c都有:

a∨ (b∧c)≼ (a∨b)∧ (a∨c) (3.1)
(a∧b)∨ (a∧c)≼a∧ (b∨c) (3.2)

  证明:由定理3.26可知a≼a∨b和a≼a∨c,由定理3.27等幂性可得

a=a∧a≼ (a∨b)∧ (a∨c) (3.3)

  又因为b∨c≼b≼a∨b且b∧c≼c≼a∨c
所以,

b∧c= (b∧c)∧ (b∧c)≼ (a∨b)∧ (a∨c) (3.4)

  由式(3.1)、式(3.2)和定理3.28得:

a∨ (b∧c)≼ (a∨b)∧ (a∨c)

  利用对偶原理,即得:
(a∧b)∨ (a∧c)≼a∧ (b∨c) ■

  定理3.28中的式(3.1)和式(3.2)被称为分配不等式。
定理3.29 设<L,≼>是一个格,那么,对于L中任意元a 和b有:

a≼b⇔a∧b=a⇔a∨b=b
  证明:先证a≼b⇔a∧b=a。

若a≼b,则a≼a,所以a≼a∧b,但根据a∧b的定义应有a∧b≼a,由反对称性得,

a∧b=a。这就证明了a≼b⇒a∧b=a。
反之,若a∧b=a,则a=a∧b≼b,这就证明了a∧b=a⇒a≼b,因此a≼b⇔a∧b=a。
用同样的方法,可以证明a≼b⇔a∨b=b。
因而a≼b⇔a∧b=a⇔a∨b=b。 ■
定理3.30 设<L,≼>是格,则L中的任意元a、b、c有:

a≼c⇔a∨ (b∧c)≼ (a∨b)∧c
  证明:由定理3.29知a≼c⇔a∨c=c。

由定理3.28可知a∨(b∧c)≼(a∨b)∧(a∨c)。
用c代替上式中的a∨c,即得:

a∨ (b∧c)≼ (a∨b)∨c
  所以a≼c⇒a∨(b∧c)≼(a∨b)∧c。

另外,若a∨(b∧c)≼(a∨b)∧c,则由运算∨、∧的定义可知:

a≼a∨(b∧c)≼(a∨b)∧c≼c,即有,a≼c。
所以a≼c⇔a∨(b∧c)≼(a∨b)∧c。 ■
推论3.2 在一个格<L,≼>中,对L中任意a、b、c,必有:
(a∧b)∨(a∧c)≼a∧(b∨(a∧c))和a∨(b∧(a∨c))≼(a∨b)∧(a∨c)

  证明:利用定理3.26和a∧c≼a及a≼a∨c,便可分别获证。
由定理3.25知,若<X,∨,∧>是<X,≼>诱导的代数系统,则X 上的∨和∧两种运算都

满足交换律、结合律和吸收律。下面我们将说明,若代数<L,∨,∧>的两种运算都满足交换

律、结合律和吸收律,那么可以在L上定义一个偏序,使得L中任何两个元素关于这个偏序

都有最小上界和最大下界,也就是说,偏序集<L,≼>是格,而且<L,≼>诱导的代数系统恰是
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<L,∧,∨>。 ■
引理3.1 设<L,∧,∨>是一个代数系统,若∨和∧都是二元运算且满足吸收律,则∨

和∧都满足幂等律。
证明:因为运算∨和∧满足吸收律,即对L中任意元素a 和b有:

a∨ (a∧b)=a (3.5)

a∧ (a∨b)=a (3.6)
将式(3.5)中的b取为a∨b,便得:

a∨ (a∧ (a∨b))=a
  再由式(3.6),即得a∨a=a,同理可证a∧a=a。 ■

定理3.31 设<L,∨,∧>是一个代数系统,其中∨和∧都是二元运算且满足交换律、
结合律和吸收律,则存在偏序关系,使<L,≼>是格,且这个所诱导的代数系统就是 <L,

∨,∧>。
证明:设在L定义二元关系≼为:对于任意a,b∈L,a≼b。
当且仅当a∧b=a。
下面分三步证明定理成立。
先证L上的二元关系≼是一个偏序关系。
由引理3.1可知∧满足幂等律,即对任一a∈L 有a∧a =a,所以a≼a,故≼是自

反的。
对任意a,b∈L若a≼b且b≼a,由≤的定义知a=a∧b且b=b∧a。
因为∧满足交换律,所以a=b,故≼是反对称的。
对任意的a,b,c∈L,若a≼b且b≼c,则a=a∧b且b=b∧c。
因为a∧c= (a∧b)∧c=a∧(b∧c)=a∧b=a。
所以,a≼c,故≼是传递的。因此,≼是偏序关系。
再证 对任意a,b∈L,a∧b是a 和b的最大下界。
由于(a∧b)∧a= (a∧a)∧b=a∧b,(a∧b)∧b=a∧(b∧b)=a∧b。
所以,a∧b≼a,a∧b≼b,即a∧b是a 和b的下界。
设c是a 和b的任一下界,即c≼a,c≼b,则有c∧a=c,c∧b=c,而c∧(a∧b)=(c∧

a)∧b=c∧b=c,所以,c≼a∧b。故a∧b是a 和b的最大下界。
最后,根据交换性和吸收性,对L中的任意a 和b,若a∧b=a则:

(a∧b)∨b=a∨b,即b=a∨b
  反之,若a∨b=b则a∧(a∨b)=a∧b,即a=a∧b。因此a∧b=a⇔a∨b=b。

由此可知,L上的偏序关系即为:对任意的a,b∈L,a≤b当且仅当a∨b=b,从而可用

与上面类似的方法证明a∨b是a 和b的最小上界。 ■
因此,<L,≼>是一个格,且这个格所诱导的代数系统就是<L,∨,∧>。
定义3.26 设<L1,≼1>和<L2,≼2>都是格,由它们分别诱导的代数系统为<L1,∨1,

∧1>和<L2,∨2,∧2>,如果有一个从L1 到L2 的映射φ,使得对任意的x,y∈L1,有:

φ(x∨1y)=φ(x)∨2φ(y)

φ(x∧1y)=φ(x)∧2φ(y)
则称φ为从<L1,∨1,∧1>到<L2,∨2,∧2>的格同态,也称<φ(A1),≼2>是<A,≼1>的格同态
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像。另外,若φ还是双射,则称φ是从<L1,∨1,∧1>到<L2,∨2,∧2>的格同构,并称<L1,≼1>
和<L2,≼2>是格同构的。

定理3.32 设φ是格<L1,≼1>到<L2,≼2>的格同态,则对任意的a,b∈L1,当a≼1b时,

φ(a)≼φ(b)。
证明:因为a≼1b,所以a∧1b=a,φ(a∧1b)=φ(a),φ(a)∧2φ(b)=φ(a),故φ(a)≼2φ(b)。

■

图3.32 同态格示例

由定理3.32知,格同态是保序的。但是定理3.32的逆命题不

一定成立。
设<S,≼>是一个格,其中S={a,b,c,d},如图3.32所示。
我们知道,<ρ(S),⊆>也是一个格,作映射φ:S→ρ(S),对任一

x∈S,φ(x)={y|y∈S 且y≤x},则有,当x,y∈S 且x≤y 时,有

φ(x)⊆φ(y),所以φ是保序的。
但是,对于b,c∈S,有b∨c=a,φ(b∨c)=φ(a)=S,而φ(b)∪φ(c)={b,c,d},所以

φ(b∨c)≠φ(b)∪φ(c)。从而φ不是从<S,≼>到<ρ(S),⊆>的格同态。
定理3.33 设<L1,≼1>和<L2,≼2>都是格,φ是从L1到L2 的双射,则φ是从<L1,≼1>

到<L2,≼2>的格同构当且仅当对任意的x,y∈L1:

x≤1y⇔φ(x)≤2φ(y)

  证明:设φ是从<L1,≼1>到<L2,≼2>的格同构。由定理3.32知,对任意x,y∈L1 若

x≼1y,则φ(x)≼2φ(y)。
反之,若φ(x)≼2φ(y),则φ(x)∧2φ(y)=φ(x∧1y)=φ(x),由于φ 是双射,所以

x∧1y=x,故x≼1y。
设对任意的x,y∈L1,x≼1y⇔φ(x)≼2φ(y),设x∧1y=u,则u≼1x,u≼1y,于是

φ(x∧1y)=φ(u),φ(u)≼2φ(x),φ(u)≼2φ(y)。
所以φ(u)≼2φ(x)∧2φ(y)设φ(x)∧2φ(y)=φ(v),则:

φ(u)≼2φ(v),φ(v)≼2φ(x),φ(v)≼2φ(y)
从而v≼1x,v≼1y,v≼1x∧1y即v≼1u。

所以f(v)≼2f(u),故f(u)=f(v),即f(x∧1y)=f(x)∧2f(y)。
类似地可以证明f(x∨1y)=f(x)∨2f(y),
因此,φ是<L1,≼1>到<L2,≼2>的格同构。 ■

习题3.10

1.设<L,≼>是偏序集,≼是L 上的整除关系。问当L 取下列集合时,<L,≼>是否

是格。
(1)L={1,2,3,4,6,12}
(2)L={1,2,3,4,6,8,12}
(3)L={1,2,3,4,5,6,8,9,10}

2.设A 和B 是两个集合,f是从A 到B 的映射。证明:<S,⊆>是<2B,⊆>的子格。其

中S={y|y=f(x),x∈2A}。
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3.设<L,≼>是格,任取a,b∈L且a≼b。证明<B,≼>是格。其中B={x|x∈L 且a≼
x≼b}。

4.设<L,≼,*,췍>是格。证明:
(1)(a*b)췍 (c*d)≼(a췍c)*(b췍d)
(2)(a*b)췍 (b*c)≼(c췍a)≼(a췍b)*(b췍c)*(c췍a)

5.设I是整数集合。证明:<I,min,max>是分配格。

6.设<A,*,췍,max>是分配格,a,b∈A 且a≼b。证明:

f(x)= (x췍a)*b
  是从A 到B 的同态函数。其中,B={x|x∈A 且a≼x≼b}。

7.证明:一个格是分配格的充分必要条件是∀a,b,c∈L,有(a*b)췍 (b*c)췍 (c*
a)=(a췍b)*(b췍c)*(c췍a)。

8.证明:一个格是分配格的充分必要条件是∀a,b,c∈L,有:
(a*b)췍 (b*c)췍 (c*a)= (a췍b)*(b췍c)*(c췍a)

  9.设<L,≼,*,췍>是有界格。x,y∈L,证明:
(1)若x췍y=0,则x=0且y=0。
(2)若x*y=1,则x=1且y=1。

10.求<D12,|>的所有子格,其中,D12是12的所有因子的集合|是D12上的整除关系。

11.证明:一个格<L,≼>分配格的充分必要条件是∀a,b,c∈L,有:
(a췍b)*c≼a췍 (b*c)

  12.设<L1,R1>和<L2,R2>是两个格,φ:L1→L2 是从<L1,R1>到<L2,R2>的同态函数。
证明:φ的同态像是<L2,R2>的子格。

13.设B={1,2,5,10,11,22,55,110}。证明:<B,GCD,LCM>是布尔代数。其中,

GCD是求最大公约数,LCM是求最小公倍数,x′=110/x。

3.11 关系在计算机科学中的应用

3.11.1 关系在关系数据库中的应用

我们在这里以目前应用最广泛的关系数据库为例,来介绍关系的应用。
在关系数据库中数据按二维表的形式存放,包括行和列。一张二维表可有m 行n 列,

二维表的每一行叫元组(记录),它代表一个完整的数据。二维表的每一列表示数据的分量

(字段)。所以,一张二维表就是一个关系。
若D1=SUPERVISOR={程实,刘逸}

 D2=SPECIALITY={计算机专业,信息专业}

 D3=POSTGRADUATE={李勇,刘晨,王敏}
则D1×D2×D3=
 {(程实,计算机专业,李勇),(程实,计算机专业,刘晨),

  (程实,计算机专业,王敏),(程实,信息专业,李勇),
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  (程实,信息专业,刘晨),(程实,信息专业,王敏),

  (刘逸,计算机专业,李勇),(刘逸,计算机专业,刘晨),

  (刘逸,计算机专业,王敏),(刘逸,信息专业,李勇),

  (刘逸,信息专业,刘晨),(刘逸,信息专业,王敏)}
这个集合可以表示为如表3.7所示的二维表。

表3.7 D1、D2、D3的笛卡儿积

SUPERVISOR SPECIALITY POSTGRADUATE

程实 计算机专业 李勇

程实 计算机专业 刘晨

程实 计算机专业 王敏

程实 信息专业 李勇

程实 信息专业 刘晨

程实 信息专业 王敏

刘逸 计算机专业 李勇

刘逸 计算机专业 刘晨

刘逸 计算机专业 王敏

刘逸 信息专业 李勇

刘逸 信息专业 刘晨

刘逸 信息专业 王敏

关系数据库是从笛卡儿积中取出有实际意义的元组来构造的关系。例如,在表3.7中,
如果限定“导师-专业:1∶1,导师-研究生:1∶n,学生-专业:1∶1”,于是得到SAP关

系只包含三个元组(见表3.8)。

表3.8 SAP关系

SUPERVISOR SPECIALITY POSTGRADUATE

程实 信息专业 李勇

程实 信息专业 刘晨

刘逸 信息专业 王敏

3.11.2 关系传递闭包在语法分析中的应用

1.文法与语言相关概念

  (1)文法:是描述语言的语法结构的形式规则。Chomsky把文法G 定义为:G=(VN,

Σ,P,S)。
其中,VN 表示非终结符———出现在规则左部、表示一定语法单位的词。

Σ表示终结符集合(字母表)———语言中不可再分割的字符。

S表示开始符号(识别符号)———S∈VN。

P 表示产生式———形式A→B。
(2)推导:从开始符号开始,通过使用产生式的右部取代左部,最终能产生语言的一个
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句子的过程。
(3)规约:推导的逆过程,从源语言的句子开始,通过规则的左部取代右部,最终达到

识别符号的过程。
(4)句型:从文法的识别符号,每步推导(包括0步推导)得到的字符串α。
(5)句子:是仅含终结符的句型。
(6)语言:是由S开始通过1步或1步以上推导所得句子的集合。记为:L(G)。
根据对文法产生式的限制分为四类:0、1、2、3型文法。0型文法:P中产生的左边至少

有一个符号,且至少有一个非终结符。识别0型语言的文法称为图灵机。0型文法是对产

生式限制最少的文法。任何0型都是递归可枚举的,有关1、2、3型文法这里就不介绍了,在
编译原理中将有更详细的介绍。

正规文法是左线性文法和右线性文法的统称,它们都是Chomsky分类下的3型文法。
由正规文法产生的语言称为正规集。下面我们将会看到,这里之所以用“正规”两字为一种

语言命名,是因为这种语言的结构可以用所谓正规式来描述。

2.上下文无关文法与算数表达式生成

文法的另一种分类是:正规文法、上下文无关文法、上下文有关文法和短文文法。
在计算机科学中,若一个形式文法G = (VN,Σ,P,S)的产生式规则都取如下的形

式:V→w,则称之为上下文无关的,其中V∈VN,w∈(VN∪Σ)*。上下文无关文法取名为

“上下文无关”的原因就是因为字符V 总可以被字串w 规约,而无须考虑字符V 出现的上

下文。如果一个形式语言是由上下文无关文法生成的,则它是上下文无关的。
上下文无关文法重要的原因在于它们拥有足够强的表达力来表示大多数程序设计语言

的语法;实际上,几乎所有程序设计语言都是通过上下文无关文法来定义的。另一方面,上
下文无关文法又足够简单,使得我们可以构造有效的分析算法来检验一个给定字串是否是

由某个上下文无关文法产生的。
正规文法是右左线性文法(V→aB 或V→a,V,B∈VN,a∈Σ)和左线性文法(V→Ba或

V→a,V,B∈VN,a∈Σ)的统称。它们都是Chomsky分类下的3型文法。由正规文法产生

的语言称为正规集。识别3型语言的文法称为有限状态自动机。
一个简单的上下文无关文法是G={{S},{a,b},S→aSb|ε,S},这个文法产生了语言

{anbn:n≥0}。不难证明这个语言不是正规的。
设G={{S,T},{+,-,/,*,x,y,z},{S→T+S|T-S|T,T→T*T|T/T|(S)|x|y|z},

S},这个文法可以产生变量x,y,z的算术表达式:例如字串“(x+y)*x-z*y/(x+x)”就
可以用这个文法来产生。

字母表{a,b}上a和b数目不相等的所有字串可以由下述文法产生:

S→U|V
U→TaU|TaT
V→TbV|TbT
T→aTbT|bTaT|ε
这里T 可以产生a 和b数目相等的所有字串,U 可以产生a 的数目多于b的数目的所

有字串,V 可以产生a 的数目少于b的数目的所有字串。
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3.关系传递闭包在语法分析中的应用

【例3.39】 设有一字母表{A,B,C,D,e,d,f}并给定下面六条产生式:

A Af, B Dde, C e
A→B, B→De, D→Bf

  R 为定义在V 上的二元关系且xiRxj,即是从xi 出发用一条产生式推出一串字符,使
其第一个字符恰为xj。说明每个字母连续应用上述规则可能推出的头字符。

解:

MR =

1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0 0 0

则xiR+xj 表示从xi 出发,经过多次连续推导而得的字符串,其第一个字符恰为xj 的关系,
此关系即是R+。按照 Warshall算法计算的过程中,i=5时,由于第五行的元素都等于零,

M 的赋值不变。i=3,i=6,i=7时,由于第3、6、7列各元素均为零,M 的赋值不变。经计

算得:

MR+ =

1 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú0 0 0 0 0 0 0

因此R+={<A,A>,<A,B>,<A,D>,<B,B>,<B,D>,<C,e>,<D,B>,<D,D>}。
这说明应用给定的产生式,从A 出发推导的头字符有A、B、D 三种可能,而从B 出发推

导的头字符有B 和D 两种可能,而从D 推出的头字符有B 和D 两种可能,从C 出发推导

的头字符只可能为e。

3.12 本章小结

1.关系

关系示意图如图3.33所示。

2.关系性质

关系的性质如图3.34所示。
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图3.33 关系示意图

图3.34 关系的性质

3.关系的性质与关系运算之间的关系(见表3.9)

表3.9 关系的性质与关系运算之间的关系

自  反 反 自 反 对  称 反 对 称 传  递

R∩S
R∪S × ×
R-S × ×
R-1

R췍S × × × ×

4.关系的性质与闭包运算的联系(见表3.10)

表3.10 关系的性质与闭包运算的联系

自  反 反 自 反 对  称 反 对 称 传  递

r(R) ×
s(R) × ×
t(R) × ×



97   

5.其他特殊关系(见表3.11)

表3.11 其他特殊关系

自  反 反 自 反 对  称 反 对 称 传  递

等价关系 Ö Ö Ö

相容关系 Ö Ö

偏序关系 Ö × Ö Ö

6.关系的知识体系(见图3.35)

图3.35 关系的知识体系

自测题3

一、选择题

1.设集合A= {1,2,3,4,5,6}上的二元关系R={<a,b>êa,b∈A,且a+b=8},则R 具

有的性质为(  )。

 A.自反的           B.对称的

 C.对称和传递的 D.反自反和传递的
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2.设集合A={1,2,3,4}上的二元关系R={<1,1>,<2,2>,<2,3>,<4,4>},S={<1,1>,
<2,2>,<2,3>,<3,2>,<4,4>},则S是R 的(  )闭包。

 A.自反 B.传递

 C.对称 D.以上都不对

3.非空集合A 上的二元关系R,满足(  ),则称R 是等价关系。

 A.自反性、对称性和传递性

 B.反自反性、对称性和传递性

 C.反自反性、反对称性和传递性

 D.自反性、反对称性和传递性

4.设R 和S 是集合A 上的关系,则下列说法正确的是(  )。

 A.若R 和S 是自反的,则R췍S是自反的

 B.若R 和S 是反自反的,则R췍S是反自反的

 C.若R 和S 是对称的,则R췍S是对称的

 D.若R 和S 是传递的,则R췍S是传递的

5.设A={1,2,3,4},P(A)(A 的幂集)上规定二元关系如下:

R={<s,t>|s,t∈P(A)∧(|s|=|t|)},则P(A)/R=(  )。

 A.A
 B.P(A)

 C.{{{1}},{{1,2}},{{1,2,3}},{{1,2,3,4}}}

 D.{{Φ},{2},{2,3},{{2,3,4}},{A}}

6.如图3.36所示,设A={Φ,{1},{1,3},{1,2,3}},则A 上包含关系“⊆”的哈斯图

为(  )。

图3.36 第6题对应的图

7.设S={1,2,3},定义S×S上的等价关系:

R={<a,b>,<c,d>|<a,b>∈S×S,<c,d>∈S×S,a+d=b+c}则由R 产生的S×S上一

个划分共有(  )个分块。

 A.4       B.5         C.6       D.9
8.设集合A={a,b,c,d,e,f,g},A 的一个划分π={{a,b},{c,d,e},{f,g}},则π所

对应的等价关系有(  )个二元组。

 A.14 B.15 C.16 D.17
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9.在由三个元素组成的集合上,可以有 (  )种不同的关系。
 A.4 B.8 C.16 D.512

二、填空题

1.设A={1,2,3,4}上的关系R={<1,2>,<2,4>,<3,3>,<1,3>},则r(R)= ,

s(R)= ,t(R)= 。

2.设A={1,2,3},则在A 上有 个不同的分划。

3.不同的二元关系共有 个。

4.证明有界分配格,如果存在补,则补唯一。
设a′和a″是a 的补,那么a′=a′∧1= ,同理a″=a″∧1= ,因此

a′=a″。

5.设A={1,2,3,4},A 上关系图如图3.37所示,则R2= 。

6.设A={a,b,c,d},其上偏序关系R 的哈斯图如图3.38所示,则R= 。

图3.37 第5题对应的图 图3.38 第6题对应的图

7.设A={2,3,4,5,6}上的二元关系R={<x,y>|x<y∨x是质数},则R=
(列举法)。R 的关系矩阵MR= 。
8.设A={1,2,3},则A 上既不是对称的又不是反对称的关系R= ;A 上既

是对称的又是反对称的关系R= 。
9.设R 和S 都是集合A 上的等价关系,则对称闭包s(R∩S)= 。

三、简答题

1.设L={1,2,3,4,6,12},L上的关系≤定义为:∀x,y∈L,x≼y当且仅当x是y的因

子,问:(1)≼是一个偏序关系吗? 若是,画出其哈斯图。
(2)判断<L;≼>是否为格。
2.集合X={<1,2>,<3,4>,<5,6>,… },R={<<x1,y1>,<x2,y2>>|x1+y2=x2+y1}。
(1)证明R 是X 上的等价关系。
(2)求出X 关于R 的商集。

3.证明定义在实数集 R 上的关系S= <x,y>|x,y∈R,x-y3{ }是整数 是一个等价

关系。
4.设N 是自然数集合,定义N 上的二元关系ρ:ρ={<x,y>|x∈N,y∈N,x+y 是偶

数},证明ρ是一个等价关系。
5.证明:一个有界格的子格也是有界格。
6.R 是集合X 上的一个自反关系,求证:R 是对称和传递的,当且仅当<a,b>和

<a,c>在R 中有<b,c>在R 中。


