
第 1章 预 备 知 识

1.1 背 景 介 绍

统计推断的一个基本任务是由样本观察值去了解总体. 若根据经验或某些理论，能在
进行统计推断之前对总体作一些假设，然后基于这些假定进行统计推断，这种统计方法称

为参数统计方法. 如果所知甚少，在进行统计推断之前不能对总体作任何假设，或仅能作
一些非常一般性 (例如分布是连续的、是对称的等) 的假设，这时如果仍然使用参数统计方
法，其统计推断的结果显然是不可信的，甚至有可能是错的. 在对总体的分布不作假设或
仅作非常一般性的假设的条件下发展的统计方法称为非参数统计方法.
非参数统计方法是 19 世纪 40 年代以后兴起的. 1942 年，J.Wolfowitz 首先使用非参

数统计一词，早期的非参数统计主要是扩充参数检验的内容，以使得传统的检验过程可以

应用于小样本以及不同分布类型的数据. 比如常用的非参数检验有符号秩检验、双样本
Wilcoxon 检验、多样本 Kruskal-Wallis 检验等.
近年来，由于统计理论的进一步发展与计算机收集和处理数据能力的提高，使得发展

随数据结构不同而灵活变化的模型的统计推断方法成为可能. 非参数密度估计、非参数回
归等内容也成为新的研究和应用主题. 统计研究人员利用统计渐近理论突破了参数回归和
模型估计的原有理论框架，利用各种算法改进模型的计算过程，通过调整预测偏差和方差

的比例来发展适应性更强、解释更为精练、拟合优度更适中和计算更为有效的模型.
本书的主要内容之一是介绍这种研究数据结构的非参数方法，包括非参数密度估计、

非参数回归及其相关问题，比如分布函数的估计、密度函数的导数的估计、条件密度函数

的估计以及和密度函数有关的检验，等等. 鉴于生存数据普遍存在于很多研究领域，本书
也给出了随机右删失模型下，几种生存时间的函数的非参数估计方法.
非参数统计问题对总体分布的假定所要求的条件很宽. 因而针对这种问题而构造的非

参数统计方法，不致因为对总体分布的假定不当而导致重大错误，所以它往往有较好的稳

健性. 这是非参数统计方法的一个非常重要的特点. 但它也有以下缺点：首先因为非参数
方法基于更少的信息作出推断，在模型假定正确的前提下，非参数统计方法就会比参数统

计方法的效果差一些. 例如，在处理估计问题时，估计的方差要大一些，收敛速度要慢一些
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(参数估计的速度一般为 n−1/2，但非参数方法的收敛速度比 n−1/2 慢). 又例如，在给定的
显著性水平下进行检验时，基于非参数估计方法构建的检验方法的第Ⅱ类错误相比基于参

数估计方法构建的检验方法要大些. 其次，非参数方法受数据维数的影响，存在维数祸根
的问题. 具体表现为随着模型变量的维数增加，所需样本量成指数级增加. 这就导致数据的
维数高于三维时，很多非参数方法的效果并不好. 发展克服或者部分克服维数问题的非参
数和半参数方法是当前研究的热点之一.
为了克服非参数方法的缺陷而发展起来的是所谓的半参数统计方法. 半参数统计方法

是 20 世纪 70 年代以后发展起来的重要的统计方法. 它在参数模型的基础上引入非参数分
量，从而使这种模型既含有参数分量又含有非参数分量，兼顾了参数模型的准确和非参数

模型的稳健的优点，相比单纯的参数模型或非参数模型有更大的适应性，具有更强的解释

能力，并且部分地克服了维数祸根的问题. 半参数模型吸引了很多理论研究领域和应用领
域的关注. 本书的主要内容之一是介绍非常典型的并且应用非常广泛的几类半参数模型，
包括部分线性模型、单指标模型等，以及研究生存数据时使用非常广泛的 Cox 模型.

1.2 收敛方式和极限分布

在介绍非参数和半参数方法之前，我们给出在后面的内容中经常需要用到的概率论基

础知识，主要包括随机序列的几种收敛方式以及包括弱大数定律、强大数定律和中心极限

定理在内的一些统计渐近理论.

1.2.1 依概率收敛

依概率收敛是用概率的方法刻画随机变量的极限.
定义 1.2.1 (依概率收敛) 对随机变量序列 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和随机变量 X，若满

足：∀ε > 0, limn→∞ P (|Xn −X| > ε) = 0，则称随机变量序列 {Xn, n = 1, 2, · · · } 依概率收
敛于随机变量 X，记为 Xn

P→ X.
举例：假设 X1, X2, · · · , Xn 是均值为 µ、方差为 σ2 的独立同分布序列. X̄n 为样本均

值. 显然 E(X̄n) = µ 和 var(X̄n) = σ2/n . 由切比雪夫不等式，对于 ∀ε > 0，

P (|X̄n − µ| > ε) 6 σ2

nε2
.

所以 limn→∞ P (|X̄n − µ| > ε)} 6 limn→∞
σ2

nε2
= 0, 即 X̄n

P→ µ.

定理 1.2.1 (弱大数定律) 假设 X1, X2, · · · , Xn 是独立同分布随机变量，且 E|X1| <

∞，则当 n →∞ 时有
X̄n =

1
n

n∑
i=1

Xi
P→ E(X1).
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注：(1) 更一般的情况下，{Xn, n = 1, 2, · · · } 是独立随机变量序列，并且 E(Xi) =
µi，有

1
n

n∑
i=1

Xi − 1
n

n∑
i=1

µi
P→ 0.

(2) 设 an 是 a 的估计，若 an
P→ a, 则称 an 是 a 的弱相合估计.

因此，定理 1.2.1 中，X̄n 是 E(X1) 的弱相合估计.
(3) 大数定律 (law of large numbers，LLN) 说明当样本量足够大时，样本均值的随机

性消失. 也就是说，从更多的数据，可以得到更多样本空间的信息.
下面给出需要经常使用的一个定理. 注意 {Xn, n = 1, 2, · · · } 和 {Yn, n = 1, 2, · · · } 为

随机变量序列.
定理 1.2.2 若 Xn

P→ X，Yn
P→ Y，则有：

(1) cXn
P→ cX，其中 c 为常数；

(2) Xn + Yn
P→ X + Y；

(3) XnYn
P→ XY；

(4) 若 Y 6= 0，则有 Xn/Yn
P→ X/Y .

定理 1.2.3 若 Xn
P→ X，且 f(·) 是连续函数，则有 f(Xn) P→ f(X).

定理 1.2.3 经常被称为 Slutsky 定理.

1.2.2 几乎必然收敛

几乎必然收敛又称为以概率 1 收敛.
定义 1.2.2 (几乎必然收敛) 随机变量序列 {Xn, n = 1, 2, · · · }, 当 P (limn→∞Xn =

X) = 1 时，说它几乎必然 (以概率为 1) 收敛于一个随机变量 X，记为：Xn
a.s.→ X.

注：等价地，若对 ∀ε > 0，有 P (limn→∞ |Xn −X| < ε) = 1，则 Xn
a.s.→ X.

下面介绍另一个 a.s. 收敛的定义.
定理 1.2.4 Xn

a.s.→ X 当且仅当对 ∀ε > 0，limm→∞ P (supn>m |Xn −X| 6 ε) = 1.

注：若 ∀ ε > 0，limn→∞ P (|Xn −X| 6 ε) = 1，则Xn
P→ X. 由上面定理知几乎必然收

敛强于依概率收敛.
定理 1.2.5 (强大数定律) 假设 X1, X2, · · · , Xn 是独立同分布的随机变量序列，且有

E|X1| < ∞, 则当 n →∞ 时，有

X̄n =
1
n

n∑
i=1

Xi
a.s.→ E(X1).

注：设 an 是 a 的估计，若 an
a.s.→ a，则称 an 是 a 的强相合估计.

因此，定理 1.2.5 中，X̄n 是 E(X1) 的强相合估计.
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1.2.3 r 阶收敛

定义 1.2.3 (r 阶中心矩收敛) 对随机变量序列 {Xn, n = 1, 2, · · · }，存在 r > 0 有

E|Xn|r < ∞. 若存在一个随机变量 X，使得 limn→∞E(|Xn −X|r) = 0，则称 Xn 依 r 阶

中心矩收敛于 (在 Lr 空间)X，记为 Xn
r.m.→ X 或 Xn

Lr

→ X .

注: 一般在 r = 2 情况下讨论. 此时称其为均方收敛.

定义 1.2.4 (r 阶矩收敛) 对随机变量序列 {Xn, n = 1, 2, · · · }，存在 r > 0 有

E|Xn|r < ∞. 若 limn→∞E|Xn|r = E|X|r，则 Xn 依 r 阶矩收敛于 X.

1.2.4 依分布收敛

定义 1.2.5 (依分布收敛) 设 Fn(x) 和 F (x) 分别是随机变量序列 Xn 和随机变量

X 的分布函数. 若 limn→∞ Fn(x) = F (x) 对 F (·) 的定义域中的任意连续点都成立，则
称随机变量序列 {Xn, n = 1, 2, · · · } 依分布收敛于分布函数为 F (x) 的随机变量 X，记为

Xn
d→ X.

注：(1) 对于依分布收敛，{Xn, n = 1, 2, · · · } 不需要定义在相同的概率空间. 它不是

{Xi} 的收敛，而是由 {Xn, n = 1, 2, · · · } 导出的概率分布 {Fn, n = 1, 2, · · · } 的收敛. 可以

将其视为在一些概率测度下的弱拓扑的集合的收敛. 因此，文献中经常称依分布收敛为弱

收敛. 它“弱”是因为它是可以由其他的一些收敛得到，例如依概率收敛和几乎必然收敛.

(2)此外，Xn
d→ X 当且仅当对任意在紧集上有界连续的函数 f 有Ef(Xn) → Ef(X).

进一步，ϕn 和 ϕ 分别为 Xn 和 X 的特征函数. Xn
d→ X 当且仅当 ϕn(t) → ϕ(t). 这些结

论的证明以及更多的弱收敛的等价定义可以参考文献 (Pollard，1984).

1.2.5 收敛方式间的关系

下面讨论随机变量序列的几种收敛方式之间的关系.

定理 1.2.6 (1) 若 Xn
a.s.→ X，则 Xn

P→ X.

(2) 若 Xn
r.m.→ X，则 Xn

P→ X.

(3) 若 Xn
P→ X, 则 Xn

d→ X.

证明： (1) 注意到 limn→∞ P{|Xn − X| > ε} 6 limn→∞ P{⋃k>n{|Xk − X| > ε}} =

P{⋂∞
n=1

⋃
k>n{|Xk −X| > ε}} = 0.

(2) 因为对于充分大的 n 有 limn→∞E(|Xn −X|r) = 0，E(|Xn −X|r) < ∞，则由切比
雪夫不等式得，对任意 ε > 0，有 P (|Xn −X| > ε) 6 E(|Xn −X|r)/εr → 0, n → ∞. 因此

limn→∞ P (|Xn −X| < ε) = 1.

(3) f 是任意有界且一致连续的函数. 令M = supx |f(x)|. 对任意 ε > 0，选择 δ 使得

|Xn−X| 6 δ，有 |f(Xn)−f(X)| 6 ε. 可以得到E|f(Xn)−f(X)| 6 ε+2M×P{|Xn−X| >
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δ}. 这样就有 |Ef(Xn) − Ef(X)| 6 E|f(Xn) − f(X)| 6 ε + 2MP{|Xn − X| > δ}. 因
为 Xn

P→ X，因此可证得 Ef(Xn) → Ef(X). 从而定理 (c) 结论得证.

1.3 中心极限定理和几个常用的定理

1.3.1 中心极限定理

下面介绍几个关于中心极限定理的著名结果.
定理 1.3.1 (Lindeberg-Levy 中心极限定理) 设 {Xi}n

i=1 是均值向量为有限向量 µ、

协方差阵为正定阵 Σ 的独立同分布随机向量，则

Zn ≡
√

n(X̄n − µ) d→ N(0, Σ)，

其中 X̄n =
1
n

∑n

i=1 Xi.

下面给出另一个常用的中心极限定理.
定理 1.3.2 (Liapounov中心极限定理) 设 {Xn,i}n

i=1是独立随机变量序列，E(Xn,i) =
µn,i 且 var(Xn,i) = σ2

n,i. 假设存在 δ > 0，有 E|Xn,i|2+δ < ∞. 令 Sn =
∑n

i=1(Xn,i −
µn,i)，Ln,i = (Xn,i − µn,i)/σn，其中 σ2

n =
∑n

i=1 σ2
n,i. 若存在 δ > 0，使得 limn→∞

∑n

i=1

E|Ln,i|2+δ = 0，则有

Sn

σn

=
n∑

i=1

Ln,i
d→ N(0, 1).

注：上述定理的一个特殊情况是当 µn,i = 0 且 σ2
n,i 满足 limn→∞

σ2
n

n
= σ2. 若存在

δ > 0，使得 limn→∞
∑n

i=1 E
∣∣∣Ln,i√

n

∣∣∣
2+δ

= 0，则有

Sn√
nσ

d→ N(0, 1).

实际上，对非参数和半参数模型的估计和检验问题，统计量经常表现为双求和的形式，

这时经常要用到 U 统计量的中心极限定理，更多的关于 U 统计量的中心极限定理的内容

可以参考文献 (Lee，1990).

1.3.2 几个常用的定理

下面列举一些在渐近分析中常用的定理. 下面定理中 {Xi}n
i=1, {Yi}n

i=1 为独立同分布

随机变量序列.
定理 1.3.3 设 f 是一个连续函数，则有：
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(1) 若 Xn
a.s→ X，则 f(Xn) a.s→ f(X).

(2) 若 Xn
P→ X，则 f(Xn) P→ f(X).

(3) 若 Xn
d→ X，则 f(Xn) d→ f(X).

特别地，(3) 被称为连续映射定理 (CMT).
定理 1.3.4 若 Xn

d→ X 且 Yn
P→ a，a 是常数，则

(1) YnXn
d→ aX；

(2) Xn + Yn
d→ X + a.

1.3.3 Delta 方法

下面介绍 Delta 方法.
定理 1.3.5 (Delta 方法) 映射 φ : Rk → R 关于 θ 连续可微并且 φ′(θ) 6= 0. 若√

n(θ̂n − θ) d→ N(0, Σ)，则
√

n(φ(θ̂n)− φ(θ)) d→ N(0, [φ′(θ)]TΣφ′(θ)).
证明：由泰勒展开，

φ(θ̂n) = φ(θ) + [φ′(θ)]T(θ̂n − θ) + o(‖θ̂n − θ‖) = φ(θ) + [φ′(θ)]T(θ̂n − θ) + op(n−
1
2 ),

由此得到：

√
n(φ(θ̂n)− φ(θ)) = [φ′(θ)]T

√
n(θ̂n − θ) + op(1) d→ N(0, [φ′(θ)]TΣφ′(θ)).

1.4 记号 op(1) 和 Op(1)

在这一节，介绍以后章节中经常要用到的两个十分重要的记号：op(1) 和 Op(1). 这两
个记号与数学分析中的 o(1) 和 O(1) 十分相似，它们的运算规律也十分相似. 需要注意的
是 op(1) 或 Op(1) 是具有某种大样本性质的随机变量序列.
令 ξn 为一个随机变量序列，又设 n →∞ 表示一个过程. 说 ξn = op(1) 是指在 n 趋于

无穷时 ξn
P−→ 0，或对任意 ε > 0，当 n →∞ 时，P{|ξn| > ε} → 0.

同时用 ξn = Op(1) 表示 ξn 是依概率有界的量，即对任意 ε > 0，存在M > 0，使得

P{|ξn| > M} < ε.

例：设 {Xi}n
i=1 为均值为 µ、方差为 σ2 的独立随机变量，则：

(1) 若 µ = 0，则
∑n

i=1 Xi 是 Op(n1/2)；若 µ 6= 0，则
∑n

i=1 Xi 是 Op(n).
(2) 若 µ = σ2 = 0 不成立，则

∑n

i=1 X2
i 是 Op(n).

注意: (1) 经常出现在渐近理论中. 若 µ = 0，则由
∑n

i=1 Xi 的均值为 0 且方差为 nσ2

可以得到
∑n

i=1

Xi

n1/2
的均值为 0 且方差为 σ2. 所以若 µ = 0，则

∑n

i=1 Xi 是 Op(n1/2) . 然

而，若 µ 6= 0，则由
∑n

i=1 Xi 的均值为 nµ，可以得到
∑n

i=1 Xi 是 Op(n)，而不是 Op(n1/2).
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另外，(2) 由以下事实得到：X2
i 均值m1 = µ2 + σ2 有限且不为 0，由强大数定理可得

结论.
注：文献中经常出现“

√
n 相合”的概念，其定义为: 若 θ̂− θ = Op(n−1/2)，则称 θ̂ 为 θ

的
√

n 相合估计. 若 θ̂ 有分解：θ̂ = θ + n−1/2
∑n

i=1 ξi + op(n−1/2)，其中 ξi, i = 1, 2, · · · , n

独立同分布且 E(ξ1) = 0. 上式第二个部分是 Op(n−1/2). 因此有 θ̂− θ = Op(n−1/2)，这时 θ̂

为 θ 的
√

n 相合估计.
关于 op(1) 和 Op(1)，它们具有下列性质:

op(1) + op(1) = op(1),

op(1) + Op(1) = Op(1),

op(1) · op(1) = op(1),

op(1) ·Op(1) = op(1),

op(1) + c = Op(1) (c 6= 0).

另外，有两个类似的符号 o(1) 和 O(1). 其中 o(1) 表示一个关于 1 的高阶无穷小量，也
就是说表示一个极限为 0 的量；O(1) 表示一个有界量.
举例：

(1) −4 是 O(1).
(2) 6n3 是 O(n3)，o(n4)，o(n5).

(3)
7
n
是 O(n−1)，同时也是 o(1).

(4)
5
n
− 3

n3/2
是 O(n−1).

在运算中，op(1) 和 Op(1) 与通常的 o(1) 和 O(1) 一起使用，具有下面的一些结果：

op(1) + o(1) = op(1),

op(1) + O(1) = Op(1),

Op(1) + o(1) = Op(1),

等等. 但注意
op(1) + o(1) 6= o(1).

上面的等式之所以不成立，其原因是左边为随机变量序列，而右边为数列，两者性质不同.
op(1) 和 Op(1) 还有下面的性质：
设 ξn

d−→ F，则 ξn = Op(1)，ξn + op(1) d−→ F，ξn · op(1) = op(1).
除了 op(1) 和 Op(1) 外，有时还用记号 op(ξn) 和 Op(ξn). op(ξn) 表示随机变量序列

ξnop(1)，Op(ξn) 表示随机变量序列 ξnOp(1).

 



第 2章 非参数核密度估计

2.1 介 绍

当分析样本数据时，经常希望通过密度函数或分布函数来了解数据的特点. 而一般情
况下，数据样本对应的总体的密度函数和分布函数是不知道的，这时就有必要对它们进行

估计从而获取总体的信息. 对密度函数，当已有的经验给出足够信息说明数据所在总体的
密度函数形式是已知的，就可以运用参数方法，比如极大似然估计方法. 如果密度函数的
形式的假定是错误的，那么运用参数推断方法就会得出错误的结论. 这种情况下，发展不依
赖于密度函数的形式的方法就非常有必要了. 非参数密度估计方法正是这样不依赖于密度
函数形式的假定而对密度函数进行估计的方法.
因为非参数方法不需要假定密度函数的形式，因此适合很多类型的数据，比如非正态

数据、重尾数据等. 估计密度函数的非参数方法有核密度估计方法、近邻估计方法、序列估
计方法、罚似然估计方法以及局部似然估计方法等，其中使用最广、理论最完善的方法是

核密度估计方法.
本章除考虑密度函数的核估计及其渐近性质和带宽选择之外，还考虑了分布函数、密

度函数的导数、条件密度函数基于核方法的估计及其渐近性质.

2.2 单元密度函数的估计

2.2.1 核密度估计的提出

这一节，我们考虑一维随机变量的密度函数的非参数估计. 假设总体为 X，其密度函

数为 f(x)，分布函数为 F (x). 有来自总体X 的独立同分布的样本 {Xi, i = 1, 2, · · · , n}. 如
果没有关于 f(x) 和 F (x) 的函数形式的信息，参数估计方法就不再可用. 下面发展不需要
假定密度函数或分布函数的函数形式的非参数方法来估计密度函数 f(x).
注意到密度函数是分布函数的导数，即有

f(x) = F ′(x) = lim
h→0

F (x + h)− F (x− h)
2h

.
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另外注意到分布函数的一个常用的估计是经验分布函数，其定义为 Fn(x) =
1
n

∑n

i=1

I(Xi 6 x)，这里 I(·) 是示性函数. 因此将分布函数的估计，经验分布函数 Fn(x)，代入上
式，可以给出密度函数的估计：

fn(x) =
Fn(x + h)− Fn(x− h)

2h
, (2.2.1)

这里 h 为比较小的数. 注意到 2nhfn(x) =
∑n

i=1 I(x − h < Xi 6 x + h). 易见其服从二项
分布 B(n, F (x + h)− F (x− h)).
下面计算 fn(x) 的均值和方差. 当 h → 0 时，有

E[fn(x)] =
1
2h

[F (x + h)− F (x− h)] → f(x).

又因为

var[2nhfn(x)] = n[1− (F (x + h)− F (x− h))][F (x + h)− F (x− h)],

故当 h → 0 且 nh →∞ 时，有

var[fn(x)] =
1

4nh2
[1− (F (x + h)− F (x− h))][F (x + h)− F (x− h)] → 0.

从上可以看到，估计量 fn(x) 是 f(x) 的相合估计，并且方差趋于 0. 这样看来 fn(x) 是
f(x) 的一个比较好的估计.

设 k(u) =
1
2
I(|u| 6 1). 利用经验分布函数的定义，对式 (2.2.1) 做适当变形后，可

得到：

fn(x) =
1
n

n∑
i=1

1
h

1
2
I
(
− 1 6 Xi − x

h
6 1

)

=
1
n

n∑
i=1

1
h

k
(Xi − x

h

)
. (2.2.2)

从上面可见，密度函数的估计 fn(x) 实际上是一个加权和，并且在进行加权求和时，对处
于区间 [x − h, x + h] 的样本点赋予同样的权值，也即是同等对待的. 这样的处理实际上
是不太合理的. 因为直观来说，估计 X 在 x 点处的密度 f(x)，离 x 较近的样本点应该能

提供更多的关于 f(x) 的信息. 因此在定义 f(x) 的估计时，就要对离 x 较近的样本点赋

比较大的权，距离 x 较远的点赋比较小的权或者赋权为 0. 这可通过选取不同于恒等函

数 k(u) =
1
2
I(|u| 6 1) 的权函数来实现. 这样的权函数就称为核函数. 前面所用的权函数

k(u) =
1
2
I(|u| 6 1) 也是核函数，称为均匀核函数，易见它是 [−1, 1] 上均匀分布的密度函

数. 上面定义的 fn(x) 又称为均匀核密度估计或者朴素 (Naive) 估计.
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2.2.2 常用的核函数及其性质

除均匀核函数外，常用的核函数有：

Triangle 核函数: k(u) = (1− |u|)I(|u| 6 1)；

Epanechnikov 核函数: k(u) =
3
4
(1− u2)I(|u| 6 1)；

Quartic 核函数: k(u) =
15
16

(1− u2)2I(|u| 6 1)；

Triweight 核函数: k(u) =
35
32

(1− u2)3I(|u| 6 1)；

Gaussian 核函数: k(u) =
1√
2π

exp
(
− 1

2
u2

)
；

Cosine 核函数: k(u) =
π

4
cos

(πu

2

)
I(|u| 6 1)，等等.

其中均匀核函数、Epanechnikov 核函数、Quartic 核函数和 Triweight 核函数可以看
做对称 Beta 族Kr(u) = 1/Beta(0.5, r + 1)(1− u2)rI(|u| 6 1) 对应 r = 0, 1, 2, 3 的情形.
图 2.2.1 画出了常用的核函数的图像，可以看到上面的核函数在零点取最大值. 然后两

边递减. 这与之前考虑估计 f(x) 时，需要对距离 x 较近的点赋予比较大的权的考虑是一致

的. 因为对给定的带宽 h, 距离 x 较近的点也就是使得
Xi − x

h
的绝对值比较小的点.

图 2.2.1 常用的核函数

 




