
第7章暋一元和n元多项式环

一元多项式由于其形式简洁,且有加法和乘法运算,因此在许多领域都有重要应用。
譬如,在数学分析中,用多项式函数逼近一般的n阶可微函数。在当今信息时代,多项式在

计算机科学、现代通信、编码和密码等领域都有应用。
古典代数学研究的中心问题是一元多项式的求根;近世代数学研究的中心问题是各种

代数系统的结构及其之间的态射(保持运算的映射)。本章以研究数域K 上一元多项式环

的结构及其态射(一元多项式环的通用性质)为主线,此外还介绍了n元多项式环的结构。

7.1暋一元多项式环

7.1.1暋内容精华

暋暋一、一元多项式的概念和运算

1.数域K上一元多项式的定义包含两点:
(1)数域K 上的一元多项式是一个形如下述的表达式:

anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0, (1)
其中x是一个符号(它不属于K),n是非负整数,ai暿K(i=0,1,…,n),称为系数,aixi 称

为i次项(i=1,2,…,n),a0 称为零次项或常数项。
(2)两个这种形式的表达式相等当且仅当它们含有完全相同的项(除去系数为0的项

外,系数为0的项允许任意删去和添加)。此时,符号x称为不定元。(这一条意味着一元

多项式的表示方法是唯一的。)
系数全为0的多项式称为零多项式,记作0。
从定义立即得出:数域K 上两个一元多项式相等当且仅当它们的同次项的系数都对

应相等。
我们常常用f(x),g(x),h(x),…或f,g,h,…表示一元多项式。



2.一元多项式的重要特点是它有“次数暠的概念。
设f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0,如果an曎0,那么称anxn 是f(x)的首项,称

n是f(x)的次数,记作degf(x)或degf。
零多项式的次数定义为-曓,并且规定:

(-曓)+(-曓)暶=-曓,
(-曓)+n暶=-曓,炐n暿N,

-曓 <n,炐n暿N.
其中N表示自然数集(注意:0暿N)。

注意:不要混淆零多项式与零次多项式,零次多项式形如a,其中a暿K* 。我们用 K*

表示K 中所有非零数组成的集合。

3.数域K 上所有一元多项式组成的集合记作K[x]。在K[x]中可以定义加法和乘

法运算:

设f(x)= 暺
n

i=0
aixi,g(x)= 暺

m

i=0
bixi,不妨设m 曑n,令

f(x)+g(x)暶= 暺
n

i=0

(ai+bi)xi, (2)

f(x)g(x)暶= 暺
n+m

s=0
暺

i+j=s
aib( )j xs. (3)

暋暋称f(x)+g(x)是f(x)与g(x)的和,称f(x)g(x)是f(x)与g(x)的积。
容易验证:一元多项式的加法满足交换律、结合律,且

f(x)+0=0+f(x)=f(x),炐f(x)暿K[x];

f(x)+[-f(x)]= [-f(x)]+f(x)=0,炐f(x)暿K[x].

其中-f(x)= 暺
n

i=0

(-ai)xi。

容易验证:一元多项式的乘法满足交换律、结合律,以及对于加法的分配律,且

1·f(x)=f(x)·1=f(x),炐f(x)暿K[x].
暋暋K[x]中还可定义减法:

f(x)-g(x)暶=f(x)+[-g(x)]. (4)

暋暋4.一元多项式的和与积的次数公式:
命题1暋设f(x),g(x)暿K[x],则

deg(f暲g)曑 max{degf,degg}, (5)

deg(fg)=degf+degg. (6)

暋暋从命题1的证明过程看出,一元多项式具有下述性质:
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f(x)曎0且g(x)曎0炤f(x)g(x)曎0. (7)
由此得出,一元多项式的乘法适合消去律,即

f(x)g(x)=f(x)h(x),且f(x)曎0暋炤暋g(x)=h(x).
暋暋从命题1的证明过程还可看出:两个非零多项式乘积的首项系数等于这两个多项式的

首项系数的乘积。

二、环的基本概念

整数集Z,偶数集2Z,K[x],Mn[K]的共同性质:都有加法和乘法运算,并且加法满足

交换律、结合律,有零元,每个元素有负元,乘法满足结合律和对于加法的左、右分配律,抽
象出环的概念。

1.环的定义包含两点:
(1)环R 是具有加法和乘法两种代数运算的非空集合。所谓R 上的一个代数运算,是

指R暳R 到R 的一个映射。
(2)环R 的加法满足交换律、结合律,有一个元素,记作0,它使得

a+0=a,炐a暿R,
称这个元素0是R 的零元;
对于a暿R,有d暿R,使得a+d=0,称d是a 的负元,记作-a。

环R 的乘法满足结合律,以及对于加法的左、右分配律。
容易证明,环R 中的零元是唯一的;R 中元素a 的负元是唯一的;-(-a)=a。
环R 中可以定义减法:

a-b暶=a+(-b). (8)

暋暋Z,2Z,K[x],Mn[K]都是环,它们分别称为整数环,偶数环,数域K 上一元多项式环,
数域K上n级全矩阵环。任意一个数域K 也是环。

2.常见的特殊类型的环:
若环R 中的乘法还满足交换律,则称R 为交换环。
若环R 中有一个元素e具有性质:

ea=ae=a,炐a暿R,
则称e是R 的单位元,此时称R 是有单位元的环。容易证明,在有单位元的环R 中,单位

元是唯一的,通常把单位元记成1。
如果环R 中有元素a,b,b曎0,若ab=0(ba=0)则a称为一个左零因子(右零因子)。

左零因子和右零因子都简称为零因子。根据本节例7,0a=a0=0,炐a暿R,因此,0既是左

零因子,又是右零因子,称0是平凡的零因子;其余的零因子称为非平凡的零因子。
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如果环R 没有非平凡的零因子,那么称R 是无零因子环。有单位元1(曎0)的无零因

子的交换环称为整环。Z,K,K[x]都是整环。Mn(K)不是整环,因为它不满足乘法交换

律,且它有非平凡的零因子。2Z不是整环,因为它没有单位元。

3.子环的定义如下:
如果环R 的一个非空子集R1 对于R 的加法和乘法也成为一个环,那么称R1 是R 的

一个子环。由子环的定义立即得出:子环R1 对于R 的加法和乘法都封闭,即

a,b暿R1暋炤暋a+b暿R1,ab暿R1.
暋暋反过来,需要把R1“对加法封闭暠改成“对减法封闭暠,R1 才能成为R 的一个子环。见

下面的命题:
命题2暋环R 的一个非空子集R1 为一个子环的充分必要条件是R1 对于R 的减法与

乘法都封闭,即

a,b暿R1暋炤暋a-b暿R1,ab暿R1.
暋暋证明暋必要性。由于R1 是环,因此R1 有零元0曚,从而0曚+0曚=0曚,两边加上0曚在R 中

的负元-0曚,得0曚+0=0。于是0曚=0,即R 的零元0是R曚的零元。任给b暿R1,设b在R1

中的负元为b曚,则b+b曚=0。在R 中看此式得b曚=-b,因此-b暿R1。任给a,b暿R1,有a
-b=a+(-b)暿R1,ab暿R1。

充分性。由于R1 非空集,因此存在c暿R1。由已知条件得,c-c暿R1,于是0暿R1。
任给b暿R1,由已知条件得,0-b暿R1,于是-b暿R1。
任给a,b暿R1,则-b暿R1,由已知条件得

a+b=a-(-b)暿R1,ab暿R1.
因此R 的加法和乘法限制到R1 上是R1 的加法和乘法,显然R1 的加法满足交换律、结合

律,上面已证0暿R1;对于任意b暿R1,有-b暿R1。显然R1 的乘法满足结合律,以及对于加

法的左、右分配律,所以R1 成为一个环,从而R1 是R 的一个子环。 曵
K[x]中所有零次多项式添上零多项式组成的集合S,对于一元多项式的减法与乘法

封闭,因此S是K[x]的一个子环。显然K[x]中的单位元1暿S。数域K 到S 有一个对应

法则氂:非零数a对应到零次多项式a,数0对应到零多项式0。显然氂是双射,且氂保持加

法与乘法运算,即

氂(a+b)=氂(a)+氂(b),炐a,b暿K;

氂(ab)=氂(a)氂(b),炐a,b暿K.
暋暋给定A暿Mn(K),形如下述的表达式称为数域K 上矩阵A 的多项式:

amAm +am-1Am-1+…+a1A+a0I,
其中m暿N,ai暿K,i=0,1,…,m。把数域 K 上矩阵A 的所有多项式组成的集合记作
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K[A]。易证K[A]对于矩阵的减法和乘法封闭,因此 K[A]是 Mn(K)的一个子环,显然

I暿K[A],易看出K[A]是交换环。

K[A]中所有数量矩阵组成的集合W,对于矩阵的减法和乘法封闭,因此W 是K[A]
的一个子环,显然I暿W。数域K 到W 有一个对应法则氂暶a aI,显然氂是双射,且氂
保持加法与乘法运算。

由上面的例子抽象出下述概念:
设R 是有单位元1曚的交换环,如果R 有一个子环R1 满足下列条件:
(i)1曚暿R1;
(ii)数域K 到R1 有一个双射氂,且氂保持加法与乘法运算,

那么R可看成是K 的一个扩环。
如果有单位元1曚的交换环R 可看成是数域K 的扩环,那么K 到子环R1 的上述双射氂

具有性质:氂(1)=1曚。理由如下:
任取b暿R1,由于氂是满射,因此存在k暿K,使得氂(k)=b。于是

氂(1)b=氂(1)氂(k)=氂(1k)=氂(k)=b.
从而氂(1)是交换环R1 的单位元。由于R 的单位元1曚暿R1,因此氂(1)=1曚。

三、一元多项式环K[x]的通用性质

在K[x]中有完全平方公式:
(x+a)2 =x2+2ax+a2.

利用完全平方公式(当a=1)可以简便地计算1012:

1012 = (100+1)2 =1002+2暳1暳100+12 =10201.
这是在完全平方公式(当a=1)中,x用100代入,而左右两边仍保持相等。

设A 是数域K 上的n 级矩阵,利用矩阵乘法的分配律,得
(A+aI)2= (A+aI)(A+aI)=A2+A(aI)+(aI)A+(aI)(aI)

=A2+2aA+a2I.
从这发现,在完全平方公式中,x可以用矩阵A 代入(此时a换成aI),左右两边保持相等。
由此猜测,K[x]中有关加法和乘法的等式,x可以用矩阵A 代入,左右两边保持相等。由

此抽象出一元多项式环K[x]的通用性质:在数域K 上一元多项式的有关加法和乘法的等

式中,不定元x可以用环R(它可以看成是K 的一个扩环)中任一元素代入,从而得到环R
中相应的等式,即下面的定理1。

定理1暋设K 是一个数域,R 是一个有单位元1曚的交换环,它可以看成是K 的一个扩

环,其中K 到R 的子环R1 的保持加法和乘法运算的双射记作氂。任意给定t暿R,令
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氁t暶K[x 曻] R暋暋暋暋暋

f(x)= 暺
n

i=0
aixi暋 暋暺

n

i=0
氂(ai)ti =暶f(t),

则氁t 是K[x]到R 的一个映射,且氁t 保持加法和乘法运算,即如果在K[x]中,有

f(x)+g(x)=h(x),f(x)g(x)=p(x),
那么在R 中,有

f(t)+g(t)=h(t),f(t)g(t)=p(t);
还有,氁t(x)=t。映射氁t 称为x用t代入。

证明 由于K[x]中每个元素f(x)写成暺
n

i=0
aixi 的表法唯一(除了系数为0的项以外),并

且氂是K 到R1 的双射,因此氁t 是K[x]到R的一个映射。
据氁t 的定义,得

氁t(x)=氁t(1x)=氂(1)t=1曚t=t

暋暋 设f(x)= 暺
n

i=0
aixi,g(x)= 暺

m

i=0
bixi,不妨设n曒m。则

h(x)=f(x)+g(x)= 暺
n

i=0

(ai+bi)xi,

p(x)=f(x)g(x)= 暺
n+m

s=0
暺

i+j=s
aib( )j xs.

据氁t 的定义,得

h(t)= 暺
n

i=0
氂(ai+bi)ti = 暺

n

i=0

[氂(ai)+氂(bi)]ti

= 暺
n

i=0
氂(ai)ti+暺

n

i=0
氂(bi)ti =f(t)+g(t);

p(t)= 暺
n+m

s=0
氂 暺

i+j=s
aib( )jts = 暺

n+m

s=0
暺

i+j=s
氂(ai)氂(bj)[ ]jts;

f(t)g(t)= 暺
n

i=0
氂(ai)t[ ]i 暺

m

j=0
氂(bj)t[ ]j

= 暺
n

i=0
暺
m

j=0
氂(ai)氂(bj)ti+j

= 暺
n+m

s=0
暺

i+j=s
氂(ai)氂(bj)[ ]jts

=p(t).
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因此氁t 保持加法与乘法运算。 曵
定理1证明的关键是:一元多项式f(x)的表法唯一,从而氁t 是K[x]到R 的一个映

射。至于氁t 保持加法和乘法运算,这是自然的,因为K[x]和R 都是交换环,都遵从交换环

的运算法则。
定理1表明:只要把一元多项式环K[x]中有关加法与乘法的等式研究清楚了,那么对

于可看成是K 的扩环的任一交换环R,通过把不定元x用R 的任一元素代入,就可以得到

R 中有关加法和乘法的相应等式。
从前面的讨论知道,K[x],K[A](其中A 是K 上任意给定的一个n 级矩阵)都可看成

是K 的扩环,因此不定元x既可以用K[x]中任一多项式代入,又可以用矩阵A 的任一多

项式代入,还可以用可看成K 的扩环的任一交换环R 的任一元素代入。这就是为什么把

符号x叫做不定元的缘由,并且由此看到x的确不属于K。
综上所述,本章的主要任务是探讨一元多项式环K[x]中有关加法与乘法的若干重要

等式。这些等式在本章及后续几章中将发挥重要作用。探讨K[x]中有关加法和乘法的等

式本质上就是研究一元多项式环K[x]的结构,这是本章的主线。
学习高等代数一定要抓住研究结构这条主线。在本套书上册中,研究了数域 K 上n

元齐次线性方程组的解集的结构,非齐次线性方程组的解集的结构;数域K 上n 元有序数

组形成的n 维向量空间Kn 及其子空间的结构,n维欧几里得空间 Rn 的结构;以及通过建

立等价关系(相抵、相似、合同)研究了数域K 上s暳n矩阵的集合Ms暳n(K)的相抵分类,n
级矩阵的集合Mn(K)的相似分类和合同分类,继而解决了实(复)数域上n元二次型的分

类,这些都是在研究结构。在本套书下册中,我们将继续贯穿研究结构这条主线。

7.1.2暋典型例题

例1暋证明:在K[x]中,如果f(x)=cg(x),c暿K* ,那么

degf(x)=degg(x).
暋暋证明暋若g(x)=0,则f(x)=c·0=0,从而

degf(x)=degg(x).
暋暋下面设g(x)曎0,由于f(x)=cg(x),c暿K* ,因此f(x)曎0,并且

degf(x)=degc+degg(x)=degg(x). 曵
暋暋例2暋证明:在K[x]中,如果f(x)=h(x)g(x),且f(x)曎0,那么

degg(x)曑degf(x).
暋暋证明暋由于f(x)=h(x)g(x),且f(x)曎0,因此h(x)曎0,g(x)曎0;并且
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degf(x)=degh(x)+degg(x)曒degg(x). 曵
暋暋例3暋证明:在K[x]中,如果c暿K* 且c=f(x)g(x),那么degf(x)=degg(x)=0。

证明暋由于c=f(x)g(x),且c暿K* ,因此

0=degc=degf(x)+degg(x).
由此推出,degf(x)=degg(x)=0。 曵

例4暋设R 是一个有单位元1(曎0)的环。对于a暿R,如果存在b暿R,使得

ab=ba=1,
那么称a是可逆元(或单位),称b是a 的逆元,记作a-1。证明:如果a是可逆元,那么a的

逆元唯一。
证明暋假设b1,b2 都是a的逆元,则

b1ab2 = (b1a)b2 =1b2 =b2,

b1ab2 =b1(ab2)=b11=b1,
因此暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋b1=b2. 曵

例5暋证明:在整数环Z中,a为可逆元当且仅当a=暲1。
证明暋必要性。设a是可逆元,则存在b暿Z,使得

ab=1.
从而a曎0,假如a曎暲1,则|a|>1,从而在整数环Z中有带余除法:

1=0a+1,0曑1<旤a旤.
又有 1=ba+0,
比较上面两个式子,据带余除法中余数的唯一性,得

1=0,
矛盾,因此a=暲1。

充分性。由于1·1=1,(-1)(-1)=1,因此1和-1都是Z中的可逆元。 曵
例6暋证明:在 K[x]中,f(x)是可逆元当且仅当f(x)是零次多项式,即它是 K 中

非零数。
证明暋必要性。在K[x]中,

f(x)是可逆元

炡暋存在g(x)暿K[x],使得f(x)g(x)=1
炤暋degf(x)=degg(x)=0。
充分性。对于任意c暿K* ,都有cc-1=1,因此c是可逆元。 曵
例7暋设R 是任意一个环,证明:
(1)0a=a0=0,炐a暿R;
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(2)炐a,b暿R,有a(-b)=-ab,(-a)b=-ab,(-a)(-b)=ab。

暋暋证明暋(1)对任意a暿R,有

0a= (0+0)a=0a+0a.
上式两边加上(-0a),得

0a+(-0a)= (0a+0a)+(-0a),
从而 0=0a+0,
于是 0=0a.

同理可证 a0=0.
(2)任取a,b暿R,由于

ab+a(-b)=a[b+(-b)]=a0=0,
因此 a(-b)=-ab.

同理可证 (-a)b=-ab.
从而

(-a)(-b)=-[a(-b)]=-(-ab)=ab. 曵
暋暋例8暋设R 是环,对于a暿R,n暿N* ,其中N* 表示正整数集。令

na暶=a+a+…+掯 掲掱梺梺梺 梺梺梺
a.

n个

对于0暿N,令0a暶=0,其中等号右边的0暿R。证明:对任意a,b暿R,任意m,n暿N,有
(m+n)a=ma+na,

(mn)a=m(na),

n(a+b)=na+nb,

n(ab)= (na)b=a(nb).
暋暋证明暋若m,n中有一个为0,则第一、二式显然成立;若n=0,则第三、四式显然成立。

下面设m曎0且n曎0。由定义立即得到第一、二式。由定义及环的加法的交换律、结
合律立即得到第三式。

n(ab)=ab+ab+…+掯 掲掱梺梺梺梺 梺梺梺梺
ab= (a+a+…+掯 掲掱梺梺梺 梺梺梺

a)b

暋暋暋暋n个 暋暋暋暋暋暋暋n个

= (na)b.
暋暋同理可证暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋n(ab)=a(nb). 曵

在环R 中,对于a暿R,n暿N* ,令
(-n)a暶=n(-a).
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可以证明例8中的四个等式对于任意m,n暿Z仍然成立。
例9暋设R 是环,对于a暿R,n暿N* ,令

an暶=aa…
汃

a.

n个

证明:对于任意m,n暿N* ,有

aman =am+n,
(am)n =amn.

暋暋证明暋由定义和环的乘法结合律立即得到。 曵
例10暋设数域K 上的n 级矩阵A 为

A =

k c 0 0 … 0 0
0 k c 0 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 0 … k c
0 0 0 0 … 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

k

,

其中k,c暿K* ,说明A 可逆,并且求A-1。
解暋令

H =

0 1 0 … 0 0 0
0 0 1 … 0 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 … 0 1 0
0 0 0 … 0 0 1
0 0 0 …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0

,

则A=kI+cH。我们知道 Hn=0。
在K[x]中直接计算可得

(1-x)(1+x+…+xn-1)=1-xn. (9)

暋暋K[H]可看成是K 的一个扩环。于是x用-c
kH 代入,从(9)式得

暋暋暋暋 I- -c
k

æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]H I+ -c

k
æ

è
ç

ö

ø
÷H + -c

k
æ

è
ç

ö

ø
÷H
2

+…+ -c
k

æ

è
ç

ö

ø
÷H
n-

[ ]
1

暋暋暋 =I- -c
k

æ

è
ç

ö

ø
÷H
n

. (10)

由于 Hn=0,因此(10)式可写成
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I+c
k

æ

è
ç

ö

ø
÷H I-c

kH +c2

k2H2+…+(-1)n-1cn-1

kn-1Hn-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =I.

从而

(kI+cH)1
kI-c

k2H+c2

k3H2+…+(-1)n-1cn-1

kn Hn-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =I.

这表明A=kI+cH 是可逆矩阵,并且

A-1 = 1
kI-c

k2H+c2

k3H2+…+(-1)n-1cn-1

kn Hn-1.

暋暋点评暋在例10中,利用一元多项式环 K[x]的通用性质,求出了n级矩阵A 的逆矩

阵,这比用初等变换法求逆矩阵更为简便,这是求逆矩阵的第6种方法。其他5种方法在

本套书上册讲过,它们分别是:伴随矩阵法,“凑暠矩阵法,初等变换法,转化为解线性方程组

的方法,分块求逆法。
例11暋设A暿Mn(K),并且设A 的特征多项式为

旤毸I-A旤= (毸-毸1)l1(毸-毸2)l2…(毸-毸s)ls,
其中毸1,毸2,…,毸s 是两两不等的复数,l1+l2+…+ls=n。证明:对于k暿K* ,矩阵kA 的特

征多项式为

旤毸I-kA旤= (毸-k毸1)l1(毸-k毸2)l2…(毸-k毸s)ls.
由此得出,如果毸i 是A 的li 重特征值,那么k毸i 是kA 的li 重特征值。

证明暋设A=(aij),则

旤毸I-A旤=

毸-a11 -a12 … -a1n

-a21 毸-a22 … -a2n

汅 汅 汅

-an1 -an2 … 毸-ann

= 暺
j1j2…jn

(-1)氂(j1j2…jn)(毸毮1j1 -a1j1
)…(毸毮njn -anjn

).

其中毮ij是 Kronecker记号,由已知条件得

暋 暺
j1j2…jn

(-1)氂(j1j2…jn)(毸毮1j1 -a1j1
)…(毸毮njn -anjn

)

= (毸-毸1)l1(毸-毸2)l2…(毸-毸s)ls. (11)

暋暋由于K[毸]可看成是K 的一个扩环,因此不定元毸用毸
k

代入,从(11)式得

暋 暺
j1j2…jn

(-1)氂(j1j2…jn) 毸
k毮1j1 -a1j

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
… 毸

k毮njn -anj
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

= 毸
k -毸æ

è
ç

ö

ø
÷1

l1 毸
k -毸æ

è
ç

ö

ø
÷2

l2… 毸
k -毸æ

è
ç

ö

ø
÷s

ls
. (12)
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暋暋据行列式的定义,(12)式左端是毸
kI-A 的行列式,于是(12)式可写成

毸
kI-A = 毸

k -毸æ

è
ç

ö

ø
÷1

l1 毸
k -毸æ

è
ç

ö

ø
÷2

l2… 毸
k -毸æ

è
ç

ö

ø
÷s

ls
. (13)

(13)式两边同乘以kn,得
毸I-kA = (毸-k毸1)l1(毸-k毸2)l2…(毸-k毸s)ls. (14)

暋暋若毸i 是A 的li 重特征值,则从(14)式看出,k毸i 是kA 的li 重特征值。 曵
例12暋设数域K 上n 级矩阵A 的特征多项式为

毸I-A = (毸-毸1)l1(毸-毸2)l2…(毸-毸s)ls. (15)
其中毸1,毸2,…,毸s 是两两不等的复数,证明:A2 的特征多项式为

毸I-A2 = (毸-毸2
1)l1(毸-毸2

2)l2…(毸-毸2
s)ls.

由此得出,如果毸i 是A 的li 重特征值,那么毸2
i 是A2 的至少li 重特征值。

证明暋在例11中取k=-1,得-A 的特征多项式为

毸I-(-A)= [毸-(-1)毸1]l1[毸-(-1)毸2]l2…[毸-(-1)毸s]ls,
即

毸I+A = (毸+毸1)l1(毸+毸2)l2…(毸+毸s)ls. (16)
把(15)式与(16)式相乘,得

毸2I-A2 = (毸2-毸2
1)l1(毸2-毸2

2)l2…(毸2-毸2
s)ls. (17)

暋暋据行列式的定义,(17)式左端完全展开后是毸2 的多项式,因此(17)式是K[毸2]中的一

个等式。由于K[毸]可看成是K 的一个扩环,因此K[毸2]的不定元毸2 可用K[毸]中元素毸
代入,把(17)式左端展开成毸2 的多项式后,从此式得到

毸I-A2 = (毸-毸2
1)l1(毸-毸2

2)l2…(毸-毸2
s)ls. (18)

暋暋若毸i 是A 的li 重特征值,则从(18)式看出,毸2
i 是A2 的至少li 重特征值(注意,当i曎j,

有可能毸2
i=毸2

j)。 曵
点评暋在例11和例12中,分别要先把行列式|毸I-A|或|毸2I-A2|完全展开成毸的多

项式或毸2 的多项式后,才能运用一元多项式环K[毸]或K[毸2]的通用性质。这一点要特别

注意。

习题7.1

1.在K[x]中,如果f(x)与g(x)的次数都是3,试问:f(x)+g(x)的次数一定是3吗?
请举例说明。

2.设R 是有单位元1(曎0)的环,证明:R 中的可逆元不可能是零因子。
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3.设数域K 上n 级矩阵A 为

A =

1 b b2 … bn-2 bn-1

0 1 b … bn-3 bn-2

汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 … 1 b
0 0 0 …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

0 1

.

说明A 可逆,并且求A-1。

4.设B 是数域K 上的n 级幂零矩阵,其幂零指数为l,令A=aI+kB,a,k暿K* 。说

明A 可逆,并且求A-1。

5.设A 是数域K 上的n 级矩阵。证明:对任意m暿N* ,有
(I+A)m =I+C1

mA+C2
mA2+…+Cm

mAm.
暋暋6.设数域K 上的n 级矩阵A 的特征多项式为

毸I-A = (毸-毸1)l1(毸-毸2)l2…(毸-毸s)ls,
其中毸1,毸2,…,毸s 是两两不等的复数。证明:A3 的特征多项式为

毸I-A3 = (毸-毸3
1)l1(毸-毸3

2)l2…(毸-毸3
s)ls.

由此得出,如果毸i 是A 的li 重特征值,那么毸3
i 是A3 的至少li 重特征值。

7.设数域K 上的n 级矩阵A 的特征多项式同第6题所给出的,对于任一正整数m,证
明:Am 的特征多项式为

毸I-Am = (毸-毸m
1)l1(毸-毸m

2)l2…(毸-毸m
s )ls.

由此得出,如果毸i 是A 的li 重特征值,那么毸m
i 是Am 的至少li 重特征值。

7.2暋整除关系,带余除法

7.2.1暋内容精华

暋暋为了研究一元多项式环K[x]的结构,我们从乘法运算入手,首先从乘法运算引出整除

的概念,然后对于没有整除关系的两个多项式,探索带余除法。

一、整除关系

定义1暋设f(x),g(x)暿K[x],如果存在h(x)暿K[x],使得f(x)=h(x)g(x),那么

称g(x)整除f(x),记作g(x)|f(x);否则,称g(x)不能整除f(x),记作g(x)灨f(x)。
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在定义1中要注意h(x)暿K[x]这个条件。
当g(x)整除f(x)时,称g(x)是f(x)的一个因式,称f(x)是g(x)的一个倍式。
从整除的定义容易推导出下列事实:
(1)0|f(x)暋炡暋f(x)=0;
(2)f(x)|0,炐f(x)暿K[x];
(3)b|f(x),炐b暿K* ,炐f(x)暿K[x]。
整除是集合K[x]中的一个二元关系,它具有:
(1)反身性,即f(x)|f(x),炐f(x)暿K[x];
(2)传递性,即若f(x)|g(x),且g(x)|h(x),则f(x)|h(x)。
注意整除关系不具有对称性,即从g(x)|f(x)不能推出f(x)|g(x)。
定义2暋在K[x]中,如果g(x)|f(x)且f(x)|g(x),那么称f(x)与g(x)相伴,记作

f(x)~g(x)。
命题1暋在K[x]中,f(x)~g(x)当且仅当存在c暿K* ,使得

f(x)=cg(x).
暋暋命题2暋在K[x]中,如果g(x)|fi(x),i=1,2,…,s,那么对于任意u1(x),…,us(x)暿
K[x],都有

g(x)[u1(x)f1(x)+…+us(x)fs(x)].

二、带余除法

在K[x]中,如果g(x)不能整除f(x),那么能有什么样的结论呢? 例如,设f(x)=
x2,g(x)=x-1,则

f(x)=x2-1+1= (x+1)g(x)+1.
由此受到启发,猜测有下述结论:

定理1(带余除法)暋设f(x),g(x)暿K[x],且g(x)曎0,则在K[x]中存在唯一的一对

多项式h(x),r(x),使得

f(x)=h(x)g(x)+r(x),degr(x)<degg(x), (1)
其中f(x)、g(x)分别叫做被除式、除式,h(x)、r(x)分别叫做商式、余式。(1)式称为除法算式。

定理1表明,数域 K 上的一元多项式环K[x]是具有除法算式的环。除法算式是

K[x]中有关加法和乘法的第一个重要等式,它非常有用。
利用带余除法可以证明:
推论1暋设f(x),g(x)暿K[x],且g(x)曎0,则g(x)|f(x)当且仅当g(x)除f(x)的

余式为0。
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命题3暋设f(x),g(x)暿K[x],数域F灺K,则
在K[x]中,g(x)|f(x)暋炡暋在F(x)中,g(x)|f(x)。
命题3表明,整除性不随数域的扩大而改变

踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿
。

利用带余除法还可以得到用一次多项式x-c去除一个多项式的综合除法:

设f(x)= 暺
n

i=0
aixi,an 曎0,n曒1,则由带余除法得

f(x)=h(x)(x-c)+r,r暿K. (2)
从(2)式得

1曑degf(x)曑 max{degh(x)(x-c),degr},
由此得出,暋暋暋暋degf(x)=degh(x)(x-c)

=degh(x)+deg(x-c)

=degh(x)+1.

因此degh(x)=n-1,从而可设h(x)= 暺
n-1

i=0
bixi。

比较(2)式两边的首项系数,得

an =bn-1. (3)

暋暋比较(2)式两边的s次项的系数(s=1,2,…,n-1),得

as =-cbs+bs-1,
从而暋暋暋暋暋暋暋暋as+cbs=bs-1,s=1,2,…,n-1. (4)

比较(2)式两边的常数项,得

a0 =-cb0+r.
从而暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋a0+cb0=r. (5)

从(3)、(4)、(5)式得

an an-1 … a1 a0 c

bn-1c … b1c b0c

an an-1+bn-1c … a1+b1c a0+b0c

暚 暚 暚 暚

bn-1 bn-2 … b0 r

于是求出了商式h(x)=bn-1xn-1+bn-2xn-2+…+b0,余式r。
整数环Z中也有带余除法:
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暋暋定理2暋任给a,b暿Z,b曎0,则存在唯一的一对整数q,r,使得

a=qb+r,0曑r<旤b旤. (6)

暋暋关于整数环Z中的整除关系及其性质,我们把它们放在本节习题的第5题中。

*三、带余除法的应用之一:毸灢矩阵的相抵标准形

本套书上册中,我们讲了数域K 上的矩阵,现在我们把它推广成整环R 上的矩阵。
定义3暋设R 是一个整环,由R 中s暳n个元素排成的s行n 列的一张表称为R 上的

一个s暳n矩阵。
可以像数域K 上的矩阵那样,定义R 上矩阵的加法、纯量乘法(用R 中元素乘矩阵)、

乘法这三种运算,这些运算满足与数域K 上矩阵一样的运算法则;还可以定义R 上矩阵的

三种初等行(列)变换(其中,3曘型初等行(列)变换应当是用R 中的可逆元
踿踿踿

乘某一行(列))。
可以像数域K 上n 级矩阵的行列式那样,定义R 上n 级矩阵的行列式,而且同样有行列式

的7条性质以及行列式按一行(列)展开定理。对于整环R 上的n 级矩阵A,同样可以有可

逆矩阵的概念。但是要注意:R 上n 级矩阵A 可逆的充分必要条件是|A|为R 中的可逆
踿踿

元
踿

。整环R 上的矩阵的秩的概念通过子式来定义:
定义4暋设 A 是整环R 上的一个非零矩阵,如果 A 有一个r 阶子式不为0,而所有

r+1阶子式(如果有的话)全为0,那么称A 的秩为r。零矩阵的秩规定为0。
设K 是数域,整环K[毸]上的矩阵称为毸灢矩阵。用A(毸),B(毸),…来记毸灢矩阵。注意

K[毸]中的可逆元都是K 中非零数,因此毸灢矩阵的3曘型初等行(列)变换可叙述成:用 K 中

一个非零数乘某一行(列)。
对于毸灢矩阵A(毸),B(毸),如果可以通过一系列的初等行(列)变换把A(毸)变成B(毸),

那么称A(毸)与B(毸)相抵。
利用K[毸]中的带余除法可以证明下述关于毸灢矩阵的相抵标准形的定理。
定理3暋任意一个非零的n级毸灢矩阵A(毸)一定相抵于对角毸灢矩阵:

diag{d1(毸),d2(毸),…,dn(毸)}, (7)
其中di(毸)|di+1(毸),i=1,2,…,n-1,并且对于非零的di(毸),其首项系数为1。满足这些

要求的毸灢矩阵(7)称为A(毸)的一个相抵标准形或Smith标准形。

暋暋关于毸灢矩阵A(毸)的相抵标准形的唯一性问题,我们把它留在下一节讨论。
定理3是对于毸灢矩阵来叙述并且证明的。我们可以把它的叙述略加修改,并且类似地

证明整数环Z上的n级矩阵的相应定理。
定理4暋整数环Z上任一非零的n级矩阵A 一定相抵于Z上的对角矩阵:

diag{d1,d2,…,dn}, (8)
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其中dj暿N(j=1,2,…,n),并且di|di+1,i=1,2,…,n-1,满足这些要求的矩阵(8)称为A
的一个相抵标准形或Smith标准形。

定理4的证明与定理3类似,只要把“首项系数为1暠改成“正整数暠,把“次数暠改成“绝

对值暠即可。

7.2.2暋典型例题

例1暋证明整除关系具有传递性,即在K[x]中,如果f(x)|g(x)且g(x)|h(x),那么

f(x)|h(x)。
证明暋由已知条件得,存在u(x),v(x)暿K[x],使得

g(x)=u(x)f(x),h(x)=v(x)g(x).
从而 h(x)=v(x)u(x)f(x).
因此 f(x)|h(x). 曵

例2暋证明:在 K[x]中,如果g(x)|fi(x),i=1,2,…,s,那么对于任意u1(x),…,

us(x)暿K[x],有

g(x)[u1(x)f1(x)+…+us(x)fs(x)].
暋暋证明暋由已知条件得,存在hi(x)暿K[x],使得

fi(x)=hi(x)g(x),i=1,2,…,s.
从而暋暋暋暋暋暋暋暋u1(x)f1(x)+…+us(x)fs(x)

=u1(x)h1(x)g(x)+…+us(x)hs(x)g(x)

=[u1(x)h1(x)+…+us(x)hs(x)]g(x).
因此 暋g(x)|[u1(x)f1(x)+…+us(x)fs(x)]. 曵

例3暋设f(x)=x4+2x3-5x+7,g(x)=x2-3x+1。用g(x)去除f(x),求商式和

余式。

解 x2-3x+1 x4+2x3暋暋-5x+7
x4-3x3+x2

5x3-x2-5x+7
5x3-15x2+5x

14x2-10x+7
14x2-42x+14

32x-7

x2+5x+14

因此,商式为x2+5x+14,余式为32x-7。即
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f(x)= (x2+5x+14)g(x)+(32x-7).
暋暋例4暋设f(x)=x4-x3+4x2+a1x+a0,g(x)=x2+2x-3。求g(x)整除f(x)的充

分必要条件。

解 x2+2x-3 x4-x3+4x2+a1x+a0

x4+2x3-3x2

-3x3+7x2+a1x+a0

-3x3-6x2+9x
13x2+(a1-9)x+a0

13x2+26x-39
(a1-35)x+(a0+39)

x2-3x+13

暋暋因此,g(x)|f(x)暋炡暋(a1-35)x+(a0+39)=0
炡暋a1-35=0且a0+39=0
炡暋a1=35且a0=-39.

例5暋用综合除法求x+3除f(x)=2x4-x3+5x-3所得的商式与余式。
解暋

2 -1 0 5 -3 -3

-6 21 -63 174

2 -7 21 -58 171

因此,商式为2x3-7x2+21x-58,余式为171。
例6暋在例5中,用x+3除f(x)所得的商式记作h1(x),接着用x+3除h1(x)所得的

商式记作h2(x),…,如此进行下去,得到f(x)的一个表达式,称它为x+3的幂和。把

f(x)表示成x+3的幂和。
解暋在例5中已求出h1(x)=2x3-7x2+21x-58,余式为171。

2 -7 21 -58 -3

-6 39 -180

2 -13 60 -238

于是商式为h2(x)=2x2-13x+60,余式为-238。
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2 -13 60 -3

-6 57

2 -19 117

于是商式为h3(x)=2x-19,余式为117。

2 -19 -3

-6

2 -25

于是商式为h4(x)=2,余式为-25,从而

f(x)=h1(x)(x+3)+171

= [h2(x)(x+3)-238](x+3)+171

= [(2x-19)(x+3)+117](x+3)2-238(x+3)+171

= [2(x+3)-25](x+3)3+117(x+3)2-238(x+3)+171

=2(x+3)4-25(x+3)3+117(x+3)2-238(x+3)+171.
暋暋点评暋例6利用综合除法把f(x)表示成了x+3的幂和的形式,从而给出了多项式函数

f(x)在x=-3处的展开式,这与数学分析课中用泰勒级数公式求出的f(x)在x=-3处的展开

式一致。

例7暋证明:设d,n暿N* ,则在K[x]中,xd-1|xn-1炡d|n。

证明暋充分性。设d|n,则n=sd,s暿N* 。显然有

xs-1= (x-1)(xs-1+xs-2+…+x+1).
由于K[x]可看成是K 的一个扩环,因此不定元x可用xd 代入,从上式得

(xd)s-1= (xd -1)(xd(s-1)+xd(s-2)+…+xd +1).
由此得出, xd-1|xn-1.

必要性。在整数环Z中,作带余除法:

n=sd+r,0曑r<d,
假如r曎0,则

xn -1=xsd+r-1

=xsd ·xr-xr+xr-1

=xr(xsd -1)+(xr-1). (9)
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由充分性所证的结论得,暋暋暋暋暋暋暋xd-1|xsd-1.
又由已知条件得,暋 xd-1|xn-1.
因此从(9)式得,暋 xd-1|xr-1.
由此推出 d曑r.
这与r<d矛盾。因此r=0。从而d|n。 曵

例8暋证明:设d,n都是正整数,则对任一不等于暲1的整数a,有ad-1|an-1炡d|n。

证明暋充分性。设d|n,则n=sd,s暿N* 。在K[x]中显然有

xs-1= (x-1)(xs-1+ss-2+…+x+1).

x用ad 代入,从上式得

ads -1= (ad -1)(ad(s-1)+ad(s-2)+…+ad +1).
由此得出,暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋ad-1|an-1.

必要性的证明与例7的必要性证明类似。 曵
暋*例9暋求下述毸灢矩阵的一个相抵标准形。

A(毸)=
毸-1 3 -4
-4 毸+7 -8
-6 7 毸-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

7
.

暋暋解暋首先要使毸灢矩阵的(1,1)元变成能整除该矩阵的所有元素,从而可把第1行和

第1列的其他元素变成0。然后把右下角矩阵的(1,1)元也变成能整除该矩阵的所有元

素,依次进行下去。

A(毸)
栛+

曻栚

毸-1 3 -1
-4 毸+7 毸-1
-6 7

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

毸
(栙,栛曻)

-1 3 毸-1
毸-1 毸+7 -4
毸 7 -

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

6

栚+栙·(毸-1)
栛+栙

曻
毸

-1 3 毸-1
0 4毸+4 毸2-2毸-3
0 3毸+7 毸2-毸-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

6
曻

暋暋暋

-1 0 0

0 毸+1 1
4

(毸-3)(毸+1)

0 3毸+7 毸2-毸-

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

6

栛+栚 - 1
4

(毸-3[ ]
曻

)

1 0 0
0 毸+1 0

0 3毸+7 1
4

(毸-3)(毸+1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷)
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栛+栚(-3
曻
)

1 0 0
0 毸+1 0

0 4 1
4

(毸-3)(毸+1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷)

曻
暋暋暋

1 0 0
0 1 (毸-3)(毸+1)

0 毸+

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 0

曻
暋暋暋

1 0 0
0 1 (毸-3)(毸+1)

0 0 -(毸-3)(毸+1)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

曻
暋暋暋

1 0 0
0 1 0
0 0 (毸-3)(毸+1)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

.

暋暋最后一个毸灢矩阵就是A(毸)的一个相抵标准形。其中,d1(毸)=1,d2(毸)=1,d3(毸)=
(毸-3)(毸+1)2。

暋*例10暋一元多项式环K[x]的一个非空子集J如果对减法封闭,并且满足

f(x)暿K[x]且g(x)暿J暋炤暋f(x)g(x)暿J,
那么称J是K[x]的一个理想子环,简称为理想。证明:K[x]的任一理想J是由某一个多

项式的倍式组成的集合。
证明暋若J={0},则J是由0的倍式组成的集合。
下设J曎{0}。在J 的所有非零多项式中取一个次数最低的多项式m(x),任取

f(x)暿J。作带余除法:

f(x)=h(x)m(x)+r(x),degr(x)<degm(x).
由于J是理想,因此

r(x)=f(x)-h(x)m(x)暿J.
假如r(x)曎0,则这与m(x)的取法矛盾。因此r(x)=0,从而f(x)=h(x)m(x)。又显然

m(x)的任一倍式属于J。因此J是由m(x)的所有倍式组成的集合。
点评暋从例10的证明看出,带余除法起了关键作用。

习题7.2

1.用g(x)除f(x),求商式与余式:
(1)f(x)=x4-3x2-2x-1,g(x)=x2-2x+5;
(2)f(x)=x4+x3-2x+3,g(x)=3x2-x+2。

2.设f(x)=x4-3x3+a1x+a0,g(x)=x2-3x+1,求g(x)整除f(x)的充分必要

条件。
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暋暋3.用综合除法求一次多项式g(x)除f(x)所得的商式与余式。
(1)f(x)=3x4-5x2+2x-1,g(x)=x-4;
(2)f(x)=5x3-3x+4,g(x)=x+2。

4.把第3题的第(2)小题中的f(x)表示成x+2的幂和。

5.设a,b暿Z,如果有h暿Z,使得a=hb,那么称b整除a,记作b|a。此时称b是a 的

因数(或因子),称a是b的倍数。证明:
(1)如果a|b且b|a(此时称a与b相伴),那么a=暲b,反之也成立;
(2)如果a|b且b|c,那么a|c;
(3)如果b|ai,i=1,2,…,s,那么对任意u1,…,us暿Z,有b|u1a1+u2a2+…+usas;
(4)如果b|a且a曎0,那么|b|曑|a|。

6.设A 是数域K 上的n 级矩阵,

f(A)=A3-4A2+7A-I,g(A)=A-2I.
求h(A),r(A),使得f(A)=h(A)g(A)+r(A)。

暋*7.求下列毸灢矩阵的相抵标准形:

(1)
毸 -1 0
4 毸-4 0
2 -1 毸

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-2

;暋暋(2)
毸-4 5 -2
-5 毸+7 -3
-6 9 毸

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-4

。

8.设m暿N* ,a暿K* ,证明:在K[x]中,x-a|xm-am,并且求商式。

9.设m暿N* ,a暿K* ,证明:在K[x]中,x+a|x2m+1+a2m+1,并且求商式。

7.3暋最大公因式

7.3.1暋内容精华

暋暋利用带余除法和整除的性质,本节要推导出一元多项式环K[x]中有关加法和乘法的

又一些重要等式。

一、最大公因式

定义1暋K[x]中多项式f(x)与g(x)的一个公因式d(x)如果满足下述条件:对于f(x)与

g(x)的任一公因式c(x),都有c(x)|d(x),那么称d(x)是f(x)与g(x)的一个最大公因式。
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定义1中的条件刻画了d(x)是f(x)与g(x)的公因式中的“最大者暠。另一种自然的

想法是把f(x)与g(x)的公因式组成的集合中,次数最高的多项式定义为f(x)与g(x)的
最大公因式。但是这样定义最大公因式就不容易求两个多项式的最大公因式,也无法确定

0与0的最大公因式(因为任一多项式都是0与0的公因式)。而采用定义1所述的条件就

比较容易求出两个多项式的最大公因式。例如,用定义1立即得到:f(x)是f(x)与0的一

个最大公因式。特别地,0是0与0的最大公因式。从定义1还可看出,对于不全为0的两

个多项式f(x)与g(x),它们的最大公因式是次数最高的公因式。
由最大公因式的定义容易看出:如果f(x)与g(x)的最大公因式存在,那么f(x)与

g(x)的任意两个最大公因式d1(x)与d2(x)是相伴的,即它们相差一个非零数因子(由于

d1(x)是f(x)与g(x)的一个最大公因式,因此d2(x)|d1(x);同理d1(x)|d2(x),从而

d1(x)与d2(x)相伴)。如果f(x)与g(x)不全为0,那么它们的最大公因式不是0,于是我

们用(f(x),g(x))(或者g.c.d(f(x),g(x)))表示首项系数为1的最大公因式,简称为

f(x)与g(x)的首一最大公因式。
在K[x]中,如果

{f(x)与g(x)的公因式}= {p(x)与q(x)的公因式},
那么{f(x)与g(x)的最大公因式}={p(x)与q(x)的最大公因式}.

由此结论立即得到:若a,b暿K* ,则
{f(x)与g(x)的最大公因式}={af(x)与bg(x)的最大公因式}.

还可得到:
引理1暋在K[x]中,如果有等式

f(x)=h(x)g(x)+r(x)
成立,那么

{f(x)与g(x)的最大公因式}= {g(x)与r(x)的最大公因式}.
暋暋由于K[x]中有除法算式,因此根据引理可以用辗转相除法求出f(x)与g(x)的最大

公因式,其中g(x)曎0。即,我们可以证明:
定理1暋对于K[x]中任意两个多项式f(x)与g(x),存在它们的一个最大公因式

d(x),并且存在u(x),v(x)暿K[x],使得

d(x)=u(x)f(x)+v(x)g(x). (1)

暋暋定理1的证明中给出了求f(x)与g(x)的最大公因式的方法,称它为辗转相除法。它

是求任意两个多项式的最大公因式的统一的、机械的方法,非常有用。
(1)式是K[x]中关于加法和乘法的第二个重要等式,很有用。
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二、互素

定义2暋设f(x),g(x)暿K[x],如果(f(x),g(x))=1,那么称f(x)与g(x)互素。
由定义2立即得出,K[x]中f(x)与g(x)互素当且仅当它们的公因式都是 K 中非

零数。
由定义2和定理1以及上述结论可以推导出:
定理2暋K[x]中两个多项式f(x)与g(x)互素的充分必要条件是,存在u(x),v(x)暿

K[x],使得

u(x)f(x)+v(x)g(x)=1. (2)

暋暋定理2是十分重要的结论,(2)式是K[x]中关于加法与乘法的第三个重要等式。
利用辗转相除法可以证明:
命题1暋设f(x)与g(x)暿K[x],数域F灺K,则f(x)与g(x)在K[x]中的首一最大

公因式等于它们在F(x)中的首一最大公因式,即f(x)与g(x)的首一最大公因式不随数

域的扩大而改变。
由命题1立即得到:
推论1暋设f(x),g(x)暿K[x],数域F灺K,则f(x)与g(x)在K[x]中互素当且仅当

f(x)与g(x)在F[x]中互素,即互素性不随数域的扩大而改变。
在K[x]中,两个多项式互素当且仅当它们的公因式都是K 中非零数。由此可以直观

地猜测并且可以证明有关互素的一些性质:
性质1暋在K[x]中,如果

f(x)旤g(x)h(x),且(f(x),g(x))=1,
那么 f(x)|h(x).

性质2暋在 K[x]中,如果f(x)|h(x),g(x)|h(x),且(f(x),g(x))=1,那么

f(x)g(x)|h(x)。
性质3暋在K[x]中,如果

(f(x),h(x))=1,(g(x),h(x))=1,
那么 (f(x)g(x),h(x))=1.

性质3可以用定理2证明。性质3可以推广成:若(fi(x),h(x))=1,i=1,2,…,s,则
(f1(x)f2(x)…fs(x),h(x))=1。

三、多个多项式的最大公因式和互素

在K[x]中,多个多项式的最大公因式的概念与两个多项式的最大公因式类似。在
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K[x]中,f1(x),f2(x),…,fs(x)的一个公因式d(x)如果满足下述条件:f1(x),f2(x),…,

fs(x)的任一公因式c(x)都能整除d(x),那么d(x)称为f1(x),f2(x),…,fs(x)的一个最

大公因式。
从多个多项式的最大公因式的定义立即得到:在 K[x]中,s个多项式f1(x),f2(x),

…,fs(x)的最大公因式如果存在,那么它在相伴的意义下是唯一的。对于s个不全为0的

多项式f1(x),…,fs(x),它们的最大公因式不是0,从而我们用(f1(x),…,fs(x))表示首

项系数为1的最大公因式,简称为首一最大公因式。
用数学归纳法可以证明:在K[x]中,任意s个(s曒2)多项式f1(x),f2(x),…,fs(x)的

最大公因式存在。
从上述结论的证明立即得出:对于s个不全为0的多项式f1(x),f2(x),…,fs(x),有

(f1(x),f2(x),…,fs(x))= ((f1(x),…,fs-1(x)),fs(x)). (3)
从而有K[x]中多项式ui(x),i=1,2,…,s,使得

暋u1(x)f1(x)+u2(x)f2(x)+…+us(x)fs(x)

= (f1(x),f2(x),…,fs(x)). (4)

暋暋定义3暋在K[x]中,s个多项式f1(x),f2(x),…,fs(x)如果满足(f1(x),f2(x),…,

fs(x))=1,那么称f1(x),f2(x),…,fs(x)互素。
定理3暋在 K[x]中,f1(x),f2(x),…,fs(x)互素的充分必要条件是,存在u1(x),

u2(x),…,us(x)暿K[x],使得

u1(x)f1(x)+u2(x)f2(x)+…+us(x)fs(x)=1. (5)

暋暋注意:s(s曒3)个多项式互素时,它们不一定两两互素。
在整数环Z中,类似地可讨论最大公因数和互素的概念,以及它们的性质。下面把它

们列举出来,证明留给读者。
定义4暋整数a与b的一个公因数d 如果满足下述条件:a与b的任一公因数c都能整

除d,那么称d是a 与b的一个最大公因数。
定理4暋任给两个整数a与b,都存在它们的一个最大公因数d,并且存在整数u,v,使得

ua+vb=d. (6)

暋暋从定义4得出,若d1,d2 都是整数a与b的最大公因数,则d1=暲d2。若a与b不全

为0,则a与b的最大公因数恰有两个,它们互为相反数。用(a,b)表示正的那个最大公因

数,或者记作g.c.d(a,b)。
定义5暋设a,b暿Z,如果(a,b)=1,那么a与b互素。
定理5暋两个整数a与b互素当且仅当存在u,v暿Z,使得

ua+vb=1. (7)
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暋暋互素的整数的性质:在Z中,
(1)若a|bc,且(a,b)=1,则a|c;
(2)若a|c,b|c,且(a,b)=1,则ab|c;
(3)若(a,c)=1,(b,c)=1,则(ab,c)=1。
性质3可以推广成:若(ai,c)=1,i=1,2,…,s,则(a1a2…as,c)=1。
在Z中,a1,a2,…,as 的一个公因数d 如果满足下述条件:a1,a2,…,as 的任一公因数c

能整除d,那么称d是a1,a2,…,as 的一个最大公因数。
从多个整数的最大公因数的定义得出,不全为0的整数a1,a2,…,as 的最大公因数恰

有两个,它们互为相反数。我们约定用(a1,a2,…,as)表示正的那个最大公因数,或者记作

g.c.d(a1,a2,…,as)。
用数学归纳法可以证明,任意s(s曒2)个整数都有最大公因数。由此得出,对于不全为

0的整数a1,a2,…,as,有
(a1,a2,…,as)= ((a1,a2,…,as-1),as).

从而存在u1,u2,…,us暿Z,使得

u1a1+u2a2+…+usas = (a1,a2,…,as).
暋暋对于s个整数a1,a2,…,as,如果(a1,a2,…,as)=1,那么称a1,a2,…,as 互素。

a1,a2,…,as 互素当且仅当存在u1,u2,…,us暿Z,使得

u1a1+u2a2+…+usas =1.
暋暋整数m 称为整数a 与b的最小公倍数,如果

1曘暋a|m,b|m;

2曘暋从a|l,b|l可推出m|l。
可以证明,任意两个整数都有最小公倍数,若a与b全不为0,则a与b的最小公倍数

恰有两个,且它们互为相反数。用[a,b]表示正的那个最小公倍数,若a>0,b>0,则

[a,b]= ab
(a,b).

暋*四、最大公因式的应用之一:毸灢矩阵的行列式因子

定义6暋设A(毸)是一个s暳n毸灢矩阵,对于正整数k(1曑k曑min{s,n}),A(毸)的所有k
阶子式的首一最大公因式Dk(毸)称为A(毸)的k阶行列式因子。

定理6暋相抵的毸灢矩阵,它们的秩相等,并且各阶行列式因子也对应相等。
据7.2节的内容精华中的定理3得,任一非零的n级毸灢矩阵A(毸)相抵于下述对角毸灢矩阵:

diag{d1(毸),d2(毸),…,dn(毸)}, (8)
其中di(毸)|di+1(毸),i=1,2,…,n-1,并且非零的di(毸)的首项系数为1。现在来计算毸灢矩
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阵(8)的各阶行列式因子。设

di(毸)曎0,i=1,2,…,r;dr+1(毸)= … =dn(毸)=0.
则暋暋暋暋暋D1(毸)=(d1(毸),d2(毸),…,dr(毸),0,…,0)=d1(毸),

暋暋暋暋暋暋D2(毸)=(d1(毸)d2(毸),d1(毸)d3(毸),…,dr-1(毸)dr(毸),0,…,0)

暋暋暋暋暋暋 =d1(毸)d2(毸),

暋暋暋暋暋暋…

暋暋暋暋暋暋Dr(毸)=d1(毸)d2(毸)…dr(毸), (9)

暋暋暋暋暋暋Dr+1(毸)=…=Dn(毸)=0.
根据定理6,D1(毸),D2(毸),…,Dn(毸)也是A(毸)的各阶行列式因子。由上述式子得到

d1(毸)=D1(毸),d2(毸)=D2(毸)
D1(毸),…,dr(毸)= Dr(毸)

Dr-1(毸). (10)

这表明A(毸)的相抵标准形中主对角线上的非零元可以用A(毸)的行列式因子计算出,因此

A(毸)的相抵标准形中主对角线上的非零元是唯一确定的,其个数等于A(毸)的秩。这样我

们证明了下面的定理:
定理7暋n级毸灢矩阵A(毸)的相抵标准形是唯一的。 曵
定义7暋n 级毸灢矩阵A(毸)的相抵标准形中主对角线上的非零元d1(毸),d2(毸),…,

dr(毸)称为A(毸)的不变因子。
定理8暋两个n级毸灢矩阵相抵的充分必要条件是它们有相同的不变因子,或者有相同

的各阶行列式因子。
从(9)式立即得出,Di(毸)|Di+1(毸),i=1,2,…,n-1。因此在求A(毸)的各阶行列式因

子时,往往先求出最高阶的行列式因子,较为简便。
设A 是数域K 上的n 阶矩阵,毸I-A 称为A 的特征矩阵,由于|毸I-A|是毸的n 次多

项式,因 此 毸I - A 的 n 阶 行 列 式 因 子 Dn (毸)= |毸I - A| 曎 0。 由 于

Dn(毸)=d1(毸)d2(毸)…dn(毸),因此毸I-A 的不变因子有n 个,并且

d1(毸)d2(毸)…dn(毸)=Dn(毸)=旤毸I-A旤.
即毸I-A 的n 个不变因子的乘积等于A 的特征多项式。

设A(毸)是n级可逆的毸灢矩阵,则|A(毸)|是K 中非零数。于是Dn(毸)=1,从而

Di(毸)=1,i=1,2,…,n.
因此 di(毸)=1,i=1,2,…,n.
这证明了:n级可逆的毸灢矩阵的相抵标准形为单位矩阵I。于是n级可逆的毸灢矩阵经过一

系列初等行(列)变换能变成单位矩阵I。
由单位矩阵I经过一次毸灢矩阵的初等行(列)变换得到的矩阵称为初等毸灢矩阵。容易

·72·7.3暋最大公因式



看出,初等毸灢矩阵都是可逆的。对毸灢矩阵A(毸)作一次初等行(列)变换就相当于用一个相

应的初等毸灢矩阵左(右)乘A(毸)。于是容易推出下列结论:

n级毸灢矩阵可逆当且仅当它可以表示成一系列初等毸灢矩阵的乘积。
两个n 级毸灢矩阵A(毸)与 B(毸)相抵当且仅当存在可逆的毸灢矩阵P(毸)和 Q(毸),使

得B(毸)=P(毸)A(毸)Q(毸)。

7.3.2暋典型例题

例1暋求f(x)与g(x)的首一最大公因式,并且把它表示成f(x)与g(x)的倍式和:

f(x)=x4+3x-2,g(x)=3x3-x2-7x+4.
暋暋解

3x-4
暋暋暋g(x)

3x3-x2-7x+4
3x3+3x2-3x

-4x2-4x+4
-4x2-4x+4

暋暋暋暋暋0

暋暋暋3f(x)

3x4暋暋暋暋 +9x-6
3x4-x3-7x2+4x

暋x3+7x2+5x-6

暋x3-1
3x2-7

3x+4
3

暋r1(x)=22
3x2+22

3x-22
3

3
22r1(x)=x2+x-1

x+1
3

因此 (f(x),g(x))=(3f(x),g(x))=x2+x-1.
由于

3f(x)= x+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3 g(x)+r1(x),

g(x)= (3x-4) 3
22r1(x[ ])+0,

因此暋暋暋暋暋暋(f(x),g(x))=3
22r1(x)=3

223f(x)- x+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3 g(x[ ])

=9
22f

(x)- 3
22x+1æ

è
ç

ö

ø
÷

22g(x).

例2暋证明:在K[x]中,如果f(x)与g(x)不全为0,那么

f(x)
(f(x),g(x)),

g(x)
(f(x),g(x

æ

è
ç

ö

ø
÷

)) =1.
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暋暋证明暋设暋暋暋f(x)=f1(x)(f(x),g(x)),g(x)=g1(x)(f(x),g(x)).
据定理1,存在u(x),v(x)暿K[x],使得

u(x)f(x)+v(x)g(x)= (f(x),g(x)).
即 u(x)f1(x)(f(x),g(x))+v(x)g1(x)(f(x),g(x))=(f(x),g(x)).
由消去律,得

u(x)f1(x)+v(x)g1(x)=1.
因此 (f1(x),g1(x))=1. 曵

例3暋设f(x),g(x)暿K[x],a,b,c,d暿K,使得ad-bc曎0。证明:
(af(x)+bg(x),cf(x)+dg(x))= (f(x),g(x)).

暋暋证明暋若c(x)|f(x)且c(x)|g(x),则

c(x)旤af(x)+bg(x),c(x)旤cf(x)+dg(x).
暋暋设暋暋暋暋暋暋p(x)=af(x)+bg(x),q(x)=cf(x)+dg(x),
由于ad-bc曎0,因此可解得

f(x)= d
ad-bcp

(x)- b
ad-bcq

(x),

g(x)=- c
ad-bcp

(x)+ a
ad-bcq

(x).

若h(x)|p(x)且h(x)|q(x),则h(x)|f(x)且h(x)|g(x)。
因此暋暋暋暋暋{p(x)与q(x)的公因式}={f(x)与g(x)的公因式}.
由此得出,(af(x)+bg(x),cf(x)+dg(x))=(f(x),g(x))。 曵

例4暋证明:在K[x]中,如果(f,g)=1,那么

(1)(f,f+g)=1,(g,f+g)=1;
(2)(fg,f+g)=1。
证明暋(1)据例3的结论得

(f,f+g)= (1f+0g,1f+1g)= (f,g)=1,
(g,f+g)= (0f+1g,1f+1g)= (f,g)=1.

暋暋(2)由第(1)小题结论和性质3立即得到

(fg,f+g)=1. 曵
暋暋例5暋证明:在K[x]中,如果(f(x),g(x))=1,那么对任意正整数m,有

(f(xm),g(xm))=1.
暋暋证明暋由于(f(x),g(x))=1,因此存在u(x),v(x)暿K[x],使得

u(x)f(x)+v(x)g(x)=1. (11)
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暋暋由于K[x]可看成是K 的一个扩环,因此不定元x可用xm 代入,从(11)式得

u(xm)f(xm)+v(xm)g(xm)=1. (12)

由于u(xm),v(xm)暿K[x],因此由(12)式得

(f(xm),g(xm))=1. 曵
暋暋点评暋在例5中,运用一元多项式环 K[x]的通用性质很容易地证明了(f(xm),

g(xm))=1,并且把道理讲清楚了。如果没有讲一元多项式环的通用性质,那么例5的证明

或者比较繁琐,或者没有把(11)式中用xm 代替x 的道理讲清楚。

例6暋设A暿Mn(K),f(x),g(x)暿K[x]。证明:如果d(x)是f(x)与g(x)的一个最

大公因式,那么齐次线性方程组d(A)X=0的解空间W3 等于f(A)X=0的解空间W1 与

g(A)X=0的解空间W2 的交。
证明暋由定理1,存在u(x),v(x)暿K[x],使得

d(x)=u(x)f(x)+v(x)g(x). (13)
由于K[A]可看成是K 的一个扩环,因此x可用A 代入,从(13)式得

d(A)=u(A)f(A)+v(A)g(A). (14)

暋暋任取毲暿W1暽W2,则f(A)毲=0且g(A)毲=0。于是

d(A)毲=u(A)f(A)毲+v(A)g(A)毲=0.
因此毲暿W3,从而W1暽W2灹W3。

设暋暋暋暋暋暋暋f(x)=f1(x)d(x),g(x)=g1(x)d(x),
则x用A 代入,从上面两式得,

f(A)=f1(A)d(A),g(A)=g1(A)d(A).
任取毮暿W3,则d(A)毮=0,从而

f(A)毮=f1(A)d(A)毮=0,g(A)毮=g1(A)d(A)毮=0.
因此毮暿W1暽W2,从而W3灹W1暽W2。

综上所述得,暋暋暋暋暋W3=W1暽W2. 曵
例7暋设 A暿Mn(K),f1(x),f2(x)暿K[x],记f(x)=f1(x)f2(x)。证明:如果

(f1(x),f2(x))=1,那么f(A)X=0的任一个解可以唯一地表示成f1(A)X=0的一个解

与f2(A)X=0的一个解的和。
证明暋可表性。由于(f1(x),f2(x))=1,因此存在u(x),v(x)暿K[x],使得

u(x)f1(x)+v(x)f2(x)=1. (15)
不定元x用A 代入,从(15)式得

u(A)f1(A)+v(A)f2(A)=I. (16)
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暋暋任取f(A)X=0的一个解毲,则f(A)毲=0,从(16)式得

毲=I毲 =u(A)f1(A)毲+v(A)f2(A)毲.
记毲1=v(A)f2(A)毲,毲2=u(A)f1(A)毲,则毲=毲2+毲1。

由于f(x)=f1(x)f2(x),因此f(A)=f1(A)f2(A),从而

f1(A)毲1=f1(A)v(A)f2(A)毲
=v(A)f1(A)f2(A)毲
=v(A)f(A)毲
=v(A)0
=0,

f2(A)毲2=f2(A)u(A)f1(A)毲
=u(A)f(A)毲
=0.

因此毲1,毲2 分别是f1(A)X=0,f2(A)X=0的一个解。
唯一性。任取f(A)X=0的一个解毲,设

毲=毲1+毲2,毲=毮1+毮2,
其中毲i,毮i 是fi(A)X=0的解,i=1,2,则

毲1-毮1 =毮2-毲2.
用Wi 表示fi(A)X=0的解空间,i=1,2,则毲1-毮1暿W1暽W2。

由于(f1(x),f2(x))=1,因此用例6的结论得,IX=0的解空间W3=W1暽W2。显然

W3={0}。因此W1暽W2={0}。从而毲1-毮1=0,即毲1=毮1。于是毲2=毮2。 曵
点评暋从例6和例7的证明中看到:运用一元多项式环 K[x]的通用性质,把x用

矩阵A 代入,从 K[x]中关于最大公因式的等式和关于互素的多项式的等式,便得到

关于矩阵A 的多项式的等式,而这些等式在证明中起了关键作用。例如,在例7中,
把f(A)X=0的一个解毲表示成f1(A)X=0的一个解毲1 与f2(A)X=0的一个解毲2

的和,等式(16)起了关键作用。
例8暋证明:在K[x]中,如果(f(x),g(x))=1,并且degf(x)>0,degg(x)>0,那么

在K[x]中存在唯一的一对多项式u(x),v(x),使得

u(x)f(x)+v(x)g(x)=1,
且degu(x)<degg(x),degv(x)<degf(x)。

证明暋由于(f(x),g(x))=1,因此存在p(x),q(x)暿K[x],使得

p(x)f(x)+q(x)g(x)=1. (17)
用g(x)去除p(x),有h(x),r(x)暿K[x],使得
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p(x)=h(x)g(x)+r(x),degr(x)<degg(x). (18)
把(18)式代入(17)式,得

r(x)f(x)+[h(x)f(x)+q(x)]g(x)=1. (19)
令u(x)=r(x),v(x)=h(x)f(x)+q(x),则(19)式成为

u(x)f(x)+v(x)g(x)=1, (20)
其中degu(x)=degr(x)<degg(x)。由于degg(x)>0,因此从(20)式看出u(x)曎0。

假如degv(x)曒degf(x),则

暋暋暋暋deg[v(x)g(x)]=degv(x)+degg(x)曒degf(x)+degg(x)

>degf(x)+degu(x)=deg[u(x)f(x)].
从而

deg[u(x)f(x)+v(x)g(x)]=deg[v(x)g(x)]

曒degf(x)+degg(x)>0.
这与(20)式矛盾,因此degv(x)<degf(x)。存在性得证。

唯一性。假设K[x]中还有一对多项式u1(x),v1(x),使得

u1(x)f(x)+v1(x)g(x)=1,
且degu1(x)<degg(x),degv1(x)<degf(x),则

[u1(x)-u(x)]f(x)= [v(x)-v1(x)]g(x). (21)
由于(f(x),g(x))=1,因此从(21)式得

g(x)旤[u1(x)-u(x)].
假如u1(x)-u(x)曎0,则degg(x)曑deg[u1(x)-u(x)]<degg(x)。矛盾,因此u1(x)-
u(x)=0,从而v(x)-v1(x)=0。即

u(x)=u1(x),v(x)=v1(x). 曵
暋暋例9暋设m,n暿N* ,证明:在K[x]中,

(xm -1,xn -1)=x(m,n)-1. (22)

暋暋证明暋当m=n时,(m,n)=m,显然有

(xm -1,xm -1)=xm -1.
暋暋下面设m>n,对幂指数m 和n 的最大值作第二数学归纳法。

当 max{m,n}=2时,m=2,n=1,(m,n)=1。
显然有 (x2-1,x-1)=x-1.

假设幂指数的最大值小于m 时,命题为真,现在来看 max{m,n}=m 的情形。
(xm -1,xn -1)= (xm -xm-n +xm-n -1,xn -1)

= (xm-n(xn -1)+xm-n -1,xn -1).
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由于暋暋暋暋暋{xm-n(xn-1)+xm-n-1与xn-1的公因式}

={xn-1与xm-n-1的公因式},
因此 (xm-n(xn-1)+xm-n-1,xn-1)=(xn-1,xm-n-1).

由于 max{n,m-n}<m,且(n,m-n)=(m,n),因此据归纳假设得

(xn -1,xm-n -1)=x(n,m-n)-1=x(m,n)-1.
从而 (xm-1,xn-1)=x(m,n)-1.

据数学归纳法原理,对一切正整数m,n,命题为真。 曵
例10暋给定一个正整数m,对于a,b暿Z,如果m 能整除a-b,那么称a与b模m 同

余,记作

a曉b暋(modm).
设ai,bi暿Z,i=1,2。证明:如果ai曉bi暋(modm),i=1,2,那么

a1+a2 曉b1+b2暋(modm),a1a2 曉b1b2暋(modm).
暋暋证明暋由已知条件得,m|ai-bi,i=1,2。由于

(a1+a2)-(b1+b2)= (a1-b1)+(a2-b2),
因此暋m|(a1+a2)-(b1+b2),从而a1+a2曉b1+b2暋(modm)。

a1a2-b1b2=a1a2-b1a2+b1a2-b1b2

= (a1-b1)a2+b1(a2-b2).
于是暋m|a1a2-b1b2。因此a1a2曉b1b2暋(modm)。 曵

例11暋设a,n暿N* ,且a曒2,证明:
(an +an-1+…+a+1,a-1)= (n+1,a-1). (23)

暋暋证明暋暋暋暋暋暋an+an-1+…+a+1
=(a-1+1)n+(a-1+1)n-1+…+(a-1+1)+1
曉n+1暋(moda-1).

因此 a-1|(an+an-1+…+a+1)-(n+1).
从而 an+an-1+…+a+1=l(a-1)+(n+1),
其中l是某个整数,根据整数环中类似于7.3.1节引理的结论,得

(an +an-1+…+a+1,a-1)= (a-1,n+1). 曵
暋暋例12暋设a,n暿N* ,且a曒2,n曒2。令

M =an-2+an-3+…+a+1,
证明:暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋(an-1,M)=(a-1,n-1). (24)

证明暋据例11的结论,得
(M,a-1)= (n-1,a-1).
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由于

an -1= (a-1)(an-1+an-2+…+a+1)

= (a-1)(an-1+M)

= (a-1)an-1+(a-1)M.
因此,若c是a-1与M 的公因数,则c也是an-1与M 的公因数;反之,若e是an-1与M
的公因数,则e|an-1。从而an-1=be,对于某个整数b,即

aan-1-be=1.
因此(an-1,e)=1。由于e|(a-1)an-1,因此e|a-1。从而e是a-1与M 的公因数。所以

(a-1,M)= (an -1,M).
暋暋综上所述,得

(an -1,M)= (n-1,a-1). 曵
暋暋例13暋设f(x),g(x)暿K[x],K[x]中一个多项式m(x)称为f(x)与g(x)的一个最

小公倍式,如果

1曘暋f(x)|m(x),g(x)|m(x);

2曘暋f(x)|u(x),g(x)|u(x)暋炤暋m(x)|u(x)。
(1)证明:K[x]中任意两个多项式都有最小公倍式,并且f(x)与g(x)的最小公倍式

在相伴的意义下是唯一的;
(2)用[f(x),g(x)]表示首项系数是1的最小公倍式,证明:如果f(x),g(x)的首项系

数都是1,那么

[f(x),g(x)]= f(x)g(x)
(f(x),g(x)).

暋暋证明暋(1)由于0的倍式只有0,因此任一多项式f(x)与0的最小公倍式是0。
设f(x),g(x)是K[x]中全不为0的多项式,则

f(x)=f1(x)(f(x),g(x)),g(x)=g1(x)(f(x),g(x)).
令 m(x)=f1(x)g1(x)(f(x),g(x)),
则 f(x)|m(x),g(x)|m(x).

假设f(x)|u(x),g(x)|u(x),则存在p(x),q(x)暿K[x],使得

u(x)=p(x)f(x),u(x)=q(x)g(x).
从而 p(x)f(x)=q(x)g(x).
于是 p(x)f1(x)(f(x),g(x))=q(x)g1(x)(f(x),g(x)).
因此 p(x)f1(x)=q(x)g1(x).
由于(f1(x),g1(x))=1,因此f1(x)|q(x)。
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从而存在h(x)暿K[x],使得q(x)=h(x)f1(x)。
于是 u(x)=h(x)f1(x)g(x)=h(x)m(x).
因此m(x)|u(x)。从而m(x)是f(x)与g(x)的最小公倍式。

设暋m1(x),m2(x)都是f(x)与g(x)的最小公倍式,则

m1(x)旤m2(x),m2(x)旤m1(x).
因此暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋m1(x)~m2(x).

(2)设f(x)与g(x)都是首项系数为1的多项式,则从第(1)小题的证明看出

[f(x),g(x)]=f1(x)g1(x)(f(x)g(x))

= f(x)g(x)
(f(x),g(x)). 曵

习题7.3

1.求f(x)与g(x)的首一最大公因式,并且把它表示成f(x)与g(x)的倍式和:
(1)f(x)=x4+3x3-x2-4x-3,

g(x)=3x3+10x2+2x-3;
(2)f(x)=x4+6x3-6x2+6x-7,

g(x)=x3+x2-7x+5。

2.证明:在K[x]中,如果d(x)是f(x)与g(x)的倍式和,并且d(x)是f(x)与g(x)的
一个公因式,那么d(x)是f(x)与g(x)的一个最大公因式。

3.证明:在K[x]中,(f(x),g(x))h(x)是f(x)h(x)与g(x)h(x)的一个最大公因式;
特别地,若h(x)的首项系数为1,则

(f(x)h(x),g(x)h(x))= (f(x),g(x))h(x).
暋暋4.证明:在K[x]中,如果f(x),g(x)不全为零,并且

u(x)f(x)+v(x)g(x)= (f(x),g(x)),
那么 (u(x),v(x))=1.

5.设fi(x),gj(x)暿K[x],i=1,2,…,s;j=1,2,…,m。证明:如果(fi(x),gj(x))=
1,i=1,2,…,s;j=1,2,…,m,那么

(f1(x)f2(x)…fs(x),g1(x)g2(x)…gm(x))=1.
6.证明:在K[x]中两个非零多项式f(x)与g(x)不互素的充分必要条件是,存在两个

非零多项式u(x),v(x),使得u(x)f(x)=v(x)g(x),degu(x)<degg(x),degv(x)

<degf(x)。
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暋暋7.证明:在K[x]中,设f(x)与g(x)不全为零。如果f(x)|h(x),g(x)|h(x),那么

f(x)g(x)旤h(x)(f(x),g(x)).
暋暋8.在 K [x]中,给 定 一 个 多 项 式 h(x),对 于 f(x),g(x)暿K [x],如 果

h(x)|f(x)-g(x),那么称f(x)与g(x)模h(x)同余,记作f(x)曉g(x)暋(modh(x))。
设fi(x),g1(x)暿K[x],i=1,2。证明:如果

fi(x)曉gi(x)暋(modh(x)),i=1,2,
那么 f1(x)+f2(x)曉g1(x)+g2(x)暋(modh(x)),

f1(x)f2(x)曉g1(x)g2(x)暋(modh(x)).
9.在K[x]中,设f1(x),f2(x),…,fs(x)两两互素,任意给定r1(x),r2(x),…,rs(x)

暿K[x],则同余方程组

暋暋暋暋暋暋暋暋暋

g(x)曉r1(x)暋 (modf1(x))

g(x)曉r2 (x)暋(modf2(x))
…

g(x)曉rs(x)暋 (modfs(x

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ))

在K[x]中必有解,并且如果c(x)和d(x)都是这个同余方程组的解,那么

c(x)曉d(x)暋(modf1(x)f2(x)…fs(x)).
暋*10.求下述毸灢矩阵的行列式因子和不变因子:

(1)A(毸)=
毸-2 0 0
0 毸-2 -1
0 0 毸

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-2

;

(2)B(毸)=
毸-1 0 0
0 毸-5 -1
0 0 毸

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-5

。

11.在K[x]中,设d(x)是f(x)与g(x)的最大公因式,证明:在K[x]中存在唯一的一

对多项式u(x),v(x)使得

u(x)f(x)+v(x)g(x)=d(x),
其中,degu(x)<degg(x)-degd(x),degv(x)<degf(x)-degd(x)。
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7.4暋不可约多项式,唯一因式分解定理

7.4.1暋内容精华

暋暋本节要利用最大公因式和互素的知识揭示数域K 上一元多项式环K[x]的结构。
从直觉判断,一个多项式,如果它的因式最少,那么它是最简单的多项式,从而它在研

究K[x]的结构中将起基本建筑块的作用。由于 K[x]中零次多项式是任一多项式的因

式,又f(x)的相伴元是f(x)的因式,因此因式最少的多项式应当是因式只有零次多项式

和相伴元这样的多项式,即下面要研究的不可约多项式。

一、不可约多项式

定义1暋K[x]中一个次数大于0的多项式f(x),如果它在K[x]中的因式只有零次多

项式和f(x)的相伴元,那么称f(x)是数域 K 上的一个不可约多项式;否则称f(x)是可

约的。
不可约多项式在研究数域K 上一元多项式环K[x]的结构中起着基本建筑块的作用。
定理1暋设p(x)是K[x]中一个次数大于0的多项式,则下列命题等价:
(1)p(x)是不可约多项式;
(2)炐f(x)暿K[x],有p(x)|f(x)或(p(x),f(x))=1;
(3)在K[x]中,从p(x)|f(x)g(x)可推出

p(x)旤f(x)或p(x)旤g(x);

暋暋(4)p(x)不能分解成两个次数较p(x)的次数低的多项式的乘积。
上述是分别从因式的角度,从与任一多项式的关系的角度,从整除关系的角度,以及从

因式分解的角度对不可约多项式的刻画。
从上述的命题(3)与不可约多项式的定义等价,运用数学归纳法可证得:在K[x]中,如

果p(x)不可约,且

p(x)旤f1(x)f2(x)…fs(x),
那么p(x)|fj(x),对于某个j暿{1,2,…,s}。

从上述的命题(4)与不可约多项式的定义等价,立即得出,K[x]中一次多项式都是不

可约的。
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暋暋二、唯一因式分解定理

从不可约多项式的等价条件(4)猜测有下述定理2,它揭示了数域K 上一元多项式环

K[x]的结构。
定理2(唯一因式分解定理)暋K[x]中任一次数大于0的多项式f(x)能够唯一地分解成

数域K 上有限多个不可约多项式的乘积。所谓唯一性是指,如果f(x)有两个这样的分解式:

f(x)=p1(x)p2(x)…ps(x)=q1(x)q2(x)…qt(x), (1)
那么一定有s=t,且适当排列因式的次序后有

pi(x)~qi(x),i=1,2,…,s.
暋暋从唯一性的证明中可以看出,f(x)的任一不可约因式一定与f(x)的分解式中某一个

不可约因式相伴,因此f(x)的分解式给出了它的全部不可约因式(在相伴意义下)。
研究K[x]的结构的途径如图7灢1所示。

图7灢1

K[x]中次数大于0的多项式f(x)的标准分解式为

f(x)=apl11 (x)pl22 (x)…plss (x), (2)

其中a是f(x)的首项系数,p1(x),p2(x),…,ps(x)是K 上两两不等的首一不可约多项

式,li>0,i=1,2,…,s。f(x)的标准分解式是K[x]中有关乘法的第四个重要等式,它有许

多用处。
如果知道K[x]中两个次数大于0的多项式f(x),g(x)的标准分解式:

f(x)=apl11 (x)pl22 (x)…plss (x),

g(x)=bpr11 (x)pr22 (x)…prmm (x)qt11 (x)…qtnn (x),m 曑s,
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那么

(f(x),g(x))=pmin{l1,r1}
1 (x)…pmin{lm,rm}

m (x); (3)
[f(x),g(x)]=pmax{l1,r1}

1 (x)…pmax{lm,rm}
m (x)plm+1

m+1(x)…plss (x)qt1
1 (x)…qtn

n (x). (4)
暋暋在整数环Z中也有唯一因子分解定理,下面列举出有关概念和结论。证明留给读者。

定义2暋一个大于1的整数m,如果它的正因数只有1和它自身,那么称m 是一个素

数;否则称m 是合数。
素数在整数环Z的结构中起着基本建筑块的作用。
定理3暋设p是大于1的整数,则下列命题等价:
(1)p是素数;
(2)对任意整数a,都有p|a或(p,a)=1;
(3)在Z中,从p|ab可推出p|a或p|b;
(4)p不能分解成两个较小的正整数的乘积。
素数的等价条件(3)可推广为:若素数p能整除一些整数a1,a2,…,as 的乘积,则p能

整除其中的一个。
定理4(算术基本定理)暋任一大于1的整数a都能唯一地分解成有限多个素数的乘

积。所谓唯一性是指,如果a有两个这样的分解式:
a=p1p2…ps =q1q2…qt,

那么s=t,且适当排列因数的次序后,有

pi =qi,i=1,2,…,s.
暋暋算术基本定理揭示了整数环Z的结构。

任一大于1的整数a的标准分解式为:
a=pr1

1p
r2
2 …prm

m ,
其中p1,p2,…,pm 是两两不等的素数,ri 是正整数,i=1,2,…,m。

在Z中,设
a=pr1

1p
r2
2 …prt

tp
rt+1
t+1 …prm

m ,

b=pk1
1p

k2
2 …pkt

tq
kt+1
t+1 …qks

s ,
则

(a,b)=pmin{r1,k1}
1 pmin{r2,k2}

2 …pmin{rt,kt}
t ,

[a,b]=pmax{r1,k1}
1 pmax{r2,k2}

2 …pmax{rt,kt}
t prt+1

t+1 …prm
mq

kt+1
t+1 …qks

s .

7.4.2暋典型例题

例1暋设f(x)暿K[x],且degf(x)>0。证明下列命题等价:
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(1)f(x)与K[x]中某一个不可约多项式的方幂相伴;
(2)炐g(x)暿K[x],有(f(x),g(x))=1,或者f(x)|gm(x)对于某一个正整数m;
(3)炐g(x),h(x)暿K[x],从f(x)|g(x)h(x)可以推出f(x)|g(x)或者f(x)|hm(x)

对于某一个正整数m。
证明暋(1)炤(2)暋设f(x)~pl(x),其中p(x)不可约,l暿N* ,则f(x)=apl(x),对

某个a暿K* 。任取g(x)暿K[x],有(p(x),g(x))=1或p(x)|g(x),于是(pl(x),g(x))

=1或pl(x)|gl(x)。从而(f(x),g(x))=1或f(x)|gl(x)。
(2)炤(3)暋设f(x)|g(x)h(x),如果炐m暿N* 都有f(x)灨hm(x),那么据命题(2)得,

(f(x),h(x))=1。从而f(x)|g(x)。
(3)炤(1)暋假如f(x)不与某一个不可约多项式的方幂相伴,则f(x)的标准分解式为

f(x)=apl11 (x)pl22 (x)…plss (x),
其中s曒2。取g(x)=apl11 (x),h(x)=pl22 (x)…plss (x),则f(x)=g(x)h(x)。从而

f(x)|g(x)h(x)。据命题(3)得,f(x)|g(x)或者f(x)|hm(x)对于某一个正整数m,从而

degf(x)曑degg(x)或p1(x)旤pl2m
2 (x)…plsm

s (x).
前者是不可能的。后者推出p1(x)|pj(x)对某个j暿{2,…,s}。由于pj(x)不可约,因此p1(x)~
pj(x)。由于它们的首项系数都为1,因此p1(x)=pj(x)。矛盾,所以f(x)=apl11 (x),即f(x)与
某一个不可约多项式的方幂相伴。 曵

例2暋在K[x]中,设(f,gi)=1,i=1,2,证明:
(fg1,g2)= (g1,g2).

暋暋证法一暋设g1(x),g2(x)的标准分解式为

g1(x)=b1qr11 (x)…qrmm (x)qrm+1
m+1 (x)…qrtt (x),

g2(x)=b2qk11 (x)…qkmm (x)ue11 (x)…uenn (x).
由于(f,gi)=1,i=1,2,因此f(x)的标准分解式为

f(x)=apl11 (x)pl2
2 (x)…plss (x).

其中pi(x)(i=1,2,…,s)在g1(x),g2(x)的标准分解式中不出现。
于是

(fg1,g2)=qmin{r1,k1}
1 (x)…qmin{rm,km}

m = (g1,g2). 曵
暋暋证法二暋显然,若c1(x)|g1(x)且c1(x)|g2(x),则c1(x)|f(x)g1(x)且c1(x)|g2(x)。

反之,若c2(x)|f(x)g1(x)且c2(x)|g2(x),由于(f,gi)=1,i=1,2,因此(f,g1g2)=1。
于是存在u(x),v(x)暿K[x],使得u(x)f(x)+v(x)g1(x)g2(x)=1。从而

u(x)f(x)g1(x)+v(x)g2
1(x)g2(x)=g1(x).

因此c2(x)|g1(x)。由上述推出,(fg1,g2)=(g1,g2)。 曵
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例3暋设f(x),g(x)暿K[x],其中g(x)=kx+b,k曎0。证明:对任意给定的正整数

m,有

g(x)旤fm(x)暋炡暋g(x)旤f(x).
暋暋证明暋充分性是显然的。下面证必要性。由于一次多项式g(x)=kx+b,k曎0是不可

约的,因此从g(x)|fm(x)可推出g(x)|f(x)。 曵
点评暋从证明过程看出,只要g(x)是 K 上不可约多项式,就有g(x)|fm(x)炡g(x)

|f(x)。
例4暋在K[毸]中,设f(毸)=毸n+an-1毸n-1+…+a1毸+a0。令

A =

0 0 … 0 0 -a0

1 0 … 0 0 -a1

0 1 … 0 0 -a2

汅 汅 汅 汅 汅

0 0 … 1 0 -an-2

0 0 … 0 1 -an-

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

1

,

称A 是f(毸)的友矩阵。
(1)求f(毸)的友矩阵A 的特征多项式;

暋*(2)如果f(毸)不可约,求f(毸)的友矩阵A 的特征矩阵毸I-A 的行列式因子和不变因

子,以及相抵标准形。
解暋(1)

旤毸I-A旤=

毸 0 … 0 0 a0

-1 毸 … 0 0 a1

汅 汅 汅 汅 汅

0 0 … -1 毸 an-2

0 0 … 0 -1 毸+an-1

.

按最后一行展开,然后对于(n,n-1)元的余子式也按最后一行展开,依次下去,可得

旤毸I-A旤= (毸+an-1)毸n-1+(-1)(-1)n+(n-1) an-2毸n-2+[ ]…

=毸n +an-1毸n-1+an-2毸n-2+…+a1毸+a0.
于是得出,f(毸)的友矩阵A 的特征多项式等于f(毸)。

(2)f(毸)的友矩阵A 的特征矩阵毸I-A 的n 阶行列式因子Dn(毸)=|毸I-A|=f(毸)。
由于Dn-1(毸)|Dn(毸),且f(毸)不可约,因此Dn-1(毸)=1或Dn-1(毸)=Dn(毸)。由于毸I-A
的n-1阶子式至多是n-1次多项式,因此Dn-1(毸)至多是n-1次多项式,从而Dn-1(毸)

曎Dn(毸)。于是Dn-1(毸)=1,由此推出Dn-2(毸)=…=D1(毸)=1。于是
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d1(毸)=d2(毸)= … =dn-1(毸)=1,

dn(毸)= Dn(毸)
Dn-1(毸)=f(毸).

因此,毸I-A 的相抵标准形为

diag{1,…,1,f(毸)}.
暋*例5暋已知条件同例4,如果f(毸)=p3(毸),其中p(毸)是 K 上首一不可约多项式,且

n曒3,求f(毸)的友矩阵A 的特征矩阵毸I-A 的行列式因子和不变因子;并且求毸I-A 的相

抵标准形。
解暋f(毸)的友矩阵A 的特征矩阵毸I-A 的n 阶行列式因子Dn(毸)=|毸I-A|=f(毸)

=p3(毸)。由于Dn-1(毸)|Dn(毸),degDn-1(毸)曑n-1,且p(毸)不可约,因此Dn-1(毸)有且只

有三种可能:1,p(毸),p2(毸)。
情形1暋Dn-1(毸)=1。此时Dn-2(毸)=…=D1(毸)=1。

从而暋d1(毸)=d2(毸)=…=dn-1(毸)=1,dn(毸)=Dn(毸)=p3(毸)。此时毸I-A 的相抵标准

形为

diag{1,…,1,p3(毸)}.

暋暋情形2暋Dn-1(毸)=p(毸),此时dn(毸)= Dn(毸)
Dn-1(毸)=p2(毸)。

由于di(毸)|di+1(毸),i=1,2,…,n-1,且

d1(毸)d2(毸)…dn(毸)=旤毸I-A旤=p3(毸),
因此暋dn-1(毸)=p(毸)。从而dn-2(毸)=…=d1(毸)=1。
此时,毸I-A 的相抵标准形为

diag{1,…,1,p(毸),p2(毸)}.

Dn-2(毸)=Dn-1(毸)
dn-1(毸)=1,Dn-3(毸)= … =D1(毸)=1.

暋暋情形3暋Dn-1(毸)=p2(毸),此时dn(毸)= Dn(毸)
Dn-1(毸)=p(毸)。

由于di(毸)|di+1(毸),i=1,2,…,n-1,且

d1(毸)d2(毸)…dn(毸)=旤毸I-A旤=p3(毸),
因此暋dn-1(毸)=p(毸),dn-2(毸)=p(毸),dn-3(毸)=…=d1(毸)=1,此时毸I-A 的相抵标准形为

diag{1,…,1,p(毸),p(毸),p(毸)}.

Dn-2(毸)=Dn-1(毸)
dn-1(毸)=p(毸),Dn-3(毸)=Dn-2(毸)

dn-2(毸)=1,

Dn-4(毸)= … =D1(毸)=1.
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习题7.4

1.证明下列多项式在实数域和有理数域上都不可约:
(1)x2+1;
(2)x2+x+1。

2.分别在复数域、实数域和有理数域上分解下列多项式为不可约因式的乘积:
(1)x4+1;
(2)x4+4。

3.证明:在K[x]中,g2(x)|f2(x)当且仅当g(x)|f(x)。

4.证明:在K[x]中,对任意正整数m 有

(fm(x),gm(x))= (f(x),g(x))m.
暋暋5.设m 为正整数,

(1)在R[x]中,x4+m 是否可约? 如果可约,请写出它的标准分解式;
(2)在Q[x]中,求出x4+m 可约的充分必要条件;当x4+m 在Q上可约时,写出它的

标准分解式。

暋*6.K[毸]中,f(毸)=p4(毸),其中p(毸)是 K 上首一不可约多项式,degf(毸)=n曒4。

f(毸)的友矩阵记作A,求毸I-A 的行列式因子和不变因子,并且求毸I-A 的相抵标准形。

7.5暋重暋因暋式

7.5.1暋内容精华

暋暋唯一因式分解定理揭示了数域K 上一元多项式环的结构:每一个次数大于0的多项

式f(x)都可以唯一地分解成有限多个不可约多项式的乘积。在f(x)的标准分解式中,如
果一个不可约因式pj(x)的幂指数为lj,那么自然可以把pj(x)叫做f(x)的lj 重因式。此

时plj
j
(x)|f(x),但是plj+1

j
(x)灨f(x)。由此引出下述定义:

定义1暋K[x]中,不可约多项式p(x)称为f(x)的k重因式,如果pk(x)|f(x),而

pk+1(x)灨f(x)。
在上述定义中,如果k=0,那么p(x)不是f(x)的因式;如果k=1,那么称p(x)是

f(x)的单因式;如果k>1,那么称p(x)是f(x)的重因式。
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显然,如果f(x)的标准分解式为

f(x)=apl1
1 (x)pl2

2 (x)…pls
s (x), (1)

那么pi(x)是f(x)的li 重因式,i=1,2,…,s。在(1)式中如果l1=l2=…=ls=1,那么称

f(x)没有重因式。
如何判别一个多项式有没有重因式呢? 由于没有一般的方法求一个多项式的标准分

解式,因此我们必须寻找别的方法来判断一个多项式有没有重因式。下面先看一个简单的

例子,以便从中受到启发。
设f(x)=(x+1)3暿R[x]。显然f(x)有重因式x+1。如果把f(x)看成多项式函

数,那么对f(x)可以求导数,得f曚(x)=3(x+1)2。于是

(f(x),f曚(x))= (x+1)2.
由此受到启发,有可能运用导数概念以及求最大公因式的方法来讨论一个多项式有没有重

因式的问题。我们模仿实变量多项式函数的求导公式,对于任意数域 K 上的一元多项式

给出导数的定义:
定义2暋对于K[x]中的多项式

f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0,
我们把多项式

nanxn-1+(n-1)an-1xn-2+…+a1

称为f(x)的导数(或一阶导数),记作f曚(x)。

f曚(x)的导数叫做f(x)的二阶导数,记作f曞(x);f曞(x)的导数叫做f(x)的三阶导数,
记作f熓(x),等等。f(x)的k阶导数记作f(k)(x)。

从定义2立即得出,一个n次多项式的导数是一个n-1次多项式;它的n阶导数是K
中一个非零数;它的n+1阶导数是零多项式。零多项式的导数是零多项式。

根据定义2,通过直接验证,得
[f(x)+g(x)]曚=f曚(x)+g曚(x),

[cf(x)]曚=cf曚(x),c暿K,
[f(x)g(x)]曚=f曚(x)g(x)+f(x)g曚(x),

[fm(x)]曚=mfm-1(x)f曚(x),m 暿N*

暋暋从前面的例子,f(x)=(x+1)3,f曚(x)=3(x+1)2,受到启发,猜测且可证明有下述结论:
定理1暋设K 是数域,在K[x]中,如果不可约多项式p(x)是f(x)的一个k(k曒1)重

因式,那么p(x)是f曚(x)的一个k-1重因式。特别地,f(x)的单因式不是f曚(x)的因式。
推论1暋设K 是数域,在K[x]中,不可约多项式p(x)是f(x)的一个重因式,当且仅

当p(x)是f(x)与f曚(x)的一个公因式。
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从推论1立即得到:
推论2暋设K 是数域,在K[x]中,次数大于0的多项式f(x)有重因式当且仅当f(x)

与f曚(x)有次数大于0的公因式。 曵
从推论2立即得到:
推论3暋设K 是数域,在 K[x]中,次数大于0的多项式f(x)没有重因式当且仅当

f(x)与f曚(x)互素。 曵
推论3表明,判断数域K 上一个次数大于0的多项式f(x)有没有重因式,只要计算

(f(x),f曚(x)),而求最大公因式有统一的方法———辗转相除法。所以我们有统一的方

法———辗转相除法判断一个多项式有没有重因式。
由于在数域扩大时,两个多项式的互素性不改变,一个多项式的导数也不改变,因此从

推论3立即得到:
推论4暋设数域F 包含数域K,对于K[x]中次数大于0的多项式f(x),f(x)在K[x]

中没有重因式当且仅当f(x)在F[x]中没有重因式。即f(x)有无重因式不会随数域的扩

大而改变。 曵
一个多项式如果没有重因式,那么它的结构比较简单,便于研究它的性质。如果数域K

上次数大于0的多项式f(x)有重因式,我们可以想办法求出一个多项式g(x),它与f(x)含有

完全相同的不可约因式(不计重数),但是g(x)没有重因式。如何求这个多项式g(x)呢? 设

f(x)=apl1
1 (x)pl2

2 (x)…pls
s (x),

其中p1(x),p2(x),…,ps(x)是两两不等的首一不可约多项式。据定理1得

f曚(x)=pl1-1
1 (x)pl2-1

2 (x)…pls-1
s (x)h(x),

其中h(x)不能被任何pi(x)整除,i=1,2,…,s。于是

(f(x),f曚(x))=pl1-1
1 (x)pl2-1

2 (x)…pls-1
s (x).

因此用(f(x),f曚(x))去除f(x)所得商式是

ap1(x)p2(x)…ps(x),
这就是我们要求的g(x),它没有重因式,且与f(x)含有完全相同的不可约因式(不计重

数)。这表明去掉f(x)的不可约因式的重数的方法是:先用辗转相除法求出f(x)与f曚(x)
的首一最大公因式(f(x),f曚(x)),然后对f(x)与(f(x),f曚(x))作带余除法,所得商式

g(x)即为所求的没有重因式的多项式。

7.5.2暋典型例题

例1暋判断下述有理系数多项式有无重因式。如果有重因式,试求出一个多项式与它

有完全相同的不可约因式(不计重数),且这个多项式没有重因式。
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f(x)=x3+x2-16x+20.
暋暋解暋f曚(x)=3x2+2x-16

用辗转相除法求出(f(x),f曚(x))=x-2。因此f(x)有重因式。
用(f(x),f曚(x))去除f(x)得商式为x2+3x-10,它没有重因式,且它与f(x)有完全

相同的不可约因式(不计重数)。
例2暋求例1中的多项式f(x)在Q[x]中的标准分解式。
解暋例1中已求出用x-2去除f(x)所得商式为x2+3x-10,余式为0,因此

f(x)= (x2+3x-10)(x-2)

= (x+5)(x-2)2.
暋暋例3暋设K 是数域,在K(x)中,f(x)=x3+ax+b,求f(x)有重因式的充分必要条件。

解暋f曚(x)=3x2+a
设a曎0,用辗转相除法求f(x)与f曚(x)的最大公因式:

h2(x)=3x-9b
2a

f曚(x)
3x2暋暋+a

3x2+9b
2ax

-9b
2ax+a

-9b
2ax-27b2

4a2

r2(x)=4a3+27b2

4a2

暋3f(x)
3x3暋暋+3ax+3b
3x3暋暋+ax

暋r1(x)=2ax+3b
1
2ar1(x)=x+3b

2a

暋暋h1(x)

x

暋暋暋暋f(x)有重因式

炡暋(f(x),f曚(x))曎1
炡暋4a3+27b2=0。
当a=0时,上述结论仍然成立。
例4暋K[x]中,f(x)的次数大于0,令

g(x)暶=f(x+b),b暿K.
暋暋证明:f(x)在K 上不可约当且仅当g(x)在K 上不可约。

证明暋充分性。易知degg(x)=degf(x)。假如f(x)在K 上可约,则在K[x]中,有

f(x)=f1(x)f2(x),degfi(x)<degf(x),i=1,2.
x用x+b代入,从上式得

f(x+b)=f1(x+b)f2(x+b).
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令gi(x)暶=fi(x+b),显然deggi(x)=degfi(x),i=1,2.于是在K[x]中,有

g(x)=g1(x)g2(x),deggi(x)<degg(x),i=1,2.
这与g(x)在K 上不可约矛盾,因此f(x)在K 上不可约。

必要性。x用x-b代入,则从g(x)=f(x+b)得g(x-b)=f(x),从充分性证得的结

论知,如果f(x)在K 上不可约,那么g(x)在K 上不可约。 曵
例5暋K[x]中,f(x)的次数大于0,令

g(x)暶=f(x+b).
暋暋证明:f(x)有重因式当且仅当g(x)有重因式。

证明暋设f(x)在K[x]中的标准分解式为

f(x)=apl1
1 (x)pl2

2 (x)…plss (x). (2)

x用x+b代入,从上式得

f(x+b)=apl1
1 (x+b)pl2

2 (x+b)…pls
s (x+b).

令qi(x)=pi(x+b),i=1,2,…,s,由于pi(x)在K 上不可约,因此据例4得,qi(x)在K 上

也不可约,i=1,2,…,s。于是g(x)在K[x]中的标准分解式为

g(x)=aql11 (x)ql22 (x)…qlss (x). (3)

暋暋f(x)有重因式暋炡暋(2)式中有某个lj>1
炡暋(3)式中有某个lj>1
炡暋g(x)有重因式。 曵

例6暋设K 是数域,在K[x]中,

f(x)=x3+a2x2+a1x+a0.
求f(x)有重因式的充分必要条件。

解暋令暋g(x)暶=f x-a2æ

è
ç

ö

ø
÷

3

= x-a2æ

è
ç

ö

ø
÷

3
3

+a2 x-a2æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

+a1 x-a2æ

è
ç

ö

ø
÷

3 +a0

=x3+ a1-1
3aæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2 x+2

27a
3
2-

a1a2

3 +a0

运用例5和例3的结论得,f(x)有重因式当且仅当

0=4a1-1
3aæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

3

+27 2
27a

3
2-a1a2

3 +aæ

è
ç

ö

ø
÷0

2

=4a3
2a0-a2

2a2
1-18a2a1a0+4a3

1+27a2
0.

暋暋点评暋研究数域K 上的3次多项式没有重因式的充分必要条件是有实际应用的。例

如,在密码学中,可以利用平面上的下述曲线:
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y2 =x3+ax+b,
其中4a3+27b2曎0,来建立公钥密码体系。据例3的结论知道,这里关于a,b的条件正是3
次多项式f(x)=x3+ax+b没有重因式的充分必要条件。

例7暋设K 是数域,在K[x]中,f(x)是4次多项式。如果x-2是f(x)+5的三重因

式,x+3是f(x)-2的二重因式,求f(x)。
解暋由已知条件得,x-2是(f(x)+5)曚=f曚(x)的二重因式,x+3是(f(x)-2)曚=

f曚(x)的单因式。
由于degf(x)=4,因此degf曚(x)=3。从而f曚(x)的标准分解式为

f曚(x)=a(x-2)2(x+3).
于是 f曚(x)=a(x3-x2-8x+12).
根据K[x]中多项式的导数的定义,得

f(x)=a 1
4x4-1

3x3-4x2+12æ

è
ç

ö

ø
÷x +b.

暋暋由于x-2整除f(x)+5,用综合除法得

28
3a+b+5=0. (4)

暋暋由于x+3整除f(x)-2,用综合除法得

-171
4a+b-2=0. (5)

暋暋联立(4)和(5)式,解得

a=- 84
625

,b=-2341
625.

因此 f(x)=-21
625x

4+28
625x

3+336
625x

2-1008
625x-2341

625.

例8暋设K 是数域,证明:K[x]中一个n次(n曒1)多项式f(x)能被它的导数整除的

充分必要条件是它与一个一次因式的n次幂相伴。
证明暋充分性。设f(x)=a(cx+b)n,则

f曚(x)=na(cx+b)n-1c.
从而 f曚(x)|f(x).

必要性。设f曚(x)|f(x),则(f(x),f曚(x))=cf曚(x),其中c-1是f曚(x)的首项系数。
由于用(f(x),f曚(x))去除f(x)所得的商式g(x)与f(x)有完全相同的不可约因式(不计

重数),且g(x)没有重因式,因此

f(x)=cg(x)f曚(x).
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由于degf(x)=n,degf曚(x)=n-1,因此g(x)=a(x+b).
从而暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋f(x)=a(x+b)n. 曵

习题7.5

1.判别下列有理系数多项式有无重因式? 如果有重因式,试求出一个多项式与它有

完全相同的不可约因式(不计重数),且这个多项式没有重因式。
(1)f(x)=x3-3x2+4;
(2)f(x)=x3+2x2-11x-12。

2.对于第1题中有重因式的多项式f(x),求出它在Q[x]中的标准分解式。

3.在Q[x]中,f(x)=x5-3x4+2x3+2x2-3x+1。
(1)求一个没有重因式的多项式g(x),使它与f(x)含有完全相同的不可约因式(不计

重数);
(2)求f(x)的标准分解式。

4.举例说明:在数域K 上的一元多项式环K[x]中,一个不可约多项式p(x)是f(x)
的导数f曚(x)的k-1重因式(k曒2),但是p(x)不是f(x)的k重因式。

5.设K 是数域,证明:在K[x]中,若不可约多项式p(x)是f(x)的导数f曚(x)的k-1
重因式(k曒1),并且p(x)是f(x)的因式,则p(x)是f(x)的k重因式。

6.设K 是数域,证明:在K[x]中,不可约多项式p(x)是f(x)的k重因式(k曒1)的充

分必要条件为:p(x)是f(x),f曚(x),…,f(k-1)(x)的因式,但不是f(k)(x)的因式。

7.设K 是数域,K[x]中,f(x)如下所述,求f(x)有重因式的充分必要条件。
(1)f(x)=x4+ax2+b;
(2)f(x)=x4+cx+d;
(3)f(x)=x4+cx3+d。

7.6暋一元多项式的根,复数域上的不可约多项式

7.6.1暋内容精华

暋暋唯一因式分解定理揭示了数域K 上一元多项式环K[x]的结构:每一个次数大于0的

多项式都可以唯一地分解成有限多个不可约多项式的乘积。下一步的任务就是要决定
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K[x]中的所有不可约多项式。由于一次因式都是不可约的,因此我们要进一步在次数大

于1的多项式中寻找不可约多项式。次数大于1的多项式如果有一次因式,那么它是可约

的;如果没有一次因式,那么它可能是不可约的,也可能是可约的。于是次数大于1的多项

式不可约的必要条件是它没有一次因式,但这不是充分条件。为此要研究K[x]中的多项

式f(x)有一次因式的充分必要条件,首先研究用一次多项式x-a去除f(x)得到的余式

是什么样子。
定理1(余数定理)暋在K[x]中,用x-a去除f(x)所得的余式是f(a)。
由定理1立即得到:
推论1暋在K[x]中,x-a|f(x)暋炡暋f(a)=0。 曵
从推论1看出,需要引进多项式的根的概念:
定义1暋设K 是数域,R 是一个有单位元的交换环,且R 可看成是K 的一个扩环。对

于f(x)暿K[x],如果有c暿R,使得f(c)=0,那么称c是f(x)在R 中的一个根。

f(x)在复数域和实数域中的根分别称为复根和实根。若f(x)暿Q[x],则f(x)在 Q
中的根(如果有的话)称为有理根。

从定义1和推论1立即得出:
定理2(Bezout定理)暋在K[x]中,x-a是f(x)的一次因式当且仅当a是f(x)在K

中的一个根。 曵
于是K[x]中的多项式f(x)有一次因式的充分必要条件是它在K 中有根。如果x-a

是f(x)的k重因式(k曒0),那么称a是f(x)的k重根。当k曒2时,a称为重根;当k=1
时,a称为单根;当k=0时,a不是根。

对于K[x]中的n次(n>0)多项式f(x),设

f(x)=a(x-c1)r1(x-c2)r2…(x-cm)rmprm+1
m+1 (x)…prss (x),

其中c1,c2,…,cm 是K 中两两不等的数,pm+1(x),…,ps(x)是次数大于1的首一不可约多

项式,它们两两不等,ri曒0,i=1,2,…,s。由于r1+r2+…+rm曑n,因此有:
定理3暋K[x]中n次(n>0)多项式f(x)在K 中至多有n个根(重根按重数计算)。 曵
显然,当n=0时,定理3也成立。
从定理3得出:如果一个次数不超过n的多项式在K 中有n+1个根,那么它必为零多

项式,由此立即得出:
定理4暋在K[x]中,设f(x)与g(x)的次数都不超过n,如果K 中有n+1个不同的数

c1,c2,…,cn+1,使得

f(ci)=g(ci),i=1,2,…,n+1, (1)
那么f(x)=g(x)。
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定理4使我们可以把数域K 上的一元多项式f(x)与一元多项式函数f等同看待。理

由如下:
任意给定f(x)暿K[x],可以得到K 到自身的一个映射f暶a f(a),炐a暿K。这

个映射f称为由多项式f(x)诱导的多项式函数,也称为K上的一元多项式函数。
把数域K 上的所有一元多项式函数组成的集合记作Kpol,在此集合中规定

(f+g)(a)暶=f(a)+g(a),炐a暿K, (2)
(fg)(a)暶=f(a)g(a)炐a暿K. (3)

从(2)、(3)式看出,f+g,fg分别是由多项式

h(x)=f(x)+g(x),p(x)=f(x)g(x)
诱导的多项式函数,因此(2)、(3)式定义了集合Kpol上的加法运算和乘法运算。易看出,零
函数是Kpol中的零元,常值函数1是Kpol中的单位元;易验证Kpol是一个有单位元的交换

环,称它为K 上的一元多项式函数环。
定理5暋数域K 上的两个多项式f(x)与g(x)如果不相等,那么它们诱导的多项式函

数f与g 也不相等。
证明暋设f(x)曎g(x)。假如f=g,则炐a暿K,有f(a)=g(a)。由于K 是数域,它有

无穷多个元素,于是根据定理4得,f(x)=g(x),矛盾。因此f曎g。 曵
注意,定理5证明中的关键是K 中有无穷多个元素。
设K 是数域,把多项式f(x)对应到它诱导的多项式函数f,这是K[x]到Kpol的一个

映射,显然它是满射;从定理5得出,这个映射是单射,从而它是双射。由于多项式f(x)+
g(x)对应的多项式函数是f+g,多项式f(x)g(x)对应的多项式函数是fg,因此这个映射

保持加法运算和乘法运算。
定义2暋设R 和R曚是两个环,如果存在从R 到R曚的一个双射氁,它保持加法和乘法运

算,即对炐a,b暿R,有

氁(a+b)=氁(a)+氁(b),

氁(ab)=氁(a)氁(b),
那么称氁是环R 到R曚的一个同构映射,此时称环R 与R曚是同构的,记作R煹R曚。

从上面的讨论立即得到:设K 是数域,则

K[x]煹Kpol.
从而可以把数域K 上的一元多项式f(x)(这是一个表达式

踿踿踿
)与数域K 上的一元多项式函

数f(这是一个映射
踿踿

)等同起来。
由Bezout定理立即得到:在K[x]中,x-a是f(x)的一次因式当且仅当多项式函数f在a

处的函数值f(a)=0。这使得我们可以运用函数论的知识来研究数域K 上的不可约多项式。
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现在来研究复数域上的不可约多项式有哪些。设

f(x)=anxn +…+a1x+a0 暿C[x]
且degf(x)=n>0。假如f(x)没有复根,则炐z暿C,有f(z)曎0。于是函数

毜(z)= 1
f(z)

的定义域为C。类似于实变量函数,复变量的多项式函数有导数,且复变量函数的导数与

四则运算的关系,以及复合函数的求导法则,都像实变量函数那样,因此,毜(z)在复平面C
的每一个点处都有导数,此时称毜(z)在复平面C上解析。

当|z|曻+曓时,|毜(z)|的变化趋势如何? 我们有

旤f(z)旤=旤anzn +an-1zn-1+…+a1z+a0旤
曒旤anzn旤-旤an-1zn-1+…+a1z+a0旤
曒旤an旤旤z旤n -(旤an-1旤旤z旤n-1+…+旤a1旤旤z旤+旤a0旤).

直觉猜测:当|z|充分大时,有

旤an旤旤z旤n -(旤an-1旤旤z旤n-1+…+旤a1旤旤z旤+旤a0旤)>0.
为了论证这一猜测是真的,令

M = max{旤an-1旤,…,旤a1旤,旤a0旤}.
于是当|z|-1>0时,有

暋旤an-1旤旤z旤n-1+…+旤a1旤旤z旤+旤a0旤
曑M(旤z旤n-1+…+旤z旤+1)

=M1-旤z旤n

1-旤z旤 =M旤z旤n -1
旤z旤-1 <M 旤z旤n

旤z旤-1.

又当|z|-1>0时,有

M旤z旤n

旤z旤-1曑旤an旤旤z旤n暋炡暋旤z旤曒1+ M
旤an旤

.

因此,当|z|曒1+ M
|an|

时,有

旤f(z)旤曒旤an旤旤z旤n -(旤an-1旤旤z旤n-1+…+旤a1旤旤z旤+旤a0旤)

>旤an旤旤z旤n -M 旤z旤n

旤z旤-1曒0.

于是,当|z|曒1+ M
|an|

时,有

旤毜(z)旤= 1
旤f(z)旤曑 1

旤an旤旤z旤n -(旤an-1旤旤z旤n-1+…+旤a1旤旤z旤+旤a0旤)
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=

1
旤z旤n

旤an旤- 旤an-1旤 1
旤z旤+…+旤a1旤 1

旤z旤n-1 +旤a0旤 1
旤z旤

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

曻0,当旤z旤曻+曓.
所以 lim

|z|曻+曓
|毜(z)|=0.

于是存在r>0,M1>0,使得当|z|>r时,有

旤毜(z)旤曑M1.
暋暋显然毜(z)在圆盘|z|曑r上连续。根据“有界闭集上的连续函数必有界(指它的模)暠,
因此毜(z)在|z|曑r上有界,即存在M2>0,使得当|z|曑r时,有

旤毜(z)旤曑M2

综上所述得,炐z暿C,有

旤毜(z)旤曑 max{M1,M2}.
这表明毜(z)在复平面C上有界。

根据复变函数论的Liouvill定理:在复平面C上解析且有界的函数必为常值函数,得

毜(z)=b,炐z暿C,
其中b是某个非零复数,从而

f(z)= 1
b

,炐z暿C.

由此得出,f(x)=1
b

。这与degf(x)=n>0矛盾。因此f(x)必有复根。于是我们证明了:

定理6(代数基本定理)暋每一个次数大于0的复系数多项式至少有一个复根。 曵
定理6被称为“代数基本定理暠是因为在19世纪以前求代数方程的根是代数学的最重

要课题,这个定理的第一个严格证明是高斯(Gauss)于1799年给出的,后来他又给出了四

个证明;Jordan,Weyl等人也给过证明。
由定理6立即得到:每一个次数大于0的复系数多项式都有一次因式,从而次数大于1

的复系数多项式都是可约的。于是得到:
推论2暋复数域上的不可约多项式只有一次多项式。 曵
定理7(复系数多项式唯一因式分解定理)暋每一个次数大于0的复系数多项式在复数

域上都可以唯一地分解成一次因式的乘积。 曵
因此次数大于0的复系数多项式f(x)的标准分解式为

f(x)=a(x-c1)l1(x-c2)l2…(x-cs)ls. (4)
于是立即得出:
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推论3暋每一个n次(n>0)复系数多项式恰有n个复根(重根按重数计算)。 曵
显然,当n=0时,推论3也成立。
至此我们完全决定了复数域上的不可约多项式(见推论2),从而细化了复系数多项式

的唯一因式分解定理。
利用复系数多项式唯一因式分解定理,可以得出数域K 上的n 次(n>0)多项式f(x)

的复根与它的系数之间的关系:
设f(x)=xn+an-1xn-1+…+a1x+a0暿K[x],n>0。把f(x)看成复系数多项式,设

它的n个复根为c1,c2,…,cn(它们可能有相同的),则f(x)在复数域上有因式分解:

f(x)= (x-c1)(x-c2)…(x-cn). (5)
把(5)式的右端展开,并且比较各项系数得

an-1 =-(c1+c2+…+cn),
…

an-k = (-1)k 暺
1曑i1<…<ik曑n

ci1ci2
…cik

, (6)

…

a0 = (-1)nc1c2…cn.
公式(6)称为Vieta公式。

暋*复系数多项式唯一因式分解定理在毸灢矩阵相抵的判定上也有应用。
定义3暋设A(毸)是C[毸]上的n级非零矩阵,A(毸)的每个次数大于0的不变因子的标

准分解式中,出现的所有一次因式的方幂(相同的必须按出现的次数计算)称为A(毸)的初

等因子。
从定义3看出,如果知道了A(毸)的不变因子,那么可以唯一确定出A(毸)的初等因子;

反之,如果知道了A(毸)的初等因子,也可以唯一确定出A(毸)的不变因子。考虑到以后的

应用,假定A(毸)的秩为n。于是A(毸)的不变因子有n个。我们把A(毸)的初等因子中同一

个一次因式的方幂按降幂排列,并且当同一个一次因式的方幂不到n个时,就在后面补上

适当个数的1,以便凑齐n个方幂。于是有

(毸-毸1)k11, (毸-毸1)k12, …, (毸-毸1)k1n

(毸-毸2)k21, (毸-毸2)k22, …, (毸-毸2)k2n

汅 汅 汅
(毸-毸s)ks1, (毸-毸s)ks2, …, (毸-毸s)ksn .

(7)

由于(7)式中出现的一次因式的方幂(除去零次幂以外)就是A(毸)的全部次数大于0的不

变因子的标准分解式中的一次因式方幂,因此(7)式中的一次因式方幂应当分别属于A(毸)
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的各个不变因子。注意到A(毸)的不变因子具有性质:

di(毸)旤di+1(毸),i=1,2,…,n-1.
因此dn(毸)应当包含(7)式中每个一次因式的最高方幂,dn-1(毸)应当包含(7)式中每个一次因

式的次高方幂。如此下去,换句话说,(7)式中第1列的一次因式方幂的乘积就是dn(毸),第2
列的一次因式方幂的乘积就是dn-1(毸),…,第n列的一次因式方幂(可能是零次幂)的乘积就

是d1(毸)。这样从A(毸)的初等因子便唯一确定出了A(毸)的不变因子。由此立即得出:
定理8暋C[毸]上两个满秩n级矩阵相抵的充分必要条件是它们有相同的初等因子。 曵
对于数域 K 上的n 级矩阵A,它的特征矩阵毸I-A 是满秩的n 级毸灢矩阵(因为

|毸I-A|曎0)。由于毸I-A 的n 个不变因子的乘积等于|毸I-A|,因此如果|毸I-A|在

K[毸]中的标准分解式是一次因式方幂的乘积,那么毸I-A 的每个不变因子在K[毸]中的标

准分解式也都是一次因式方幂的乘积,这时所有这些一次因式的方幂(相同的必须按出现

的次数计算)是毸I-A 的初等因子。按照上面一段的议论,毸I-A 的不变因子与初等因子

互相唯一确定。因此与定理8一样,有下述结论:
定理9暋设A,B 是数域K 上的n 级矩阵,如果它们的特征多项式在K[毸]中都能分解

成一次因式方幂的乘积,那么毸I-A 与毸I-B 相抵的充分必要条件是它们有相同的初

等因子。
今后我们把数域K 上n 级矩阵A 的特征矩阵毸I-A 的不变因子叫做A 的不变因子。

如果A 的特征多项式|毸I-A|在K[毸]中能分解成一次因式方幂的乘积,那么我们把毸I-
A 的初等因子叫做A 的初等因子。

设A(毸)是C[毸]上的n级满秩矩阵,A(毸)的初等因子比起不变因子较容易求出。
定理10暋设A(毸)是C[毸]上的n级满秩矩阵,通过初等变换把A(毸)化成对角矩阵,然

后把主对角线上每个次数大于0的多项式分解成互不相同的一次因式方幂的乘积,那么所

有这些一次因式的方幂(相同的按出现的次数计算)就是A(毸)的初等因子。
设A 是数域K 上的n 级矩阵,如果它的特征多项式|毸I-A|在K[毸]中能分解成一次

因式的方幂的乘积,那么可以按照定理10所讲的方法求出A 的特征矩阵毸I-A 的初等

因子。
前面指出,可以把数域K 上的一元多项式与一元多项式函数等同看待。从而我们利

用函数论的知识证明了代数基本定理,进而决定了复数域上的所有不可约多项式。现在我

们反过来要运用多项式的理论来解决函数论中的一些问题。定理4表明:数域 K 上一个

次数不超过n 的多项式,被它在K 的n+1个不同元素的值所唯一确定。于是在实际问题

中,如果变量y与变量x 之间有确定的依赖关系(即函数关系),并且通过观测得到当x取

n+1个不同的值c0,c1,…,cn 时,y的对应值为d0,d1,…,dn。那么我们可以找一个次数不
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超过n的多项式f(x),满足f(ci)=di,i=0,1,…,n,用多项式函数y=f(x)来近似地描述

y与x 的函数关系。此时把这个多项式函数y=f(x)称为原来函数的插值函数,或插值多

项式。求插值函数的问题称为插值问题。下面介绍求插值多项式的一些方法。
定理11暋设c0,c1,…,cn 是数域K 中n+1个不同的数d0,d1,…,dn暿K,则K[x]中

存在唯一的一个次数不超过n的多项式f(x),使得

f(ci)=di,i=0,1,2,…,n. (8)

暋暋证明暋据定理4得,满足(8)式的次数不超过n的多项式f(x)如果存在,那么它是唯

一的。现在来证存在性。
先看一个特殊情形:任意取定i暿{0,1,…,n},设

d0 = … =di-1 =di+1 = … =dn =0.
如果存在一个次数不超过n的多项式fi(x),使得

fi(cj)=dj =0,j曎i;fi(ci)=di. (9)
那么fi(x)有n个不同的根c0,…,ci-1,ci+1,…,cn。由于degfi(x)曑n,因此

fi(x)=ai(x-c0)…(x-ci-1)(x-ci+1)…(x-cn). (10)
由于fi(ci)=di,因此由(10)式得

ai = di

(ci-c0)…(ci-ci-1)(ci-ci+1)…(ci-cn)
. (11)

把(11)式代入(10)式得

fi(x)=di
(x-c0)…(x-ci-1)(x-ci+1)…(x-cn)
(ci-c0)…(ci-ci+1)(ci-ci+1)…(ci-cn)

. (12)

显然(12)式给出的fi(x)是次数不超过n的多项式,且满足(9)式。
现在看一般情形。令

f(x)= 暺
n

i=0
di

(x-c0)…(x-ci-1)(x-ci+1)…(x-cn)
(ci-c0)…(ci-ci-1)(ci-ci+1)…(ci-cn)

. (13)

则degf(x)曑n,且满足

f(cj)= 暺
n

i=0
di

(cj-c0)…(cj-ci-1)(cj-ci+1)…(cj-cn)
(ci-c0)…(ci-ci-1)(ci-ci+1)…(ci-cn)

=dj. 曵
暋暋(13)式给出的多项式称为拉格朗日(Lagrange)插值公式。

定理11中求插值多项式f(x)还可以用牛顿(Newton)插值公式:

f(x)=u0+u1(x-c0)+u2(x-c0)(x-c1)+…

+un(x-c0)(x-c1)…(x-cn-1). (14)
其中系数u0,u1,…,un 可以通过把x 逐次用c0,c1,…,cn 代入而从(14)式求出。
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定理11中求插值多项式f(x)还可以用待定系数法,设

f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0, (15)
由于要求f(ci)=di,i=0,1,…,n,因此可以得到一个含未知数an,an-1,…,a0 的n+1个

方程组成的线性方程组,它的系数行列式是范德蒙行列式,这个行列式不等于0,因此方程

组有唯一解。

7.6.2暋典型例题

例1暋在Q[x]中,f(x)=x3-3x2+ax+4。求a的值,使f(x)在Q中有重根,并且求

出相应的重根及其重数。
解法一暋c暿Q是f(x)的重根

炡暋x-c是f(x)的重因式

炡暋x-c是(f(x),f曚(x))的因式。
用辗转相除法求(f(x),f曚(x)),当a曎3时,

c是f(x)在Q中的重根

炡暋4a3-9a2+216a=0(a暿Q)且x-c是x+12+a
2a-6

的因式

炡暋a=0且c=2。
当a=3时,(f(x),f曚(x))=1,从而f(x)没有重因式,因此f(x)在Q中没有重根。
综上所述,f(x)在Q中有重根当且仅当a=0,此时2是f(x)的重根。用x-2去除

f(x),采用综合除法,易求出2是f(x)的二重根。
解法二暋f(x)在Q中有重根

炤暋f(x)在Q[x]中有重因式

炡暋4·(-3)3·4-(-3)2a2-18·(-3)·a·4+4a3+27·42=0
炡暋4·a3-9a2+216a=0
炡暋a=0或4a2-9a+216=0(舍去)。
因此f(x)在Q中有重根的必要条件是a=0,再看它是否为充分条件。当a=0时,

f(x)=x3-3x2+4
=x3-2x2-x2+4
=x2(x-2)-(x+2)(x-2)

= (x-2)(x2-x-2)

= (x-2)2(x+1).
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因此f(x)在Q中有重根当且仅当a=0,此时2是f(x)的二重根。
点评暋解法一具有普遍性,解法二针对f(x)是3次多项式,利用了7.5节例6中关于

3次多项式有重因式的充分必要条件,从而变得比较简捷。
需要注意:K[x]中的多项式f(x)在K 中有重根的必要条件是f(x)在 K[x]中有重

因式,但这不是充分条件。即,可能f(x)在 K[x]中有重因式,但是f(x)在 K 中没有重

根。例如,Q[x]中,f(x)=(x2-2)2 有二重因式x2-2,但是f(x)在 Q中没有根,当然

也就没有重根。当K 是复数域时,C[x]中的多项式f(x)在 C中有重根当且仅当f(x)
有重因式。

例2暋设K 是数域,证明:K[x]中两个次数大于0的多项式没有公共复根的充分必要

条件是它们互素。
证明暋设f(x),g(x)暿K[x],则

暋暋f(x)与g(x)有公共复根

炡暋f(x)与g(x)在C[x]中有公共的一次因式

炡暋f(x)与g(x)在C[x]中不互素

炡暋f(x)与g(x)在K[x]中不互素。
从而f(x)与g(x)没有公共复根当且仅当f(x)与g(x)在K[x]中互素。 曵

点评暋在例2证明过程的第二步的充分性利用了复数域上每一个次数大于0的多项

式都可以分解成一次因式的乘积。例2的结论使我们可以利用辗转相除法判断K[x]中两

个多项式有无公共复根,并且如果有的话,把公共复根求出来:c是f(x)与g(x)的公共复

根当且仅当x-c是(f(x),g(x))的因式。
例3暋Q[x]中,f(x)=x3-3x2+x-3,g(x)=x4-x3+2x2-x+1。f(x)与g(x)有

无公共复根? 如果有,试把它求出来。
解法一暋用辗转相除法求出:

(f(x),g(x))=x2+1= (x-i)(x+i).
因此i和-i是f(x)与g(x)的公共复根。

解法二 f(x)=x3-3x2+x-3暋暋暋暋
=x2(x-3)+(x-3)

=(x2+1)(x-3),

g(x)=x4-x3+2x2-x+1
= (x4+2x2+1)-x3-x
= (x2+1)2-x(x2+1)

= (x2+1)(x2+1-x).
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于是暋暋暋暋暋暋(f(x),g(x))=x2+1=(x-i)(x+i).
因此i和-i是f(x)与g(x)的公共复根。

点评暋例3的解法一用辗转相除法求(f(x),g(x))是普遍适用的方法。解法二通过

因式分解来求(f(x),g(x)),只对一些特殊的多项式适用,因为没有一个通法来把K[x]中
任意一个次数大于0的多项式分解成不可约多项式的乘积。

例4暋证明:在K[x]中,如果x-a|f(xm),其中m 是任一正整数,那么

xm -am旤f(xm).
暋暋证明暋令g(x)=f(xm),由于x-a|f(xm),即x-a|g(x),因此a是g(x)在K 中的

根,从而g(a)=0,于是f(am )=g(a)=0。这表明am 是f(x)在 K 中的根。因此

x-am|f(x)。从而有h(x)暿K[x],使得f(x)=h(x)(x-am)。不定元x用xm 代入,从
上式得f(xm)=h(xm)(xm-am),于是xm-am|f(xm)。 曵

点评暋例4的证明主要是利用了根与一次因式的关系,以及一元多项式环的通用性

质。如果不用一元多项式环的通用性质,就很难把道理讲清楚。
例5暋证明:在Q[x]中,有

x2+x+1x3m +x3n+1+x3l+2,
其中m,n,l暿N* 。

证明暋把上述多项式看成复数域上的多项式,记w=-1+ 3i
2

。由于w3=1,因此有

1+w+w2 =0,

w3m +w3n+1+w3l+2 =1+w+w2 =0.
从而w 是x2+x+1与x3m+x3n+1+x3l+2的公共复根。据Bezout定理得,x-w 是它们的

公因式,从而它们不互素。由于互素性不随数域的扩大而改变,因此x2+x+1与x3m +
x3n+1+x3l+2在Q[x]中也不互素。又由于二次多项式x2+x+1在Q[x]中没有一次因式,
因此它在Q上不可约。于是在Q[x]中,有

x2+x+1x3m +x3n+1+x3l+2. 曵
暋暋点评暋例5的证明充分显示了掌握理论的重要性。利用根与一次因式的关系,互素性

不随数域的扩大而改变,Q[x]中不可约多项式与任一多项式的关系要么互素,要么能整除

它,就证明了结论。几乎不用什么计算,也不需要什么特殊技巧。
例6暋证明:在Q[x]中,如果

x2+x+1f1(x3)+xf2(x3),
那么1是fi(x)的根,i=1,2。

证明暋由已知条件得,存在h(x)暿Q[x],使得
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f1(x3)+xf2(x3)=h(x)(x2+x+1). (16)

记w=-1+ 3i
2

,则w2+w+1=0,(w2)2+w2+1=w+w2+1=0。

x分别用w,w2 代入,从(1)式得

f1(1)+wf2(1)=0,

f1(1)+w2f2(1)=0.
联立解得,f1(1)=0,f2(1)=0。
因此1是fi(x)的根,i=1,2。 曵

点评暋例6的证题思路是为了求f1(1)、f2(1),需要列出两个方程,利用已知的整除关

系可写出关于整除的等式(16)。从(16)式的具体情形看出,应当把x用三次单位根w,w2

代入,才能得到关于f1(1)、f2(1)的两个方程。
例7暋设K 是一个数域,f(x)暿K[x]且f(x)的次数n大于0。证明:如果在K[x]

中,f(x)|f(xm),m 是一个大于1的整数,那么f(x)的复根只能是0或单位根。
证明暋任取f(x)的一个复根c,则f(c)=0。
由于在K[x]中,f(x)|f(xm),因此存在h(x)暿K[x],使得

f(xm)=h(x)f(x). (17)

x用c代入,从(17)式得f(cm)=h(c)f(c)=0。于是cm 是f(x)的一个复根。

x用cm 代入,从(17)式得f(cm2)=h(cm)f(cm)=0。于是cm2
也是f(x)的一个复根。

依次下去可得,c,cm,cm2,cm3,…都是f(x)的复根。把f(x)看成 C[x]中的多项式,由于

degf(x)=n,因此f(x)恰有n 个复根(重根按重数计算)。于是必存在正整数j,使得

cmj
=cmi对于某个正整数i<j。由此得出cmi(cmj-mi-1)=0。因此cmi=0或cmj-mi=1。从

而c=0或c是单位根。 曵
点评暋从例7的证明过程看出,运用一元多项式环的通用性质才能把从c是f(x)的复根

推导出cm,cm2,cm3,…都是f(x)的复根的道理讲清楚。否则,不仅道理说不清楚,而且容易产

生差错。
例8暋设K 是一个数域,f(x)暿K[x]且degf(x)=n>0。证明:c是f(x)的k重复根

(k曒1)的充分必要条件是:

f(c)=f曚(c)= … =f(k-1)(c)=0,f(k)(c)曎0. (18)

暋暋证明暋必要性。设c是f(x)的k重复根(k曒1),则在C[x]中,x-c是f(x)的k重因

式,从而x-c是f曚(x)的k-1重因式,于是x-c是f曞(x)的(k-1)-1=k-2重因式。依

次下去可得,x-c是f熓(x)的k-3重因式,…,x-c是f(k-1)(x)的1重因式,x-c不是

f(k)(x)的因式,因此
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f(c)=f曚(c)= … =f(k-1)(c)=0,f(k)(c)曎0.
暋暋充分性。设复数c使得(18)式成立,则c是f(x),f曚(x),…,f(k-1)(x)的复根,c不是

f(k)(x)的复根。从而在C[x]中,x-c是f(k-1)(x)的单因式。于是x-c是f(k-2)(x)的2
重因式。依此类推可得,x-c分别是f(k-3)(x),…,f曚(x),f(x)的3重,…,k-1重,k重因

式,因此c是f(x)的k重复根。 曵
例9暋设f(x)=x4+5x3+ax2+bx+c暿Q[x],如果-2是f(x)的3重根,求a,b,c。
解暋据例8的结论,-2是f(x)的3重根当且仅当

f(-2)=f曚(-2)=f曞(-2)=0,f熓(-2)曎0
f曚(x)=4x3+15x2+2ax+b,

f曞(x)=12x2+30x+2a,

f熓(x)=24x+30.
解关于a,b,c的方程组

(-2)4+5暳(-2)3+a(-2)2+b(-2)+c=0,

4暳(-2)3+15暳(-2)2+2a(-2)+b=0,

12暳(-2)2+30暳(-2)+2a=0

ì

î

í

ïï

ïï ,
得,a=6,b=-4,c=-8。

例10暋证明:数域K 上任意一个不可约多项式在复数域内没有重根。
证明暋设p(x)是 K[x]中的不可约多项式,它在 K[x]中的标准分解式为p(x)=

a·1
ap(x),其中a是p(x)的首项系数。由此看出p(x)在 K[x]中没有重因式。从而

p(x)在C[x]中没有重因式,于是p(x)在复数域内没有重根。 曵
点评暋例10的证明的关键是利用了“有无重因式不随数域的扩大而改变暠这个结论。
例11暋证明:在 K[x]中,如果f(x)与一个不可约多项式p(x)有公共复根,那

么p(x)f(x)。
证明暋由已知条件得,f(x)与p(x)在 C[x]中有公共的一次因式,因此在 C[x]中,

(f(x),p(x))曎1。从而在K[x]中,(f(x),p(x))曎1。由于p(x)是K 上不可约多项式,
因此p(x)f(x)。 曵

点评暋例11证明的关键有两点:第一,互素性不随数域的扩大而改变;第二,K[x]中,
不可约多项式p(x)与任一多项式f(x)的关系或者互素,或者p(x)|f(x)。

从例5、例6、例7、例10、例11等题目看出,掌握一元多项式环的通用性质,掌握“整除

关系,首一最大公因式,互素性,有无重因式都不随数域的扩大而改变暠,掌握K[x]中不可

约多项式与任一多项式的关系等理论,可以比较容易找到解题思路,而且能把解题过程写
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得清楚明白,不至于含糊不清。
例12暋在C[x]中,求xn-1的标准分解式。
解暋c是xn-1的复根暋炡暋cn-1=0

炡暋c是n 次单位根。

由于恰有n个两两不等的n 次单位根:1,毼,毼2,…,毼n-1,其中毼=ei2毿n ,因此xn-1在C[x]中
的标准分解式为

xn -1= (x-1)(x-毼)(x-毼2)…(x-毼n-1). (19)

暋暋例13暋设xn-an 是数域K 上的多项式(a曎0),求xn-an 在C[x]中的标准分解式。

解暋xn-an=an xæ

è
ç

ö

ø
÷

a
n

[ ]-1 .

x用x
a

代入,从例12的xn-1的标准分解式(19)得

xæ

è
ç

ö

ø
÷

a
n

-1= x
a -æ

è
ç

ö

ø
÷1 x

a -æ

è
ç

ö

ø
÷毼

x
a -毼

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 … x
a -毼n-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 .

从而

xn -an = (x-a)(x-a毼)(x-a毼2)…(x-a毼n-1). (20)

暋暋例14暋设K 是一个数域,R 是一个有单位元的交换环,且R 可看成是K 的一个扩环,
设a暿R,令

Ja = {f(x)暿K[x]f(a)=0}, (21)
设Ja曎{0},证明:

(1)Ja 中存在唯一的首一多项式m(x),使得

Ja = {h(x)m(x)h(x)暿K[x]}; (22)

暋暋(2)如果R 是无零因子环,那么第(1)小题中的m(x)在K[x]中不可约。
证明暋(1)在Ja 中取一个次数最低的首一多项式,记作 m(x),任取f(x)暿Ja,在

K[x]中,用m(x)去除f(x),作带余除法:

f(x)=h(x)m(x)+r(x),degr(x)<degm(x).
暋暋假如r(x)曎0,x用a 代入,从上式得

f(a)=h(a)m(a)+r(a).
由此得出,r(a)=0,从而r(x)暿Ja,这与 m(x)的取法矛盾,因此r(x)=0。即f(x)=
h(x)m(x),从而(22)式成立。

设首一多项式m1(x)也使得

Ja = {h(x)m1(x)h(x)暿K[x]},
则m(x)m1(x)且m1(x)m(x)。从而m(x)~m1(x)。又由于它们首一,因此m(x)=m1(x)。
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(2)假如m(x)在K[x]中可约,则在K[x]中有

m(x)=m1(x)m2(x),degmi(x)<degm(x),i=1,2.
x用a 代入,从上式得

m(a)=m1(a)m2(a).
由于m(a)=0,且R 是无零因子环,因此m1(a)=0或者m2(a)=0。从而m1(x)暿Ja 或者

m2(x)暿Ja,这与m(x)是Ja 中次数最低的多项式矛盾。所以m(x)在K[x]中不可约。曵
例15暋在例14中,取K 为复数域C,取R 为C[A],其中

A =
1 -1æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
.

求JA 中次数最低的首一多项式m(x)。

解暋A2 =
1 -1æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
1 -1æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1
=

0 -2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 0

=2
0 -1æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0
=2(A-I).

因此 A2-2A+2I=0.
令 f(x)=x2-2x+2,
则 f(A)=A2-2A+2I=0.
从而f(x)暿JA。由例14的第(1)小题知道,m(x)f(x)。在C[x]中,

f(x)= [x-(1+i)][x-(1-i)].
显然,x-(1暲i)烖JA,因此m(x)=f(x)。即

m(x)=x2-2x+2.
暋暋点评暋例15的JA 中次数最低的首一多项式m(x)在C[x]中可约,这是因为C[A]是
有零因子的环。例如,A-(1+i)I曎0,A-(1-i)I曎0,但是

[A-(1+i)I][A-(1-i)I]=A2-2A+2I=0.
因此A-(1暲i)I都是C[A]中非平凡的零因子。

例16暋设A 是数域K 上的n 级矩阵,证明:A 的特征多项式的n 个复根的和等于

tr(A),n个复根的乘积等于 A 。
证明暋A 的特征多项式f(毸)为

f(毸)= 毸I-A =毸n -tr(A)毸n-1+…+(-1)n A .
设f(毸)的n个复根为c1,c2,…,cn,据 Vieta公式得

-tr(A)=-(c1+c2+…+cn),
(-1)n A = (-1)nc1c2…cn.
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因此暋暋暋暋暋暋暋c1+c2+…+cn=tr(A),c1c2…cn= A . 曵

例17暋设毼=ei2毿n ,其中n是大于1的正整数,证明:对于0<k<n,有

暺
0曑j1<j2<…<jk<n

毼j1毼j2…毼jk =0. (23)

暋暋证明暋在C[x]中,

xn -1= (x-1)(x-毼)(x-毼2)…(x-毼n-1).
当0<k<n时,xn-1中xn-k的系数an-k=0。由 Vieta公式得,(23)式成立。 曵
暋*例18暋设A 是有理数域上的3级矩阵:

A =
2 3 2
1 8 2
-2 -14 -

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

,

A 有无初等因子? 如果有,试求出A 的初等因子。
解暋

毸I-A =
毸-2 -3 -2
-1 毸-8 -2
2 14 毸+

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

曻
3

-1 毸-8 -2
0 毸2-10毸+13 -2毸+2
0 2毸-2 毸-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

曻

1

1 0 0
0 毸2-10毸+13 -2(毸-1)

0 2(毸-1) 毸-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

曻
1

1 0 0
0 毸2-6毸+9 0
0 2(毸-1) 毸-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

曻

1

1 0 0
0 (毸-3)2 0
0 0 毸-

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1
.

因此A 的初等因子为毸-1,(毸-3)2。
例19暋求一个次数不超过3的多项式f(x)暿Q[x],使得f(0)=5,f(1)=7,f(-1)

=9,f(-2)=13。
解法一暋用拉格朗日插值公式,得

f(x)=5
(x-1)(x+1)(x+2)
(0-1)(0+1)(0+2)+7

(x-0)(x+1)(x+2)
(1-0)(1+1)(1+2)

+9
(x-0)(x-1)(x+2)

(-1-0)(-1-1)(-1+2)+13
(x-0)(x-1)(x+1)

(-2-0)(-2-1)(-2+1)

=x3+3x2-2x+5.
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暋暋解法二暋用牛顿插值公式,得

f(x)=u0+u1x+u2x(x-1)+u3x(x-1)(x+1).
因为f(0)=5,所以u0=5。因为f(1)=7,所以

7=5+u1·1.
从而u1=2。因为f(-1)=9,所以

9=5+2(-1)+u2(-1)(-1-1).
从而u2=3。因为f(-2)=13,所以

13=5+2(-2)+3(-2)(-2-1)+u3(-2)(-2-1)(-2+1).
从而u3=1。因此

f(x)=5+2x+3x(x-1)+x(x-1)(x+1)

=x3+3x2-2x+5.
暋暋解法三暋设f(x)=a3x3+a2x2+a1x+a0。
用待定系数法求出a3=1,a2=3,a1=-2,a0=5。细节留给读者自己做。

例20暋设c0,c1,…,cn 是数域K 的n+1个两两不等的元素,令
F(x)= (x-c0)(x-c1)…(x-cn).

把拉格朗日插值公式用F(x)以及F曚(ci)(i=0,1,…,n)来表示。

解暋F曚(x)= 暻
n

j=1

(x-cj)+暻
j曎1

(x-cj)+…+暻
j曎n

(x-cj)

于是F曚(ci)= 暻
j曎i

(ci-cj)。从而拉格朗日插值公式可写成

f(x)= 暺
n

i=0
di

F(x)
F曚(ci)(x-ci)

.

暋暋例21暋求所有4次多项式,使它在任意自然数上的值都是整数。
解暋设f(x)=u0+u1x+u2x(x-1)+u3x(x-1)(x-2)+u4x(x-1)(x-2)(x-3),

u4曎0,如果f(x)在任意自然数上的值都是整数,那么

(1)u0=f(0)暿Z,u1=f(1)-u0暿Z;
(2)2!u2=f(2)-u0-2u1暿Z;
(3)3!u3=f(3)-u0-3u1-6u2暿Z;
(4)4!u4=f(4)-u0-4u1-12u2-24u3暿Z。
记a0=u0,a1=u1,a2=2!u2,a3=3!u3,a4=4!u4,则

f(x)=a0+a1x+ 1
2!a2x(x-1)+ 1

3!a3x(x-1)(x-2)

+ 1
4!a4x(x-1)(x-2)(x-3). (24)
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其中a0,a1,a2,a3,a4暿Z,且a4曎0。
任取正整数n,有

f(n)=a0+a1n+a2

2!n(n-1)+a3

3!n(n-1)(n-2)+a4

4!n(n-1)(n-2)(n-3)

=a0+a1n+C2
na2+C3

na3+C4
na4 暿Z.

因此所求的所有4次多项式都是形如(24)式,其中ai暿Z,i=0,1,2,3,4且a4曎0。
例22暋设f(x),g(x)暿C[x],证明:如果f-1(0)=g-1(0),且f-1(1)=g-1(1),那么

f(x)=g(x)。
证明 暋 设 max{degf(x),degg(x)}=n,不 妨 设 f(x)的 次 数 为 n,显 然

f-1(0)暽f-1(1)=熈,如果能证明

f-1(0)暼f-1(1)曒n+1.
那么由于f-1(0)=g-1(0)且f-1(1)=g-1(1),因此f(x)=g(x)。

设f(x),f(x)-1的标准分解式分别为

f(x)=a暻
m

i=1

(x-ci)ri,

f(x)-1=a暻
s

j=1

(x-dj)tj.

其中 暺
m

i=1
ri =n= 暺

s

j=1
tj 。显然

f-1(0)= {c1,c2,…,cm},f-1(1)= {d1,d2,…,ds}.
因此 f-1(0)暼f-1(1)=m+s.

根据7.5节的定理1,有

f曚(x)= (f(x)-1)曚

= 暻
m

i=1

(x-ci)ri-1·暻
s

j=1

(x-dj)tj-1·h(x),

其中h(x)不能被x-ci 整除,i=1,2,…,m;也不能被x-dj 整除,j=1,2,…,s。于是

暺
m

i=1

(ri-1)+暺
s

j=1

(tj-1)曑degf曚(x)=n-1.

另一方面,有

暺
m

i=1

(ri-1)+暺
s

j=1

(tj-1)= 暺
m

i=1
ri-m+暺

s

j=1
tj-s

=2n-(m+s).

·66· 第7章暋一元和n元多项式环



因此2n-(m+s)曑n-1。由此得出m+s曒n+1。即

f-1(0)暼f-1(1)曒n+1.
从而 暋暋f(x)=g(x). 曵

例23暋求复系数2次多项式ax2+bx+c(a曎0)的全部复根。

解暋ax2+bx+c=a x+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

-b2-4ac
4a[ ]2 .

x2-(b2-4ac)恰有两个复根(重根按重数计算),其中一个记作 b2-4ac,

则(b2-4ac)2=b2-4ac。从而

x2-b2-4ac
4a2 =x2- b2-4ac

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

2

= x+ b2-4ac
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a x- b2-4ac
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
.

x用x+b
2a

代入,从上式得

x+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

-b2-4ac
4a2 = x+b

2a + b2-4ac
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a x+b
2a - b2-4ac

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

a
.

于是 x+b
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

- b2-4ac
4a2 的全部复根是-b暲 b2-4ac

2a
,这也就是ax2+bx+c的全部

复根。

习题7.6

1.设f(x)=x5+7x4+19x3+26x2+20x+8暿Q[x],判断-2是不是f(x)的根,如果

是,它是几重根?

2.在Q[x]中,f(x)=2x3-7x2+4x+a,求a的值,使f(x)在Q中有重根,并且求出

相应的重根及其重数。

3.Q[x]中,f(x)=x3-x2-x-2,g(x)=x4-2x3+2x2-3x-2。f(x)与g(x)有无

公共复根? 如果有,试把它求出来。

4.设f(x)=x4-5x3+ax2+bx+9暿Q[x],如果3是f(x)的二重根,求a,b。

5.证明:在K[x]中,如果x+1 f(x2k+1),那么x2k+1+1 f(x2k+1),其中k 是任意

自然数。

6.证明:在Q[x]中,如果x2+1f1(x4)+xf2(x4),那么1是fi(x)的根,i=1,2。

7.证明:如果数域K 上两个首一不可约多项式f(x)与g(x)有一个公共复根,那么

f(x)=g(x)。
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暋暋8.设K[x]中n次多项式

f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0

的n个复根是c1,c2,…,cn,对于b暿K,求数域K 上以bc1,bc2,…,bcn 为复根的多项式。

9.设A暿Mn(K),A 的不等于零的主子式的最高阶数称为A 的主秩,记作pr(A)。证

明:A 的非零特征值的个数(重根按重数计算)不超过pr(A),也不超过rank(A)。

10.证明:如果n级实矩阵A 的主对角元全为正数,那么A 的特征多项式的复根中至

少有一个其实部为正数。

暋*11.下列有理数域上的矩阵A 有无初等因子? 如果有,试求出A 的初等因子。

(1)A=
0 1 0
-4 4 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-2 1 2

;暋(2)A=
1 -3 3
-2 -6 13

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

-1 -4 8

。

12.求有理数域上一个次数不超过3的多项式f(x),使得

f(1)=2,f(2)=-3,f(3)=1,f(4)=3.
暋暋13.求有理数域上一个次数尽可能低的多项式f(x),使得

f(0)=3,f(1)=4,f(2)=9,f(3)=18.

7.7暋实数域上的不可约多项式,实系数多项式的实根

7.7.1暋内容精华

暋暋由于把实数域扩充成复数域比较容易实现,因此找出实数域上的所有不可约多项式,

可以利用复数域上多项式的信息。

定理1暋设f(x)是实系数多项式,如果c是f(x)的一个复根,那么c也是f(x)的一个复根。

定理2暋实数域上的不可约多项式只有一次多项式和判别式小于0的二次多项式。
从定理2和唯一因式分解定理立即得出:

定理3(实系数多项式唯一因式分解定理)暋每一个次数大于0的实系数多项式f(x)
在实数域上都可以唯一地分解成一次因式与判别式小于0的二次因式的乘积。即

f(x)=a(x-c1)r1…(x-cs)rs(x2+p1x+q1)k1…(x2+ptx+qt)kt. (1)

其中a是f(x)的首项系数;c1,…,cs 是两两不等的实数;(p1,q1),(p2,q2),…,(pt,qt)是不

同的实数对,且满足p2
i-4qi<0,i=1,2,…,t;r1,…,rs,k1,…,kt 都是非负整数。 曵
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从实系数多项式的分解式看出,如果虚数z是f(x)的一个复根,那么焻z也是f(x)的一

个复根,且它们的重数相同。因此通常我们说:“实系数多项式的虚根共轭成对出现
踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿踿

。暠由此

立即得到:

推论1暋实系数的奇次多项式至少有一个实根。 曵
下面我们来研究:一个实系数多项式f(x)有多少个不同的实根? f(x)的所有实根在

哪个区间内? (即实根的界的问题)。对每一个实根能否找一个区间包含这个根而不包含

其他根? (即把实根分离开),然后我们再去求每个实根的近似值。
先看实系数多项式f(x)的实根的界的问题,我们可以更一般地讨论复系数多项式的

复根的范围,再由此得出实系数多项式的实根的界。

定理4暋设f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0 是一个复系数多项式,其次数

n曒1。令

M = max{旤an-1旤,旤an-2旤,…,旤a0旤}, (2)

则当|z|曒1+ M
|an|

时,有

旤anzn旤>旤an-1zn-1+…+a1z+a0旤. (3)

暋暋证明暋当M=0时,结论显然成立。下设M曎0。当|z|曒1+ M
|an|

时,有|z|>1且|an|

曒 M
|z|-1

。从而有

旤anzn旤=旤an旤旤z旤n 曒 M旤z旤n

旤z旤-1> M(旤z旤n -1)
旤z旤-1

=M(旤z旤n-1+…+旤z旤+1)

曒旤an-1旤旤z旤n-1+…+旤a1旤旤z旤+旤a0旤

=旤an-1zn-1旤+…+旤a1z旤+旤a0旤

曒旤an-1zn-1+…+a1z+a0旤.

曵

暋暋从定理4得出,当|z|曒1+ M
|an|

时,有

旤f(z)旤=旤anzn +an-1zn-1+…+a1z+a0旤

曒旤anzn旤-旤an-1zn-1+…+a1z+a0旤>0.

因此f(x)的复根全都在以原点为圆心,以1+ M
|an|

为半径的圆内。把这一结论用到实系数

多项式上,便得到:
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推论2暋设f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0 是一个实系数多项式,其次数

n曒1。令

M = max{旤an-1旤,旤an-2旤,…,旤a1旤,旤a0旤},

则f(x)的实根全都在区间 -1- M
|an|

,1+ M
|an

æ

è
ç

ö

ø
÷

|
内。 曵

从定理4还可以得到:

推论3暋设f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0 是一个次数大于0的实系数多项

式,则对一切充分大的正数r,f(r)的符号与anrn 的符号一样。 曵

例如,设f(x)=x3-x+1,我们有 M=1,1+ M
|an|=2。因此f(x)的实根全都在区间

(-2,2)内。

注意:求出了一个实系数多项式f(x)的实根的界只是表明:如果f(x)有实根,那么它

的所有实根都在这个区间内,但是不能肯定f(x)一定有实根。
如何知道f(x)有没有实根? 如果有,实根的个数(不计重数)是多少? 如何把实根分

离开? 对这些问题的第一个令人满意的回答是在1829年由Sturm给出的。下面我们介绍

Sturm的方法。先给出一个概念:

定义1暋设c1,c2,…,cm 是一个非零实数的有限序列。如果cici+1<0,那么我们说,在
第i+1项有一个变号。这个序列中变号的总数称为它的变号数。一个有限的实数序列的

变号数定义为去掉这个序列中的0以后得到的序列的变号数。
例如,序列-2,0,1,0,0,3,-4,5的变号数是3。
定理5(Sturm定理)暋设f(x)是一个次数大于0的实系数多项式,对f(x)与f曚(x)作

下述略微修改的辗转相除法:

暋暋暋暋f(x)=q1(x)f曚(x)-f2(x),degf2(x)<degf曚(x),

f曚(x)=q2(x)f2(x)-f3(x),degf3(x)<degf2(x),
…

fs-1(x)=qs(x)fs(x).

(4)

由此得到一个多项式序列:

f0 =f,f1 =f曚,f2,…,fs. (5)

称序列(5)是f(x)的标准序列。假设区间[a,b]使得f(a)曎0,f(b)曎0,则f(x)在区

间(a,b)内的不同实根的个数等于Va-Vb,其中Vc 表示序列f0(c),f1(c),…,fs(c)的
变号数。
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Sturm定理既能求出一个实系数多项式f(x)的不同的实根的个数,又能把实根分离

开(见本节典型例题的例8、例9和例10)。当我们把实根分离开后,如果想进一步求出实

根的近似值,那么可以用计算机来计算。有关求实根近似值的算法在计算数学的书中可以

找到,这里就不赘述了。

7.7.2暋典型例题

例1暋求多项式xn-1在实数域上的标准分解式。

解暋记毼=ei2毿n 。据7.6节的例12,在C[x]中,有

xn -1= (x-1)(x-毼)(x-毼2)…(x-毼n-1). (6)

暋暋当0<k<n时,有毼k毼n-k=1,由于毼k毼k=|毼k|2=1,因此毼k=毼n-k。从而毼k+毼n-k=

2cos2k毿
n

。

情形1暋n=2m+1。此时有

x2m+1-1= (x-1)(x-毼)(x-毼2m)…(x-毼m)(x-毼m+1)

= (x-1)x2-2xcos 2毿
2m+1+æ

è
ç

ö

ø
÷1 … x2-2xcos 2m毿

2m+1+æ

è
ç

ö

ø
÷1

= (x-1)暻
m

k=1
x2-2xcos 2k毿

2m+1+æ

è
ç

ö

ø
÷1 . (7)

暋暋情形2暋n=2m。此时有毼m=ei2m毿
2m =ei毿=-1。从而

x2m -1= (x-1)(x-毼)(x-毼2m-1)…(x-毼m-1)(x-毼m+1)(x-毼m)

= (x-1)x2-2xcos2毿
2m+æ

è
ç

ö

ø
÷1 … x2-2xcos2(m-1)毿

2m +æ

è
ç

ö

ø
÷1 (x+1)

= (x-1)(x+1)暻
m-1

k=1
x2-2xcosk毿m +æ

è
ç

ö

ø
÷1 . (8)

暋暋例2暋求多项式xn+1分别在复数域和实数域上的标准分解式。

解暋先求xn+1的全部复根。

暋暋z=r(cos毴+isin毴)是xn+1的复根

炡暋rn(cosn毴+isinn毴)=cos毿+isin毿,

炡暋rn=1且n毴=毿+2k毿,k暿Z

炡暋r=1且毴=
(2k+1)毿

n
,k暿Z。

·17·7.7暋实数域上的不可约多项式,实系数多项式的实根



炡暋z=cos
(2k+1)毿

n +isin
(2k+1)毿

n
,k暿Z.

令

wk =ei
(2k+1)毿

n ,k=0,1,2,…,n-1.
易证w0,w1,…,wn-1两两不等,从而它们是xn+1的全部复根,因此xn+1在C[x]中的标

准分解式为

xn +1= (x-w0)(x-w1)…(x-wn-1). (9)

暋暋当0曑k<n时,有

wkwn-k-1 =ei
(2k+1)毿+[2(n-k-1)+1]毿

n =1.
从而wk=wn-k-1。于是

wk+wn-k-1 =2cos
(2k+1)毿

n .

暋暋情形1暋n=2m+1。此时有

wm =ei
(2m+1)毿
2m+1 =-1.

从而在R[x]中x2m+1+1的标准分解式为

x2m+1+1= (x-w0)(x-w2m)…(x-wm-1)(x-wm+1)(x-wm)

= x2-2xcos 毿
2m+1+æ

è
ç

ö

ø
÷1 … x2-2xcos

(2m-1)毿
2m+1 +æ

è
ç

ö

ø
÷1 (x+1)

= (x+1)暻
m

k=1
x2-2xcos

(2k-1)毿
2m+1 +æ

è
ç

ö

ø
÷1 . (10)

暋暋情形2暋n=2m。此时在R[x]中x2m+1的标准分解式为

x2m +1= (x-w0)(x-w2m-1)…(x-wm-2)(x-wm+1)(x-wm-1)(x-wm)

= x2-2xcos毿
2m+æ

è
ç

ö

ø
÷1 … x2-2xcos

(2m-3)毿
2m +æ

è
ç

ö

ø
÷1

暋· x2-2xcos
(2m-1)毿

2m +æ

è
ç

ö

ø
÷1

= 暻
m

k=1
x2-2xcos

(2k-1)毿
2m +æ

è
ç

ö

ø
÷1 . (11)

暋暋例3暋证明:

cos 毿
2m+1cos

2毿
2m+1

…cos m毿
2m+1= 1

2m. (12)
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暋暋证明暋在例1的公式(7)中,x用-1代入,得

-2=-2暻
m

k=1
2+2cos 2k毿

2m+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 .

从而

1
2m= 暻

m

k=1
1+cos 2k毿

2m+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

= 暻
m

k=1
2cos2 k毿

2m+1
由此得出

1
2m = 暻

m

k=1
cos k毿

2m+1. 曵

暋暋例4暋证明:

sin 毿
2msin2毿

2m
…sin

(m-1)毿
2m = m

2m-1. (13)

暋暋证明暋从例1的公式(8)以及下式

x2m -1= (x2-1)(x2(m-1)+x2(m-2)+…+x4+x2+1)
得

x2(m-1)+x2(m-2)+…+x4+x2+1= 暻
m-1

k=1
x2-2xcosk毿m +æ

è
ç

ö

ø
÷1 .

x用1代入,从上式得

m = 暻
m-1

k=1
2-2cosk毿æ

è
ç

ö

ø
÷

m .

于是

m
2m-1= 暻

m-1

k=1
1-cosk毿æ

è
ç

ö

ø
÷

m

= 暻
m-1

k=1
2sin2k毿

2m.

由此得出

m
2m-1 = 暻

m-1

k=1
sink毿

2m. 曵
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暋暋例5暋设A 是实数域上的n 级斜对称矩阵,证明:如果A 可逆,那么A 的特征多项式

f(毸)的不可约因式都是二次的。
证明暋根据《高等代数学习指导书(上册)》第5章5.7节的例7,f(毸)的复根是0

或纯虚数。如果A 可逆,那么f(毸)的复根都是纯虚数。因此f(毸)的不可约因式都是

二次的。 曵
例6暋设f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0暿R[x],证明:
(1)若ai(i=0,1,…,n)全是正数或全是负数,则f(x)没有正实根;
(2)若(-1)iai(i=0,1,…,n)全是正数或全是负数,则f(x)没有负实根。
证明暋(1)设ai(i=0,1,…,n)全是正数。假如c是f(x)的正实根,则

f(c)=ancn +an-1cn-1+…+a1c+a0 >0.
这与c是f(x)的根矛盾。因此f(x)没有正实根。

设ai(i=0,1,…,n)全是负数。假如c是f(x)的正实根,则f(c)=ancn+an-1cn-1+…

+a1c+a0<0,矛盾。因此f(x)没有正实根。
(2)类似于(1)的证法,请读者自己写出。 曵
例7暋 设实系数多项式 f(x)=x3 +a2x2 +a1x+a0 的 3 个 复 根 都 是 实 数,证

明:a2
2曒3a1。
证明暋设f(x)的3个复根为实数c1,c2,c3,则

0曑 (c1-c2)2+(c2-c3)2+(c3-c1)2

=2(c2
1+c2

2+c2
3)-2(c1c2+c2c3+c3c1)

=2[(c1+c2+c3)2-2c1c2-2c1c3-2c2c3]-2(c1c2+c2c3+c3c1)

=2(c1+c2+c3)2-6(c1c2+c1c3+c2c3)

=2(-a2)2-6a1.
从而a2

2曒3a1。 曵
例8暋求f(x)=x3-x+1的不同的实根的个数。
解暋在7.7.1节推论3后面,我们已求出了f(x)的实根都在区间(-2,2)内。因此只

要去求f(x)在(-2,2)内有多少个不同的实根即可。
对f(x)和f曚(x)=3x2-1作略微修改的辗转相除法,即把每次得到的余式反号以后

去除除式:
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9
2x+27

4

暋f曚(x)

3x2暋暋暋-1

3x2-9
2x

9
2x-1

9
2x-27

4

暋暋暋暋暋23
4

暋暋 f3(x)=-23
4

暋f(x)

x3暋暋暋-x+1

x3暋暋暋-1
3x

暋暋暋暋-2
3x+1

f2(x)=2
3x-1

1
3x

于是f(x)的标准序列为

f0 =x3-x+1,f1 =3x2-1,f2 = 2
3x-1,f3 =-23

4.

从f3=-23
4

知道,(f(x),f曚(x))=1。因此f(x)没有重根。现在来计算f(x)的标准序列

在-2与2处的变号数:

f0 f1 f2 f3

-2 - + - -

2 + + + -

于是V-2=2,V2=1,从而f(x)在(-2,2)内的不同的实根的个数为V-2-V2=1。由于

f(x)没有重根,因此f(x)的实根的总数为1。

例9暋对于例8的f(x),求出它的实根所在的区间,使区间的长度小于1
2

。

解暋从例8知道,f(x)的唯一的实根在(-2,2)内。先求f(x)的标准序列在此区间的

中点处的变号数:V0=1。于是f(x)的实根在(-2,0)内,接着求f(x)的标准序列在

(-2,0)的中点处的变号数:V-1=1。于是f(x)的实根在(-2,-1)内,再求f(x)的标准序列

在区间(-2,-1)的中点处的变号数:V-3
2 =2,因此f(x)的唯一实根在 -3

2
,æ

è
ç

ö

ø
÷-1 内。

例10暋求f(x)=x3-7x-7的不同的实根的个数,并且把这些实根分离开,使得每个
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实根所在的区间的长度小于1
2

。

解暋M=max{0,7,7}=7,-1- M
|a3|=-8,1+ M

|a3|=8。于是f(x)的实根都在区间(-8,8)内。

对f(x)和f曚(x)=3x2-7作略加修改的辗转相除法,得到f(x)的标准序列:

f0 =x3-7x-7,f1 =3x2-7,f2 =14
3x+7,f3 = 1

4.

从f3=1
4

知道,(f(x),f曚(x))=1。因此f(x)没有重根。

f0 f1 f2 f3 变号数

-8 - + - + 3

8 + + + + 0

于是V-8=3,V8=0,从而f(x)有3个不同的实根。
为了把f(x)的3个实根分离开,我们相继求f(x)的标准序列在区间中点处的变号

数,每求一次,都要选择合适的小区间。

f0 f1 f2 f3 变号数

0 - - + + 1

4 + + + + 0

2 - + + + 1

3 - + + + 1

7
2 + + + + 0

于是在(3,7
2

)有f(x)的一个实根。

f0 f1 f2 f3 变号数

-4 - + - + 3

-2 - + - + 3

-1 - - + + 1
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-3
2 - - 0 + 1

-7
4 - + - + 3

-13
8 + + - + 2

于是f(x)的另外两个实根分别在 -7
4

,-13æ

è
ç

ö

ø
÷

8
,-13

8
,-æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2

内。

例11暋 设f(x)是实系数多项式,它的次数n曒2,证明:如果对任意t暿R 都有

f(t)曒0,那么存在两个实系数多项式g(x),h(x),使得

f(x)=g2(x)+h2(x).
暋暋证明暋把f(x)因式分解,得

f(x)=a(x-c1)r1…(x-cs)rs(x2+p1x+q1)k1…(x2+pmx+qm)km . (14)
其中c1,…,cs 是两两不等的实数,(p1,q1),…,(pm,qm)是不同的实数对,且满足p2

i-4qi <0,i
=1,2,…,m;r1,…,rs,k1,…,km 都是非负整数。由于f(t)曒0,炐t暿R,因此a>0,且r1,…,rs

都是偶数(假如有rj 是奇数,则可以找到t使得f(t)<0矛盾)。设ri=2ri曚,则

f(x)=a(x2-2c1x+c2
1)r1曚…(x2-2csx+c2

s)rs曚·
(x2+p1x+q1)k1…(x2+pmx+qm)km . (15)

则(15)式中出现的二次多项式都形如x2+bx+c,其中b2-4c曑0。用待定系数法可以证明

这种二次多项式可以表示成

x2+bx+c= (d1x+e1)2+(d2x+e2)2. (16)
分别比较二次项、一次项的系数以及常数项,得

1=d2
1+d2

2,暋暋暋 (17)

b=2d1e1+2d2e2, (18)

c=e2
1+e2

2.暋暋暋 (19)

取d1=1
2

,d2= 3
2

,则d2
1+d2

2=1,代入(18)式,得

b=e1+ 3e2. (20)

从(20)式得,e1=b- 3e2,代入(19)式得

c=b2-23be2+4e2
2. (21)

从(21)式看出,e2 应当是二次方程

4y2-23by+b2-c=0 (22)
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的实根,由于二次方程(22)的判别式

殼= (-23b)2-4·4(b2-c)

=4(3b2-4b2+4c)

=4(4c-b2)曒0,

因此方程(22)有实根,从而可解得e2,进而可求出e1。所以(16)式的确成立。

设f1(x)=g2
1(x)+h2

1(x),f2(x)=g2
2(x)+h2

2(x),则

f1(x)f2(x)= [g2
1(x)+h2

1(x)][g2
2(x)+h2

2(x)]

=
g1(x) -h1(x)

h1(x) g1(x)
· g2(x) -h2(x)

h2(x) g2(x)

=
g1(x)g2(x)-h1(x)h2(x)暋暋-g1(x)h2(x)-h1(x)g2(x)

h1(x)g2(x)+g1(x)h2(x)暋暋-h1(x)h2(x)+g1(x)g2(x)

= [g1(x)g2(x)-h1(x)h2(x)]2+[g1(x)h2(x)+h1(x)g2(x)]2.
用数学归纳法可以证明:若fi(x)=g2

i(x)+h2
i(x),i=1,2,…,v,则存在g(x),h(x)暿

R[x],使得

f1(x)f2(x)…fv(x)=g2(x)+h2(x).
于是由(15)式和(16)式得,存在g(x),h(x)暿R[x],使得

f(x)=g2(x)+h2(x). 曵
暋暋点评暋证明例11的关键想法是把f(x)分解成实系数不可约多项式的乘积,并且从已

知条件可推出f(x)的一次因式的幂指数应当都是偶数,从而f(x)可分解成二次多项式的

方幂的乘积,其中每个二次因式都形如x2+bx+c,且满足b2-4c曑0。然后对x2+bx+c
(其中b2-4c曑0)容易用待定系数法证明它可以表示成两个一次多项式的平方和,最后可

证得所要求的结论。

习题7.7

1.设a暿R* ,求多项式xn -an 在实数域上的标准分解式。

2.设a暿R* ,求多项式xn +an 在实数域上的标准分解式。

3.证明:暻
m-1

k=1
cosk毿

2m = m
2m-1。

4.证明:暻
m

k=1
sin

(2k-1)毿
2(2m+1)= 1

2m。
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5.证明:暻
m

k=1
sin k毿

2m+1= 2m+1
2m 。

6.证明:暻
m

k=1
cos

(2k-1)毿
2(2m+1)= 2m+1

2m 。

7.证明:暻
m

k=1
sin

(2k-1)毿
4m = 2

2m 。

8.证明:暻
m

k=1
cos

(2k-1)毿
4m = 2

2m 。

9.求f(x)=x4+12x2+5x-9的不同的实根的个数,并且把这些实根分离开,使得每

个实根所在的区间的长度小于1。

10.求f(x)=x3-5x2+8x-8的不同的实根的个数,以及这些根在哪些相邻的整数之间。

11.证明:如果实数域上的n级矩阵A 与B 不相似,那么把它们看成复数域上的矩阵

后仍然不相似。

12.f(x)=x5+20x+16在C中有无重根? 求f(x)的不同的实根的个数。

13.构造次数最小的实系数多项式,它有

(1)2重根1,单根2和1+i;
(2)2重根i,单根-1-i。

7.8暋有理数域上的不可约多项式

7.8.1暋内容精华

暋暋有理数域上的不可约多项式有哪些? 如何判别一个有理系数多项式是否不可约? 本

节将对此予以讨论。
设f(x)暿Q[x],由于f(x)与它的相伴元只相差一个非零有理数因子,因此f(x)与它

的相伴元在有理数域上有相同的因式,从而f(x)在 Q上不可约当且仅当它的相伴元在 Q
上不可约。这样我们可以从f(x)的相伴元中选择一个最简单的多项式作为代表研究它的

不可约性。这个代表很自然地可以如下选取:例如,f(x)=1
2x3+1

3x2-2x+1=1
6

(3x3

+2x2-12x+6),显然,3x3+2x2-12x+6就是与f(x)相伴的最简单的多项式。一般地,

设f(x)的各项系数的分母的最小公倍数为m,则f(x)=1
mmf(x),其中mf(x)的各项系
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数都为整数。设mf(x)的各项系数的最大公因数为d,则mf(x)=dm
df(x),其中m

df(x)

的各项系数的最大公因数为暲1。于是m
df(x)就是与f(x)相伴的最简单的多项式。由此

抽象出本原多项式的概念。

一、本原多项式

定义1暋一个非零的整系数多项式g(x),如果它的各项系数的最大公因数只有暲1,那
么称g(x)是一个本原多项式。

从前面一段知道,任何一个非零的有理系数多项式f(x)都与一个本原多项式相伴

(m
df(x)就是一个本原多项式)。进一步可以证明:与f(x)相伴的本原多项式在相差一个

正负号下是唯一的。证明如下:
设f(x)=rg(x)=sh(x),其中g(x),h(x)都是本原多项式,r,s暿Q* ,则g(x)=

s
rh(x)。设s

r =q
p

,其中p,q暿Z,且(p,q)=1。

则 pg(x)=qh(x).

设 g(x)= 暺
n

i=0
bixi,h(x)= 暺

n

i=0
cixi,

则 p暺
n

i=0
bixi =q暺

n

i=0
cixi .

从而 pbi=qci,i=0,1,…,n,
于是 q|pbi,i=0,1,…,n,
由于(q,p)=1,因此 q|bi,i=0,1,…,n.
由于g(x)本原,因此q=暲1。同理可证p=暲1。于是g(x)=暲h(x)。

从上述结论立即得到本原多项式的第一条性质:
性质1暋两个本原多项式g(x)与h(x)在Q[x]中相伴当且仅当g(x)=暲h(x)。
由于任何一个次数大于0的有理系数多项式都与一个本原多项式相伴,因此我们只需

要去研究本原多项式是否不可约。由于因式分解涉及乘法,因此自然要问:两个本原多项

式的乘积是否还是本原多项式? 下面的性质2回答了这个问题。
性质2(高斯(Gauss)引理)暋两个本原多项式的乘积还是本原多项式。
我们想寻找本原多项式不可约的充分条件,这不容易直接找出。我们可以反过来思

考:从一个本原多项式可约能够推出什么样的结论? 从不可约多项式的等价条件得出,如
果一个次数大于0的本原多项式可约,那么它可以分解成两个次数较低的有理系数多项式
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的乘积。从高斯引理可以进一步直觉判断它可以分解成两个次数较低的本原多项式的乘

积。于是我们猜测并且可以证明有下述性质3:
性质3暋一个次数大于0的本原多项式g(x)在Q上可约当且仅当g(x)能分解成两个

次数较低的本原多项式的乘积。
下述性质4给出了本原多项式组成的集合的结构。
性质4暋每一个次数大于0的本原多项式g(x)可以唯一地分解成 Q上不可约的本原

多项式的乘积。唯一性是指,假如g(x)有两个这样的分解式:

g(x)=p1(x)p2(x)…ps(x),g(x)=q1(x)q2(x)…qt(x),
则s=t,且适当排列因式的次序后,有

pi(x)=暲qi(x),i=1,2,…,s.
暋暋可分解性由性质3得到。唯一性由Q[x]中的唯一因式分解定理的唯一性以及性质1
立即得到。

利用性质3可以得到整系数多项式在Q上可约的充分必要条件:
推论1暋一个次数大于0的整系数多项式f(x)在Q上可约当且仅当f(x)能分解成两

个次数较低的整系数多项式的乘积。

二、整系数多项式的有理根

一个次数大于1的整系数多项式f(x)如果有一次因式,那么f(x)可约。因此次数大

于1的整系数多项式f(x)在Q[x]上不可约的必要条件是f(x)没有一次因式,而f(x)有
一次因式当且仅当f(x)在Q中有根。于是我们先来研究一个整系数多项式在Q中有根的

必要条件。
定理1暋设f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0 是一个次数n大于0的整系数多项

式,如果q
p

是f(x)的一个有理根,其中p,q是互素的整数,那么p|an,q|a0。

从定理1的证明过程看到,如果q
p

是f(x)的一个有理根,且(p,q)=1,那么存在一个

整系数多项式g(x),使得f(x)=(px-q)g(x)。当暲1不是f(x)的根时,可推出

f(1)
p-q暿Z,f(-1)

p+q 暿Z.

因此如果计算出f(1)
p-q烖Z或f(-1)

p+q 烖Z,那么q
p

不是f(x)的根,这个判断方法在求整系数

多项式的有理根时有用。
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三、整系数多项式在Q上不可约的判别方法

利用定理1可以判断一个二次或三次整系数多项式是否在Q上不可约:二次或三次整

系数多项式在Q上不可约当且仅当它没有有理根。
注意:对于四次或四次以上的整系数多项式f(x),如果它没有有理根,那么只能说明

f(x)没有一次因式,还不能说明f(x)在Q上不可约,因为f(x)可能有二次因式或次数大

于2的因式。这表明,对于四次或四次以上的整系数多项式f(x),没有有理根只是f(x)
在Q上不可约的必要条件,但不是充分条件。

下面来探索本原多项式f(x)在Q上不可约的充分条件。
设f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0 是一个次数n大于0的本原多项式,为了探

索f(x)在Q上不可约的充分条件,我们来分析如果f(x)可约,那么能推导出什么结论。
由于本原多项式的各项系数的最大公因数只有暲1,因此任何一个素数都不能整除它的各

项系数。我们考虑这样一类的本原多项式:存在一个素数p能整除首项系数以外的一切系

数,但是p不能整除首项系数。即p|ai,i=0,1,…,n-1;而p灨an。假如f(x)在 Q上可

约,据性质3得

f(x)= (bmxm +…+b1x+b0)(clxl+…+c1x+c0). (1)
其中bi(i=0,1,…,m),cj(j=0,1,…,l)都是整数,且bm曎0,cl曎0,m<n,l<n,m+l=n。
由(1)式得

an =bmcl,a0 =b0c0.
已知p|a0,因此p|b0 或p|c0。不妨设p|b0。又已知p灨an,因此p灨bm 且p灨cl。于是存在

k(0<k曑m)使得

p旤b0,p旤b1,…,p旤bk-1,p灨bk.
由于ak=b0ck+b1ck-1+…+bk-1c1+bkc0,且p|ak,因此p|bkc0。由于p灨bk,因此p|c0,又

p|b0,从而p2|a0。于是只要p2灨a0,那么f(x)在Q上不可约。这样我们探索出了f(x)在

Q上不可约的充分条件,这就是著名的Eisenstein判别法:
定理2(Eisenstein判别法)暋设

f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0

是一个次数n大于0的本原多项式。如果存在一个素数p,使得

(1)p|ai,i=0,1,…,n-1;
(2)p灨an;
(3)p2灨a0。

那么f(x)在Q上不可约。 曵
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暋暋注:定理2中的f(x)是一个次数大于0的整系数多项式时,利用推论1,从f(x)可约

得出(1)式,因此在定理2中,把“f(x)是本原多项式暠换成“f(x)是整系数多项式暠仍然

成立。
利用定理2可以证明:
推论2暋在Q[x]中存在任意次数的不可约多项式。
证明暋任取正整数n,设f(x)=xn+3。素数3符合定理2的所有条件,因此f(x)在

Q上不可约。 曵
有时直接用Eisenstein判别法无法判断f(x)在Q上是否不可约,这时可尝试利用7.5

节的例4,选择一个有理数b(通常取b=1,或-1),如果用Eisenstein判别法能判断g(x)=
f(x+b)在Q上不可约,那么f(x)在Q上不可约。

对于Eisenstein判别法中的3个条件,很自然地会想:如果改成存在素数p,使得

p旤ai,i=1,2,…,n,暋p灨a0,p2灨an,
那么f(x)是否在Q上不可约? 为了回答这个问题,我们考虑由数域 K 上的分式组成的集

合K(x),它有加法和乘法运算,成为一个有单位元的交换环(我们将在本章7.12节详细讨

论这个环)。显然,K(x)可以看成K 的一个扩环。利用数域 K 上一元多项式环的通用性

质可以证明下述结论:

暋*定理3暋设f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0 是一个次数n大于0的整系数多项

式,如果存在一个素数p,使得

p旤ai,i=1,2,…,n,暋p灨a0,p2灨an,
那么f(x)在Q上不可约。

证明暋假如f(x)在Q上可约,则存在两个次数分别为n1,n2(ni<n,i=1,2)的整系数

多项式f1(x),f2(x),使得

f(x)=f1(x)f2(x). (2)

不定元x用Q(x)中的元素1
x

代入,从(2)式得

f 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x =f1
1æ

è
ç

ö

ø
÷

x f2
1æ

è
ç

ö

ø
÷

x . (3)

在(3)式两边乘以xn,得

xnf 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x =xn1f1
1æ

è
ç

ö

ø
÷

x xn2f2
1æ

è
ç

ö

ø
÷

x . (4)

显然xnifi(1x
)是整系数多项式,且次数为ni,i=1,2。

xnf 1æ

è
ç

ö

ø
÷

x =an +an-1x+…+a1xn-1+a0xn.
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由已知条件,据Eisenstein判别法得,xnf(1
x

)在 Q上不可约,这与(4)式矛盾。因此f(x)

在Q上不可约。 曵
定理3的证明很简洁,这得益于利用了数域K 上一元多项式环的通用性质。
在本章7.12节的典型例题中,我们将介绍判断整系数多项式在Q上不可约的又一种方法。

7.8.2暋典型例题

例1暋求f(x)=3x4+8x3+6x2+3x-2的全部有理根。

解暋a4=3的因子只有暲1,暲3;a0=-2的因子只有暲1,暲2。于是f(x)的有理根只

可能是:

暲1,暲2,暲1
3

,暲2
3.

暋暋因为f(1)=18曎0,f(-1)=-4曎0,所以暲1不是f(x)的根。
考虑2,因为

f(-1)
p+q = -4

1+2=-4
3 烖Z,

所以2不是f(x)的根。
考虑-2,因为

f(1)
p-q=18

3 =6,f(-1)
p+q = -4

-1=4,

所以需要进一步用综合除法来判断-2是不是f(x)的根。

3 8 6 3 -2

-6 -4 -4 2

-2

3 2 2 -1

-6 8 -20

0

3 -4 10 -21

这表明-2是f(x)的单根。于是

f(x)= (x+2)(3x3+2x2+2x-1)

暋暋考虑1
3

,因为
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f(1)
p-q= 18

3-1=9,f(-1)
p+q = -4

3+1=-1,

所以需要作综合除法。用x-1
3

去除3x3+2x2+2x-1,可得出1
3

是f(x)的单根,且得出

f(x)= (x+2)x-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

(3x2+3x+3).

显然x2+x+1没有有理根(因为暲1都不是它的根),因此f(x)的全部有理根是-2和1
3

,

它们都是单根。
例2暋判断f(x)=x3+2x2-x+1在Q上是否不可约。
解暋f(x)的有理根只可能是暲1。由于

f(1)=1+2-1+1曎0,f(-1)=-1+2+1+1曎0,
因此f(x)没有有理根,又由于degf(x)=3,因此f(x)在Q上不可约。

例3暋判断f(x)=4x5-27x4+12x3-15x+21在Q上是否不可约。
解暋素数3能整除首项系数以外的一切系数,但不能整除首项系数4,且32灨21,因此

f(x)在Q上不可约。
例4暋判断f(x)=x4+2x-1在Q上是否不可约。
解暋x用x+1代入,得

g(x)暶=f(x+1)= (x+1)4+2(x+1)-1
=x4+4x3+6x2+4x+1+2x+2-1
=x4+4x3+6x2+6x+2.

素数2能整除g(x)的首项系数以外的一切系数,但不能整除首项系数1,且22灨2,因此

g(x)在Q上不可约,从而f(x)在Q上不可约。
例5暋设p是一个素数,多项式

fp(x)=xp-1+xp-2+…+x+1
称为p阶分圆多项式。证明fp(x)在Q上不可约。

证明暋我们有

(x-1)fp(x)=xp -1.
x用x+1代入,从上式得

xfp(x+1)= (x+1)p -1

=xp +pxp-1+…+Ck
pxp-k+…+px.

于是 g(x)暶=fp(x+1)=xp-1+pxp-2+…+Ck
pxp-k-1+…+p.

我们知道

·58·7.8暋有理数域上的不可约多项式



Ck
p =p(p-1)…(p-k+1)

k! ,1曑k<p.

由于(p,k!)=1,因此

k! (p-1)…(p-k+1).
从而p Ck

p,1曑k<p,又p灨1,p2灨p,因此g(x)在Q上不可约,从而fp(x)在Q上不可约。 曵
点评暋据7.6节的例12以及xp-1=(x-1)(xp-1+…+x+1),可得xp-1+xp-2+…

+x+1=(x-毼)(x-毼2)…(x-毼p-1),其中毼=ei2毿p 。由于p是素数,因此对任意j(1曑j<
p),都有(毼j)l曎1,其中1曑l<p,即毼,毼2,…,毼p-1都是本原p次单位根,显然它们是全部本

原p次单位根,因此xp-1+xp-2+…+x+1是分圆多项式。(关于本原n次单位根和分圆

多项式的定义可参看《高等代数(下册)———大学高等代数课程创新教材》(丘维声著)第57
页例14和第78页的倒数第4行至倒数第2行。)

例6暋判断f(x)=x4+3x+1在Q上是否不可约。
解暋f(x)的有理根只可能是暲1,由于f(1)=5曎0,f(-1)=1-3+1曎0,因此f(x)

没有有理根,从而f(x)没有一次因式。假如f(x)在Q上可约,则

f(x)= (a2x2+a1x+a0)(b2x2+b1x+b0). (5)
其中ai(i=0,1,2),bj(j=0,1,2)都是整数,比较(5)式的首项系数得,a2b2=1。于是a2 与

b2 同为1,或同为-1。不妨设a2=b2=1。比较(5)式的其他系数得

a1+b1 =0,

a0+a1b1+b0 =0,

a0b1+a1b0 =3,

a0b0 =1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

由第一式得,b1=-a1,代入第三式得,a1(b0-a0)=3。由第四式得,a0 与b0 同为1,或同为

-1。从而b0-a0=0,这与a1(b0-a0)=3矛盾,因此f(x)在Q上不可约。
例7暋证明:如果p1,p2,…,pt 是两两不等的素数(t曒1),那么对于任意大于1的整数

n,都有 n
p1p2…pt是无理数。

证明暋由于(n
p1p2…pt)n=p1p2…pt,因此 n

p1p2…pt是多项式xn-p1p2…pt 的一

个实根。假如 n
p1p2…pt 是有理数,那么xn-p1p2…pt 在 Q[x]中有一次因式。由于

n>1,因此xn-p1p2…pt 在Q上可约。又由于素数p1 能整除xn-p1p2…pt 的首项系数

以外的所有系数,但是p1 不能整除首项系数1,且p2
1灨p1p2…pt,因此xn-p1p2…pt 在 Q

上不可约,矛盾。所以 n
p1p2…pt是无理数。 曵

·68· 第7章暋一元和n元多项式环



暋暋例8暋设m,n都是正整数,且m<n,证明:如果f(x)是Q上的m 次多项式,那么对任

意素数p,都有n
p不是f(x)的实根。

证明暋假如n
p是f(x)的实根,则f(x)作为实数域上的多项式有一次因式x-

n
p。

由于(n
p)n=p,因此n

p是多项式g(x)=xn-p的一个实根。从而g(x)作为实数域上的

多项式有一次因式x-
n
p。于是在 R[x]中,f(x)与g(x)不互素。由于互素性不随数域

的扩大而改变,因此在Q[x]中,f(x)与g(x)也不互素。又由于素数p能整除g(x)的首项

系数以外的一切系数,但不能整除首项系数1,且p2灨p,因此g(x)在 Q上不可约。从而

g(x)能整除f(x)。由此得出,n曑m。这与m<n矛盾。因此n
p不是f(x)的实根。 曵

点评暋在例8的证明中,关键是要考虑多项式g(x),以及利用互素性不随数域的扩大

而改变,利用Q[x]中不可约多项式与任一多项式的关系的结论。由此体会到掌握理论的

重要性,要善于运用理论去解决问题。
例9暋设c是某个首一整系数多项式的复根,f(x)是以c为复根的次数最低的首一整

系数多项式,证明f(x)在Q上不可约。
证明暋假如f(x)在Q上可约,则f(x)=f1(x)f2(x),其中fi(x)是首一整系数多项

式,且degfi(x)<degf(x),i=1,2。由于0=f(c)=f1(c)f2(c),因此c是f1(x)的复根

或者c是f2(x)的复根。这与f(x)是以c为复根的次数最低的首一整系数多项式矛盾。
因此f(x)在Q上不可约。 曵

例10暋设p(x)是首一整系数多项式,且p(x)在Q上不可约。证明:如果首一整系数

多项式f(x)与p(x)有公共复根,那么存在首一整系数多项式g(x),使得

f(x)=g(x)p(x).
暋暋证明暋由于f(x)与p(x)有公共复根,因此在C[x]中,f(x)与p(x)有公共的一次因

式,从而在C[x]中,f(x)与p(x)不互素。于是在 Q[x]中,f(x)与p(x)也不互素。由于

p(x)在Q上不可约,因此p(x)f(x),即p(x)是f(x)的一个不可约因式。又由于f(x)
与p(x)的首项系数都为1,因此f(x)与p(x)都是本原多项式。据本原多项式在Q[x]中的

唯一因式分解定理得,存在整系数多项式g(x),使得

f(x)=p(x)g(x).
由于f(x)与p(x)的首项系数为1,因此g(x)的首项系数为1。 曵

例11暋设f(x)=anxn+…+a1x+a0 是一个次数大于0的整系数多项式。证明:如果

an+an-1+…+a1+a0 是一个奇数,那么1和-1都不是f(x)的根。
证明暋由于f(1)=an+an-1+…+a1+a0 是奇数,因此1不是f(x)的根,设f(x)=

mg(x),其中g(x)是本原多项式,m暿Z* 。假如-1是f(x)的根,则0=f(-1)=
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mg(-1),从而g(-1)=0。于是g(x)有一次因式x+1。据本原多项式在Q[x]中的唯一

因式分解定理得,存在整系数多项式h(x),使得g(x)=(x+1)h(x),于是有

f(x)=m(x+1)h(x).
x用1代入,从上式得,f(1)=2mh(1)。这与f(1)是奇数矛盾。因此-1不是f(x)的根。

曵
点评暋例11的证明由于运用了本原多项式在Q[x]中的唯一因式分解定理,因此不需

要什么计算就证明了-1不是f(x)的根。也可以采用下述方法证明这一结论:假如-1是

f(x)的根,则

0=f(-1)=an(-1)n +an-1(-1)n-1+…+a1(-1)+a0.
当n是奇数时,从上式得

an +an-2+…+a1 =an-1+an-3+…+a2+a0.
于是 an+an-1+…+a1+a0=2(an+an-2+…+a1).
这与已知条件矛盾。当n是偶数时,类似的计算可得出与已知条件矛盾。因此-1不是

f(x)的根。
例12暋设f(x)是一个次数大于0的首一整系数多项式,证明:如果f(0)与f(1)都是

奇数,那么f(x)没有有理根。
证明暋假如f(x)有一个有理根b,由于f(x)的首项系数为1,因此b必为整数。于是

x-b是本原多项式,且x-b是f(x)的一个因式。又由于f(x)也是本原多项式,因此据本

原多项式在Q[x]中的唯一因式分解定理得,存在整系数多项式h(x),使得

f(x)= (x-b)h(x).
x分别用0和1代入,从上式得

f(0)= (-b)h(0),f(1)= (1-b)h(1).
由于-b和-b+1必有一个是偶数,因此f(0)和f(1)必有一个是偶数。这与已知条件矛

盾,所以f(x)没有有理根。 曵
例13暋设f(x)=(x-a1)(x-a2)…(x-an)-1,其中a1,a2,…,an 是两两不等的整

数。证明f(x)在Q上不可约。
证明暋假如f(x)在Q上可约,则

f(x)=g1(x)g2(x),deggi(x)<n,gi(x)暿Z[x],i=1,2.
x用aj 代入,从上式得

-1=f(aj)=g1(aj)g2(aj),j=1,2,…,n.
从而g1(aj)与g2(aj)一个为1,另一个为-1。于是g1(aj)+g2(aj)=0,j=1,2,…,n。这

表明多项式g1(x)+g2(x)有n个不同的根a1,a2,…,an。但是g1(x)+g2(x)的次数小于
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n,因此,g1(x)+g2(x)=0,从而f(x)=-g2
1(x)。f(x)的首项系数为1,这与-g2

1(x)的首

项系数为负数矛盾。因此f(x)在Q上不可约。 曵
例14暋设f(x)=(x-a1)(x-a2)…(x-an)+1,其中a1,a2,…,an 是两两不等的

整数。
(1)证明:当n是奇数时,f(x)在Q上不可约;
(2)证明:当n是偶数且n曒6时,f(x)在Q上不可约;
(3)当n=2或4时,f(x)在Q上是否不可约?
(1)证明暋假如f(x)在Q上可约,则

f(x)=g1(x)g2(x),deggi(x)<n,gi(x)暿Z[x],i=1,2.
x用aj 代入,从上式得

1=f(aj)=g1(aj)g2(aj),j=1,2,…,n.
于是g1(aj)与g2(aj)同为1,或同为-1。从而

g1(aj)-g2(aj)=0,j=1,2,…,n.
这表明多项式g1(x)-g2(x)有n个不同的根a1,a2,…,an。但是g1(x)-g2(x)的次数小

于n,因此g1(x)-g2(x)=0。从而f(x)=g2
1(x),于是degf(x)=2degg1(x)。这与已

知n是奇数矛盾,因此f(x)在Q上不可约。 曵
(2)证明暋假如f(x)在Q上可约,由第(1)小题的证明过程得,f(x)=g2

1(x)。从而对

一切t暿R,有f(t)=g2
1(t)曒0。不妨设

a1 <a2 <a3 <a4 <a5 <a6 < … <an.

x用a1+1
2

代入,由f(x)的表达式得

fa1+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = 1

2
a1+1

2-aæ

è
ç

ö

ø
÷2 … a1+1

2-aæ

è
ç

ö

ø
÷n +1

= (-1)n-1 1
2

a2-a1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

… an -a1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 +1.

由于

a2-a1-1
2 曒1-1

2 = 1
2

,…,

aj-a1-1
2 曒 (j-1)-1

2 =2j-3
2

,…,

an -a1-1
2 曒 (n-1)-1

2 =2n-3
2

,

且n曒6,因此
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1
2

a2-a1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

… an -a1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 曒 1

2
·1

2
·3

2
·5

2
·7

2
·9

2
·…·2n-3

2

曒 1
2

·1
2

·3
2

·5
2

·7
2

·9
2

=15暳63
64 >1.

由于n是偶数,因此

fa1+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =-1

2
a2-a1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

… an -a1-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 +1<-1+1=0,

矛盾,因此当n为偶数且n曒6时,f(x)在Q上不可约。 曵
(3)解暋当n=2或4时,f(x)有可能在Q上可约。例如,(x-1)(x+1)+1=x2,

x(x-1)(x+1)(x+2)+1=x4+2x3-x2-2x+1
= (x2+x-1)2.

暋暋例15暋设f(x)=(x-a1)2(x-a2)2…(x-an)2+1,其中a1,a2,…,an 是两两不等的

整数。证明f(x)在Q上不可约。
证明暋假如f(x)在Q上可约,则

f(x)=g1(x)g2(x),deggi(x)<2n,gi(x)暿Z[x],i=1,2.
x用aj 代入,从上式得

1=f(aj)=g1(aj)g2(aj),j=1,2,…,n.
于是g1(aj)与g2(aj)同为1,或同为-1。

由于f(x)没有实根,因此g1(x)和g2(x)都没有实根。从而gi(a1),gi(a2),…,gi(an)
同号,i=1,2。于是不妨设gi(a1)=gi(a2)=…=gi(an)=1,i=1,2。

情形1暋g1(x)与g2(x)中有一个的次数小于n。不妨设degg1(x)<n,由于g1(aj)-
1=0,j=1,2,…,n,因此多项式g1(x)-1有n个不同的根。于是g1(x)-1=0。从而

f(x)=g2(x),这与degg2(x)<2n矛盾。
情形2暋g1(x)与g2(x)的次数都等于n。由于a1,a2,…,an 都是gi(x)-1的根,且

gi(x)-1的首项系数为1,因此

gi(x)-1= (x-a1)(x-a2)…(x-an),i=1,2.
从而

f(x)= [(x-a1)(x-a2)…(x-an)+1]2

= (x-a1)2(x-a2)2…(x-an)2+1+2(x-a1)(x-a2)…(x-an).
由此推出,2(x-a1)(x-a2)…(x-an)=0,矛盾。

由于degg1(x)+degg2(x)=degf(x)=2n,因此只有上述两种可能的情形。从而
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f(x)在Q上不可约。 曵
例16暋有理系数多项式f(x)=x4+ux2+v何时在Q上可约?
解暋先寻找f(x)在Q上可约的必要条件,设f(x)在Q上可约,则f(x)有一次因式或

者有两个二次因式。
情形1暋f(x)有一次因式。此时f(x)有一个有理根t,从而t2 是二次多项式x2+ux

+v的有理根。于是判别式u2-4v是一个有理数的平方。
情形2暋f(x)有两个二次因式。此时

f(x)= (a2x2+a1x+a0)(b2x2+b1x+b0),a2 曎0,b2 曎0.
比较系数,得

1=a2b2,

0=a2b1+a1b2,

u=a2b0+a1b1+a0b2,

0=a1b0+a0b1,

v=a0b0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

不妨取a2=1,b2=1。于是b1=-a1,u=b0-a2
1+a0,a1(b0-a0)=0,v=a0b0。

若a1=0,则b1=0,u=b0+a0,v=a0b0。于是

u2-4v= (b0+a0)2-4a0b0 = (b0-a0)2.
暋暋若a1曎0,则b0=a0,u=2a0-a2

1,v=a2
0。于是

暲2v-u=a2
1.

暋暋综上所述,f(x)在Q上可约的必要条件是:u2-4v是一个有理数的平方;或者v是一

个有理数的平方,且暲2v-u是有理数的平方。
下面来证上述条件是f(x)在Q上可约的充分条件。
若u2-4v=d2,则4v=u2-d2=(u+d)(u-d)。从而

f(x)=x4+ux2+u+d
2

·u-d
2

= x2+u+dæ

è
ç

ö

ø
÷

2 x2+u-dæ

è
ç

ö

ø
÷

2 .

因此f(x)在Q上可约。

若v=a2
0,且暲2v-u=a2

1,则2a0-a2
1=u,从而

(x2+a1x+a0)(x2-a1x+a0)=x4+(2a0-a2
1)x2+a2

0

=x4+ux2+v.
因此f(x)在Q上可约。
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至此我们得到了f(x)在Q上可约的充分必要条件是:u2-4v是一个有理数的平方;

或者v是一个有理数的平方,且暲2v-u是有理数的平方。
例17暋设p(x)是n次有理系数多项式,n为大于1的奇数,且p(x)在 Q上不可约。

证明:如果c1 和c2 是p(x)的两个不同的复根,那么c1+c2 不是有理数。
证明暋记c1+c2=c。假设c是有理数,由于

0=p(c2)=p(c-c1).
因此c1 是多项式g(x)暶=p(c-x)的一个复根,由于c是有理数,因此g(x)是有理系数多

项式。由于g(x)与p(x)有公共复根c1,因此它们在C[x]中有公共的一次因式x-c1,从
而不互素。于是它们在Q[x]中也不互素,由于p(x)在Q上不可约,因此p(x)|g(x)。从

而存在有理系数多项式h(x)使得g(x)=p(x)h(x)。由于g(x)与p(x)的次数相等,因此

h(x)是非零有理数。由于n是奇数,因此g(x)的首项系数是p(x)的首项系数的相反数。

从而h(x)=-1,于是g(x)=-p(x)。x 用c
2

代入得,g(c
2

)=-p(c
2

)。又g(c
2

)=

p(c-c
2

)=p(c
2

),从而p(c
2

)=0。于是p(x)在 Q[x]中有一次因式x-c
2

。由于

degp(x)=n>1,因此p(x)在Q上可约,矛盾。所以c不是有理数。 曵
点评暋例17的证明的思路是利用c2 是p(x)的复根,得出0=p(c2)=p(c-c1),由此

受到启发去考虑多项式g(x)暶=p(c-x),使得c1 是g(x)的一个复根,从而c1 是p(x)与

g(x)的一个公共复根。

暋*例18暋用Z[x]表示所有整系数多项式组成的集合,证明:对于多项式的加法和乘法,

Z[x]成为一个环,且它是整环。
证明暋Z[x]是 Q[x]的非空子集。显然Z[x]对于多项式的减法和乘法都封闭,因

此Z[x]是 Q[x]的子环。显然 Q[x]的单位元1也是 Z[x]的单位元。由于 Q[x]是交

换环,且没有非平凡的零因子,因此 Z[x]也是交换环,且没有非平凡的零因子。从而

Z[x]是整环。 曵
暋*例19暋证明:Z[x]的可逆元只有暲1。

证明暋设g(x)是Z[x]的可逆元,则存在h(x)暿Z[x],使得g(x)h(x)=1。从而g(x)
是非零整数a,h(x)是非零整数b。从ab=1得出a=暲1。 曵
暋*例20暋证明:在Z[x]中,f(x)与g(x)相伴的充分必要条件是f(x)=暲g(x)。

证明暋充分性是显然的。下面证必要性,由于f(x)与g(x)相伴,因此存在hi(x)暿
Z[x],i=1,2,使得

f(x)=h1(x)g(x),暋g(x)=h2(x)f(x).
从而有 f(x)=h1(x)h2(x)f(x).
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若f(x)=0,则g(x)=0,于是结论成立。
若f(x)曎0,则1=h1(x)h2(x)。于是h1(x)是Z[x]的可逆元,从而h1(x)=暲1。因

此f(x)=暲g(x)。 曵
暋*例21暋一个整系数多项式p(x)(p(x)曎0,且p(x)曎暲1),如果在Z[x]中的因式只有

暲1(即Z[x]的可逆元)和暲p(x)(即p(x)的相伴元),那么称p(x)是Z上的不可约多项

式;否则称它在Z上可约。试问:Z[x]中的一次多项式是否一定在Z上不可约?
解暋不一定。例如,x-3在Z上是不可约的,而2x-6的因式2和x-3都既不等于

暲1,也不等于暲(2x-6),因此2x-6在Z上可约。
点评暋从例21看到,一次多项式2x-6虽然不能分解成两个次数较低的多项式的乘

积,但它在Z上是可约的。这表明虽然在数域K 上的一元多项式环K[x]中,p(x)不可约

的充分必要条件是它不能分解成两个次数较低的多项式的乘积,但是不宜把“不能分解成

两个次数较低的多项式的乘积暠作为不可约多项式的定义,否则很容易误认为Z[x]中的不

可约多项式的定义也是不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。“因式只有可逆元和相

伴元暠才是不可约多项式的本质。一般地,在整环R 中,一个元素a(a曎0,且a不是可逆

元),如果它的因子只有可逆元和a的相伴元,那么称a是不可约的;否则称a是可约的。
这个定义可参看《抽象代数基础(第二版)》(丘维声编著)第115页。

暋*例22暋证明:一个次数大于0的整系数多项式p(x)如果在Z上不可约,那么它在 Q
上也不可约。

证明暋假如p(x)在Q上可约,则据本节的推论1得,p(x)=g1(x)g2(x),deggi(x)<
degp(x),gi(x)暿Z[x],i=1,2。p(x)的因式g1(x)既不等于暲p(x),也不等于暲1(否则

g2(x)等于暲p(x),这不可能),于是p(x)在Z上可约,矛盾。因此p(x)在Q上不可约。 曵
点评暋例22的逆命题不成立。例如,一次多项式2x-6在Q上是不可约的,但它在Z

上可约。对于本原多项式,逆命题才成立,见下面的例23。

暋*例23暋证明:一个次数大于0的本原多项式p(x)在Q上不可约当且仅当它在Z上不可约。
证明暋充分性由例22立即得到。下面来证必要性。
假如p(x)在Z上可约,则p(x)在 Z[x]中有因式g(x),它既不等于暲1,也不等于

暲p(x)。设p(x)=g(x)h(x),其中h(x)暿Z[x]。由于p(x)是本原多项式,因此

degg(x)>0。从而

degh(x)<degp(x).
同理,degh(x)>0,从而degg(x)<degp(x)。于是p(x)在Q上可约,矛盾。因此p(x)
在Z上不可约。 曵
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暋*例24暋证明:一个次数大于0的整系数多项式p(x)如果在Z上不可约,那么它一定是

本原多项式。
证明暋假如p(x)不是本原多项式,则它的各项系数有异于暲1的公因数m,于是p(x)

=mg(x),又由于degp(x)>0,因此m曎暲p(x)。于是p(x)在 Z上可约,矛盾。因此

p(x)是本原多项式。 曵

习题7.8

1.求下列多项式的全部有理根:
(1)2x3+x2-3x+1;暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋(2)2x4-x3-19x2+9x+9。

2.判断下列整系数多项式在有理数域上是否不可约:
(1)x4-6x3+2x2+10; (2)x3-5x2+4x+3;
(3)x3+x2-3x+2; (4)2x3-x2+x+1;
(5)7x5+18x4+6x-6; (6)x4-2x3+2x-3;
(7)x5+5x3+1; (8)xp+px2+1,p为奇素数;
(9)xp+pxr+1,p为奇素数,0曑r曑p; (10)x4-5x+1。

3.设n>1,证明:n个两两不等的素数的几何平均数一定是无理数。

4.设m,n都是正整数,且m<n;p1,p2,…,pt 是两两不等的素数,t曒1。证明:如果

f(x)是Q上的m 次多项式,那么 n
p1p2…pt不是f(x)的实根。

5.设f(x)=x3+ax2+bx+c是整系数多项式,证明:如果(a+b)c是奇数,那么f(x)
在有理数域上不可约。

6.设f(x)=anxn+…+a1x+a0 是一个次数大于0的整系数多项式,证明:如果存在

一个素数p,使得

pa0,pa1,…,p ar-1,p灨ar,p灨an,
且p2灨a0,那么f(x)有一个次数大于或等于r的在Q上不可约的因式。

暋*7.设f(x)=a2n+1x2n+1+…+a1x+a0 是一个次数为2n+1的整系数多项式。证明:
如果存在一个素数p,使得

p2 a0,…,p2 an,pan+1,…,pa2n,p灨a2n+1,
且p3灨a0,那么f(x)在Q上不可约。

8.设f(x)=anxn+…+a1x+a0 是一个次数为n的整系数多项式。证明:如果a0,

an+…+a1+a0,(-1)nan+…-a1+a0 都不能被3整除,那么f(x)没有整数根。

9.在Q[x]中把g(x)=x8+x7+x6+x5+x4+x3+x2+x+1因式分解。
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10.设n是大于1的整数,g(x)=暺
n-1

i=0
xi 。证明:若n不是素数,则g(x)在Q上可约。

11.证明:x105-9在有理数域上不可约。

7.9暋n元多项式环

7.9.1暋内容精华

暋暋一、n元多项式的概念

定义1暋设K 是一个数域,用不属于K 的n 个符号x1,x2,…,xn 作表达式

暺
i1,i2,…,in

ai1i2…inx
i11xi22 …xinn , (1)

其中ai1i2…in暿K,i1,i2,…,in 是非负整数,(1)式中的每一项称为一个单项式,ai1i2…in
称为系

数;如果只有有限多个单项式的系数不为0,并且两个这种形式的表达式相等当且仅当它

们除去系数为0的单项式外含有完全相同的单项式,那么称表达式(1)是数域K 上的n 元

多项式,把符号x1,x2,…,xn 称为n个无关不定元。
关于n元多项式的定义应当把握两点:它是具有形式(1)的表达式;两个n元多项式相

等当且仅当它们含有完全相同的单项式(除去系数为0的单项式)。第二点使得n元多项

式成为最基本的概念。
在数域K 上的n 元多项式中,如果两个单项式的xj(j=1,2,…,n)的幂指数都对应相

等,那么这两个单项式称为同类项。在n元多项式中,我们把同类项合并成一项,从而各个

单项式都是不同类的。
数域K 上有一个n 元多项式,如果它的所有系数全为0,那么称它为零多项式,记为0。

n元多项式的重要特点之一是它有次数的概念。对于单项式,把它的各个不定元的幂

指数之和称为这个单项式的次数。对于一个n元多项式f(x1,x2,…,xn),把它的系数不

为0的单项式的次数的最大值称为这个n元多项式的次数,记作degf,零多项式的次数规

定为-曓。
设一个n元多项式f(x1,x2,…,xn)的次数为m,有可能有几个单项式的次数都为m,因此

无法利用单项式的次数来给单项式排序。从字典的排序方法受到启发,把每一个单项式的各个

不定元的幂指数写成一个n元有序数组,对于n元有序非负整数组规定一个先后顺序:
(i1,i2,…,in)先于(j1,j2,…,jn)当且仅当
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i1 =j1,…,is-1 =js-1,is >js,
记作(i1,i2,…,in)>(j1,j2,…,jn)。

显然,n元有序非负整数组的先于关系具有传递性。于是利用这个先于关系就可以给

一个n元多项式的各个单项式排序:
单项式ai1…inx

i11xi22 …xinn 排在单项式bj1…jnx
j11xj22 …xjnn 的前面当且仅当(i1,i2,…,in)>

(j1,j2,…,jn)。这种排序方法称为字典排列法。按字典排列法写出来的第一个系数不为

0的单项式称为n元多项式的首项。要注意,首项不一定具有最大的次数。

二、n元多项式的运算

数域K 上所有n 元多项式组成的集合记作K[x1,x2,…,xn]。在这个集合中规定加

法运算为把同类项的系数相加,规定乘法运算为

暺
i1,i2,…,in

ai1i2…inx
i11xi22 …xin( )n 暺

j1,j2,…,jn

bj1j2…jnx
j11xj22 …xjn( )n

暶= 暺
s1,s2,…,sn

cs1s2…snx
s11xs22 …xsnn , (2)

其中 cs1s2…sn = 暺
i1+j1=s1

暺
i2+j2=s2

… 暺
in+jn=sn

ai1i2…inbj1j2…jn.

容易验证K[x1,x2,…,xn]成为一个环,它有单位元1,它是交换环,称它为数域K 上n 元

多项式环。
n元多项式的运算与次数有什么关系? 显然有

deg(f+g)曑 max{degf,degg}. (3)
乘法运算与次数的关系是什么? 在数域 K 上的一元多项式环K[x]中,有deg(fg)=
degf+degg。证明此等式成立的关键是先证明fg的首项等于f 的首项与g 的首项的乘

积。由此受到启发,在K[x1,x2,…,xn]中,先证明下述结论:
定理1暋在K[x1,x2,…,xn]中,两个非零多项式的乘积的首项等于它们的首项的乘

积,从而两个非零多项式的乘积仍是非零多项式,即K[x1,x2,…,xn]是无零因子环。
其次我们要引进齐次多项式的概念:
定义2暋如果数域K 上的n 元多项式g(x1,x2,…,xn)的每个系数不为0的单项式都

是m 次的,则称该多项式为m 次齐次多项式。
由定义2得,零多项式可以看成是任意次数的齐次多项式。
第6章6.1节讲的数域K 上的n 元二次型就是数域K 上的n 元二次齐次多项式。
显然,K[x1,x2,…,xn]中两个齐次多项式的乘积仍是齐次多项式,它的次数等于这两

个多项式的次数的和。
对于任何一个n元多项式f(x1,x2,…,xn),如果把f中次数相同的单项式写在一起,
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那么f可以唯一地表示成

f(x1,x2,…,xn)= 暺
m

i=0
fi(x1,x2,…,xn). (4)

其中m=degf,fi(x1,x2,…,xn)是i次齐次多项式,称它为f(x1,x2,…,xn)的i次齐

次成分。
利用(4)式可以证明下述结论:
定理2暋在K[x1,x2,…,xn]中,暋暋degfg=degf+degg. (5)

三、数域K上n元多项式环K[x1,x2,…,xn]的通用性质

n元多项式之所以成为最基本的概念,是因为n元多项式环K[x1,x2,…,xn]具有通

用性质。即

定理3暋设K 是一个数域,R 是一个有单位元的交换环,并且R 可以看成是K 的一个

扩环(即R 有一个子环R1 与K 同构,且R 的单位元是R1 的单位元),K 到R1 的同构映射

记作氂,设t1,t2,…,tn 是R 的元素,令
氁t1,t2,…,tn暶K[x1,x2,…,xn 曻] R

f(x1,x2,…,xn)= 暺
i1,…,in

aii…inx
i11 …xinn 暺

i1,…,in

氂(ai1…in
)ti11 …tinn ,

则氁t1,t2,…,tn
是K[x1,x2,…,xn]到R 的一个映射,它使得

氁t1,t2,…,tn
(xi)=ti,i=1,2,…,n;

把f(x1,x2,…,xn)在此映射下的象记作f(t1,t2,…,tn),如果

f(x1,x2,…,xn)+g(x1,x2,…,xn)=h(x1,x2,…,xn),

f(x1,x2,…,xn)g(x1,x2,…,xn)=p(x1,x2,…,xn),
那么

f(t1,t2,…,tn)+g(t1,t2,…,tn)=h(t1,t2,…,tn),

f(t1,t2,…,tn)g(t1,t2,…,tn)=p(t1,t2,…,tn),
即映射氁t1,t2,…,tn

保持加法和乘法运算。映射氁t1,t2,…,tn
称为x1,x2,…,xn用t1,t2,…,tn

代入。
证明的关键是由于K[x1,x2,…,xn]中一个n元多项式f(x1,x2,…,xn)的表法唯一,

因此上述定义的由K[x1,x2,…,xn]到R 的对应法则氁t1,t2,…,tn
是一个映射。定理3的其余

结论的证明都是很容易的。
定理3的意义在于:只要把数域K 上n 元多项式环K[x1,x2,…,xn]的结构研究清楚

了,那么对于任意一个可以看成K 的扩环的有单位元的交换环R,从K[x1,x2,…,xn]中有

关加法与乘法的等式可以得到R 中许多有关加法与乘法的等式,达到事半功倍的效果。
特别地,K [x1,x2,…,xn]中 所 有 零 次 多 项 式 添 上 零 多 项 式 组 成 的 子 集 S 是
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K[x1,x2,…,xn]的一个子环,显然,氂暶a a是K 到S 的一个同构映射,因此 K[x1,
x2,…,xn]可看成是K 的一个扩环,从而x1,x2,…,xn 可以用环K[x1,x2,…,xn]中任意n
个元素代入,且这种代入是保持加法与乘法运算的。

四、n元多项式函数

设f(x1,x2,…,xn)暿K[x1,x2,…,xn],对于数域K 中任意n 个元素c1,c2,…,cn,将
x1,x2,…,xn 用c1,c2,…,cn 代 入,得 到 f(c1,c2,…,cn)暿K。于 是 n 元 多 项 式

f(x1,x2,…,xn)诱导了集合Kn 到K 的一个映射:
暋f:K 曻n K暋暋暋暋

(c1,c2,…,cn) f(c1,c2,…,cn). (6)
把这个映射f称为数域K 上的一个n元多项式函数。

显然,零多项式确定的函数是零函数,自然要问:非零多项式诱导的函数是否一定不是

零函数? 这对于数域K 上的n 元非零多项式,回答是肯定的。
定理4暋设h(x1,x2,…,xn)是数域K 上的n 元非零多项式,则它诱导的n元多项式函

数h不是零函数。
利用定理4立即得到:
定理5暋设K 是数域,在 K[x1,x2,…,xn]中,两个n元多项式f(x1,x2,…,xn)与

g(x1,x2,…,xn)相等,当且仅当它们诱导的多项式函数f与g 相等。
我们把数域K 上所有n 元多项式函数组成的集合记作Knpol,在这个集合中规定加法

运算是函数的加法,规定乘法运算是函数的乘法,即炐(c1,c2,…,cn)暿Kn,令
(f+g)(c1,c2,…,cn)暶=f(c1,c2,…,cn)+g(c1,c2,…,cn),

(fg)(c1,c2,…,cn)暶=f(c1,c2,…,cn)g(c1,c2,…,cn),
如果

f(x1,x2,…,xn)+g(x1,x2,…,xn)=h(x1,x2,…,xn),

f(x1,x2,…,xn)g(x1,x2,…,xn)=p(x1,x2,…,xn),
那么有

f(c1,c2,…,cn)+g(c1,c2,…,cn)=h(c1,c2,…,cn),

f(c1,c2,…,cn)g(c1,c2,…,cn)=p(c1,c2,…,cn),
因此上述定义的f+g是由多项式h(x1,x2,…,xn)诱导的n元多项式函数,fg是由多项式

p(x1,x2,…,xn)诱导的n元多项式函数,从而上述定义的加法和乘法的确是Knpol的两种运

算。容易验证,Knpol成为一个有单位元的交换环,称它为数域K上的n元多项式函数环。由n
元多 项 式f(x1,x2,…,xn)对 应 到 它 诱 导 的n 元 多 项 式 函 数f,这 个 对 应 法 则氁 是

K[x1,x2,…,xn]到Knpol的一个映射,显然它是满射;由定理5得出,氁也是单射,从而氁是双

射。由上述内容知道,氁保持加法与乘法,因此氁是一个同构映射,从而环K[x1,x2,…,xn]与
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环Knpol是同构的。于是我们可以把数域K 上的n元多项式f(x1,x2,…,xn)与n元多项式函

数f等同看待。注意:n元多项式是指表达式,n元多项式函数是指映射,只有在证明了数域

K 上的n元多项式环K[x1,x2,…,xn]与K 上的n元多项式函数环Knpol同构之后,才能把n
元多项式f(x1,x2,…,xn)与由它诱导的n元多项式函数f等同看待。

设f(x1,x2,…,xn)暿K[x1,x2,…,xn],K 是数域。如果有(c1,c2,…,cn)暿Kn 使得

f(c1,c2,…,cn)=0,那么称(c1,c2,…,cn)是n元多项式f(x1,x2,…,xn)的一个零点。当K
取实数域,若n=2,则二元多项式f(x,y)的零点组成的集合就是平面上的一条代数曲线,
它也就是方程f(x,y)=0表示的曲线;若n=3,则三元多项式f(x,y,z)的零点组成的集

合是空间中的一个代数曲面,它也就是方程f(x,y,z)=0表示的曲面。一般地,数域K 上

一组n 元多项式,它们的公共零点组成的集合称为代数簇(algebraicvariety)。研究代数簇

是代数几何的一个基本内容。

五、数域K上n元多项式环的结构

研究数域K 上一元多项式环K[x]的结构,我们是以带余除法为出发点的。利用带余

除法证明了K[x]中两个多项式的最大公因式存在(可以用辗转相除法求出),并且最大公

因式可以表示成这两个多项式的倍式和,进而得到两个多项式互素的充分必要条件是1可

以表示成这两个多项式的倍式和,利用这个结论证明了不可约多项式的几个等价条件,最
后证明了K[x]中每一个次数大于0的多项式都能唯一地分解成有限多个不可约多项式的

乘积,即证明了K[x]中有唯一因式分解定理。从而把K[x]的结构搞清楚了。
研究K[x]的结构的上述途径是否适用于研究数域K 上n元多项式环K[x1,x2,…,xn]

的结构呢? 其中n>1。
对于数域K 上的一元多项式f(x),它的首项就是次数最高的项,因此把f(x)的首项

消去后,它的次数就降下来了。从而可以对作为被除式的多项式的次数作数学归纳法,证
出K[x]中有带余除法。

对于数域K 上的n 元多项式f(x1,x2,…,xn),当n>1时,它的首项不一定是次数最

高的项,因此把f(x1,x2,…,xn)的首项消去后,它的次数不一定能降下来。从而当n>1
时,K[x1,x2,…,xn]没有带余除法。1964年,H.Hironaka引进了n元多项式的除法算法。

1965年,B.Buchberger使用除法算法对于K[x1,x2,…,xn]中由单项式组成的乘法封闭集

中,引进了项序的概念,使得多项式相除后所得的余式唯一确定。
由于当n>1时,K[x1,x2,…,xn]中没有带余除法,因此研究它的结构就不能从带余

除法出发。在K[x1,x2,…,xn]中,整除的概念、不可约多项式的概念仍然是有的。
定义3暋在K[x1,x2,…,xn]中,对于f,g,如果有h使得f=hg,那么称g整除f,记
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作g|f;否则称g不能整除f,记作g灨f。当g整除f 时,称g是f 的一个因式,称f是g
的一个倍式。

容易看出,在K[x1,x2,…,xn]中,整除关系具有反身性、传递性,但是不具有对称性。
定义4暋在K[x1,x2,…,xn]中,如果f|g,且g|f,那么称f与g是相伴的,记作f~g。
利用K[x1,x2,…,xn]中多项式乘积的次数公式容易证明:f~g当且仅当存在c暿K*

使得f=cg。

K[x1,x2,…,xn]中有了因式的概念,当然也就有两个多项式f与g的公因式的概念。类

似于K[x],我们可以在K[x1,x2,…,xn]中定义两个多项式f与g的最大公因式的概念,但
是由于K[x1,x2,…,xn]中没有带余除法,因此不可能有辗转相除法,从而暂时还不知道任意

两个多项式是否一定有最大公因式存在,到后面我们再来回答这个问题。K[x1,x2,…,xn]中
两个多项式的最大公因式如果是K 中的非零数,那么称这两个多项式互素。

定义5暋K[x1,x2,…,xn]中次数大于0的n元多项式p(x1,x2,…,xn),如果它的因式

只有K 中的非零数以及它的相伴元,那么称p(x1,x2,…,xn)是K上的不可约多项式;否则

称p(x1,x2,…,xn)是可约的。
由定义5和乘积多项式的次数公式立即得到:一次多项式都是不可约的。
命题1暋K[x1,x2,…,xn]中,次数大于0的多项式p(x1,x2,…,xn)不可约当且仅当

它不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。
由命 题 1 的 充 分 性 立 即 得 到,K [x1,x2,…,xn ]中 次 数 大 于 0 的 多 项 式

f(x1,x2,…,xn)如果可约,那么它能分解成两个次数较低的多项式的乘积。如此下去,可
得出:f(x1,x2,…,xn)能分解成有限多个不可约多项式的乘积。进一步可证明这种分解是

唯一的,即如果f(x1,x2,…,xn)有两种方式分解成不可约多项式的乘积:

f(x1,x2,…,xn)=p1(x1,x2,…,xn)…ps(x1,x2,…,xn),

f(x1,x2,…,xn)=q1(x1,x2,…,xn)…qt(x1,x2,…,xn),
那么s=t,且经过适当排列因式的次序可使得

pi(x1,x2,…,xn)~qi(x1,x2,…,xn),i=1,2,…,s.
于是在K[x1,x2,…,xn]中也有唯一因式分解定理:

定理6(唯一因式分解定理)暋K[x1,x2,…,xn]中每一个次数大于 0 的多项式

f(x1,x2,…,xn)都能唯一地分解成数域 K 上有限多个不可约多项式的乘积,所谓唯一性

如上所述。
定理6可以从参考文献21的第三章曥3.2的推论4立即得到。
在n元多项式f(x1,x2,…,xn)的分解式中,可以把每一个不可约因式的首项系数提

出来,使它们成为首项系数为1的多项式,再把相同的不可约因式的乘积写成乘幂的形式,
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于是f(x1,x2…,xn)的分解式成为

f(x1,…,xn)=apr1
1 (x1,…,xn)…prm

m (x1,…,xn). (7)
其中a是f(x1,…,xn)的首项系数,p1(x1,…,xn),…,pm(x1,…,xn)是两两不等的首项系

数为1的不可约多项式,r1,…,rm 是正整数。分解式(7)称为f(x1,x2…,xn)的标准分

解式。
现在设f(x1,…,xn),g(x1,…,xn)的标准分解式分别为

f(x1,…,xn)=apr1
1 (x1,…,xn)…prl

l (x1,…,xn)prl+1
l+1 (x1,…,xn)…prm

m (x1,…,xn),

g(x1,…,xn)=bpt1
1 (x1,…,xn)…ptl

l (x1,…,xn)q
tl+1
l+1

(x1,…,xn)…qts
s (x1,…,xn).

令

d(x1,…,xn)=pu1
1 (x1,…,xn)…pul

l (x1,…,xn),
其中ui=min{ri,ti},i=1,2,…,l。显然d(x1,…,xn)是f(x1,…,xn)与g(x1,…,xn)的一

个公因式。任取f与g 的一个次数大于0的公因式c(x1,…,xn),在c(x1,…,xn)的标准分

解式中任取一个不可约因式v(x1,…,xn)。由于v(x1,…,xn)是f与g 的公共的不可约因

式,因此v(x1,…,xn)必然等于某个pj(x1,…,xn),其中j暿{1,2,…,l};并且v(x1,…,xn)
在c(x1,…,xn)的标准分解式中的幂指数不超过uj。于是c(x1,…,xn)d(x1,…,xn)。这

证明了d(x1,…,xn)是f(x1,…,xn)与g(x1,…,xn)的一个最大公因式,它的首项系数为

1,把它记作(f(x1,…,xn),g(x1,…,xn))。这也肯定地回答了前面提出的K[x1,…,xn]中
任意两个多项式都存在最大公因式的问题。

由于把n元多项式分解成不可约因式的乘积没有统一的方法,因此求两个n元多项式

的最大公因式是不容易的。

7.9.2暋典型例题

例1暋将下列三元多项式按字典排列法排列各单项式的顺序。
(1)f(x1,x2,x3)=4x1x5

2x2
3+5x2

1x2x3-x3
1x4

3+x3
1x2+x1x4

2;
(2)g(x1,x2,x3)=x2

1x3
2+x2

2x3
3+x3

1x2
3+x4

1+x2
1x4

2+x4
3。

解暋(1)f(x1,x2,x3)=x3
1x2-x3

1x4
3+5x2

1x2x3+4x1x5
2x2

3+x1x4
2;

(2)g(x1,x2,x3)=x4
1+x3

1x2
3+x2

1x4
2+x2

1x3
2+x2

2x3
3+x4

3。
例2暋把下述三元齐次多项式分解成两个三元齐次多项式的乘积。

f(x1,x2,x3)=x3
1+3x2

1x2+4x2
1x3+3x1x2

2+6x1x2x3+4x1x2
3

+2x3
2+5x2

2x3+5x2x2
3+3x3

3.
暋暋解暋f(x1,x2,x3)是三次齐次多项式,把它分解成两个齐次多项式的乘积,必然一个是
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一次齐次多项式,另一个是二次齐次多项式。于是可设

f(x1,x2,x3)= (x1+ax2+bx3)(x2
1+cx2

2+dx2
3+ex1x2+ux1x3+vx2x3).

比较系数得

3=e+a,暋暋暋暋4=u+b,暋暋暋暋3=c+ae,

6=v+au+be, 4=d+bu, 2=ac,

5=av+bc, 5=ad+bv, 3=bd.
取c=1,则a=2;取d=1,则b=3。从而

e=1,u=1,c=1,v=1,d=1.
因此

f(x1,x2,x3)= (x1+2x2+3x3)(x2
1+x2

2+x2
3+x1x2+x1x3+x2x3).

暋暋例3暋设f(x1,x2,…,xn)是数域K 上一个齐次多项式。证明:
如果在K[x1,x2,…,xn]中有

f(x1,x2,…,xn)=g(x1,x2,…,xn)h(x1,x2,…,xn),
那么g(x1,x2,…,xn)和h(x1,x2,…,xn)都是齐次多项式。

证明暋假如g与h 不全是齐次多项式,则不妨设g不是齐次多项式,于是有g=gl+
gl+1+…+gr,其中gi(i=l,l+1,…,r)是g 的i次齐次成分,且gl曎0,gr曎0,r>l。设

h=ht+ht+1+…+hs,其中hj(j=t,t+1,…,s)是h的j次齐次成分,且ht曎0,hs曎0(有可

能s=t,此时h是t次齐次多项式)。由已知条件得

f=gh= 暺
r

i=l
g( )i 暺

s

j=t
h( )j = 暺

r

i=l
暺
s

j=t
gihj,

其中glht曎0,grhs曎0。由于glht 是gh 的次数最低的齐次成分,因此glht 不会与其他gihj

相消。又由于grhs 是gh 的次数最高的齐次成分,因此grhs 也不会与其他gihj 相消。由

于l<r,t曑s,因此l+t<r+s。于是gh至少有两个非零的齐次成分,这与f是齐次多项式

矛盾。所以g与h 都是齐次多项式。 曵
点评暋例3表明:在K[x1,x2,…,xn]中,一个齐次多项式如果能分解成两个多项式的

乘积,那么这两个多项式也都是齐次多项式。
例4暋证明:在数域 K 上的n 元多项式环 K [x1,x2,…,xn]中,一个非零多项式

f(x1,x2,…,xn)是m 次齐次多项式的充分必要条件为对一切t暿K,有

f(tx1,tx2,…,txn)=tmf(x1,x2,…,xn). (8)

暋暋证明暋必要性。设f(x1,x2,…,xn)是m 次齐次多项式,即

f(x1,x2,…,xn)= 暺
i1,i2,…,in

ai1i2…inx
i11xi22 …xinn ,

其中i1+i2+…+in=m。任取t暿K,不定元x1,x2,…,xn 用tx1,tx2,…,txn 代入,从上式得
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f(tx1,tx2,…,txn)= 暺
i1,…,in

ai1i2…in
(tx1)i1(tx2)i2…(txn)in

=tmf(x1,x2,…,xn).
暋暋充分性。设对一切t暿K,有(8)式成立。将f(x1,…,xn)写成f=f0+f1+…+fs,其
中fi 是f 的i次齐次成分,i=0,1,…,s。任取t暿K,x1,x2,…,xn 用tx1,tx2,…,txn 代

入,从上式得

f(tx1,…,txn)=f0(tx1,…,txn)+f1(tx1,…,txn)+…+fs(tx1,…,txn).
根据刚证的必要性以及充分性的假设得

tmf(x1,…,xn)=f0(tx1,…,txn)+tf1(x1,…,xn)+…+tsfs(x1,…,xn). (9)
将f=f0+f1+…+fs 代入(9)式的左端,并且根据两个n元多项式相等的定义,得到

tmfi(x1,…,xn)=tifi(x1,…,xn),暋i=0,1,…,s. (10)
任取i暿{0,1,…,s},且i曎m,如果fi曎0,那么从(10)式两边消去fi 得,tm=ti,炐t暿K。
由于K 是数域,因此有xm=xi。这与i曎m 矛盾。因此当i曎m 时,fi=0。从而f=fm,于
是f是m 次齐次多项式。 曵

点评暋例4给出了数域K 上m 次齐次多项式(或m 次齐次多项式函数)的一个刻画,
它很有用。

例5暋设f(x,y,z),g(x,y,z)都是实数域上的三元多项式,且g(x,y,z)不是零多项

式,证明:如果g(x,y,z)的任一非零点都是f(x,y,z)的零点,那么f(x,y,z)是零多项式。
证法一暋对于g(x,y,z)的任一非零点(b1,b2,b3),有

fg(b1,b2,b3)=f(b1,b2,b3)g(b1,b2,b3)=0.
对于g(x,y,z)的任一零点(c1,c2,c3),有

fg(c1,c2,c3)=f(c1,c2,c3)g(c1,c2,c3)=0.
从而对一切(a1,a2,a3)暿R3,有fg(a1,a2,a3)=0。于是fg是零函数,从而f(x,y,z)g(x,y,z)是
零多项式。由于g(x,y,z)不是零多项式,因此f(x,y,z)是零多项式。 曵

证法二暋假如f(x,y,z)不是零多项式,又由已知条件,g(x,y,z)不是零多项式,于是

f(x,y,z)g(x,y,z)不是零多项式,从而fg 不是零函数。因此存在(c1,c2,c3)暿R3,使得

fg(c1,c2,c3)曎0,即f(c1,c2,c3)g(c1,c2,c3)曎0,由此得出,f(c1,c2,c3)曎0且g(c1,c2,c3)

曎0,这与已知条件矛盾。 曵
点评暋例5的证明主要用到两个结论:数域K 上的n 元多项式环是无零因子环;数域

K 上的n 元多项式环K[x1,x2,…,xn]与数域K 上的n 元多项式函数环Knpol是同构的。
例5的结论从直观上容易猜测到,但是要想讲出道理证明它就需要用到上述两个结论。这

又一次表明:只有掌握理论,才能把道理讲清楚。
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例6暋证明:在复数域上的二元多项式环中,下述二次多项式是不可约的:

f(x,y)=x2-2xy+y2+y.
暋暋证明暋假如f(x,y)在复数域上可约,则

f(x,y)= (x+ay+b)(x+cy+d),
其中a,b,c,d暿C。比较系数得

a+c=-2,ac=1,d+b=0,ad+bc=1,bd =0.
由d+b=0且bd=0推出b=d=0,这与ad+bc=1矛盾。因此f(x,y)=x2-2xy+y2+
y在C上是不可约的。 曵

点评暋我们已经知道,在复数域上的一元多项式环中,不可约多项式都是一次的。而

例6表明,在复数域上的二元多项式环中,存在二次的不可约多项式。在数域K 上的一元

多项式环中,f(x)有一次因式x-a当且仅当f(x)在K 中有根a。而例6表明,在复数域

上的二元多项式环中,f(x,y)=x2-2xy+y2+y虽然有许多零点,例如(0,0),(0,-1),

1,1暲 3iæ

è
ç

ö

ø
÷

2
等,但是f(x,y)没有一次因式。这些表明,当n>1时,数域K 上的n 元多项

式环有许多与一元多项式环不同的性质。
例7暋探索并且论证实数域上n元二次齐次多项式可约的充分必要条件。
解暋实数域上n元二次齐次多项式f(x1,x2,…,xn)可约当且仅当f(x1,x2,…,xn)能

分解成两个实系数一次多项式的乘积,根据例3的结论可知,这两个一次多项式都是齐次

的。根据《高等代数学习指导书(上册)》6.2节的例5,一个n元实二次型可以分解成两个

实系数一次齐次多项式的乘积当且仅当它的秩等于2且符号差为0,或者它的秩等于1。
于是这就是实系数n元二次齐次多项式可约的充分必要条件。 曵

例8暋当n>1时,在K[x1,x2,…,xn]中是否有下述结论:两个多项式互素的充分必要

条件为它们有倍式和等于1?
解暋充分性。设数域K 上的n 元多项式f(x1,x2,…,xn)与g(x1,x2,…,xn)具有性

质:存在u(x1,…,xn),v(x1,…,xn)暿K[x1,…,xn]使得

u(x1,…,xn)f(x1,…,xn)+v(x1,…,xn)g(x1,…,xn)=1.
设d(x1,…,xn)是 f(x1,…,xn)与 g(x1,…,xn)的一个最大公因式,则从上式得,

d(x1,…,xn)1。由乘积多项式的次数公式得,d(x1,…,xn)的次数为0,从而它是K 中一

个非零数。因此f(x1,…,xn)与g(x1,…,xn)互素,即充分性是成立的。
必要性。从例6中知道,复数域上的二元多项式f(x,y)=x2-2xy+y2+y不可约。

从而f(x,y)与g(x,y)=x的公因式只有K 中的非零数,因此f(x,y)与g(x,y)互素。对

于C[x,y]中 的 任 意 多 项 式 u(x,y),v(x,y),都 有 u(x,y)f(x,y)没 有 常 数 项,
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v(x,y)g(x,y)也没有常数项,从而

u(x,y)f(x,y)+v(x,y)g(x,y)曎1.
这个例子表明必要性是不成立的。

点评暋在数域K 上的一元多项式环K[x]中,两个多项式互素的充分必要条件是它们有

倍式和等于1。而当n>1时,K[x1,…,xn]中两个多项式互素的充分条件是它们有倍式和等

于1,但这不是必要条件,其根源在于K[x]中有带余除法,从而求两个多项式的最大公因式有

辗转相除法;而当n>1时,在K[x1,x2,…,xn]中没有带余除法,从而求两个多项式的最大公

因式没有辗转相除法,因此两个多项式的最大公因式无法表示成它们的倍式和。
例9暋把下述有理数域上的二元二次多项式因式分解:

f(x,y)=2x2+xy-y2+5x+2y+3.

暋暋解法一暋f(x,y)=2(x2+5+y
2 x+-y2+2y+3

2
)

可暂时把y看成常数,括号内的x的二次三项式的判别式

殼= 5+yæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

-2(-y2+2y+3)=9y2-6y+1
4 = 3y-1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

.

从而

f(x,y)=2x-
-1

2
(5+y)+1

2
(3y-1)æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2 x-
-1

2
(5+y)-1

2
(3y-1)æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2
= (2x-y+3)(x+y+1).

暋暋解法二暋设f(x,y)=(x+ay+b)(2x+cy+d),
比较系数得

1=c+2a,-1=ac,5=d+2b,2=ad+bc,3=bd.

解得暋a=1或-1
2

,c=-1或2,b=1或3,d=3或1。

当a=1时,c=-1,只有b=1,d=3才能满足2=ad+bc。当a=-1
2

时,无法满足2=ad

+bc,应当舍去。因此

f(x,y)= (x+y+1)(2x-y+3).
暋暋例10暋求实数域上二元二次多项式可约的充分必要条件。

解暋设f(x,y)=a11x2+2a12xy+a22y2+2a1x+2a2y+a0,则f(x,y)=0是平面上的

二次曲线,运用二次曲线的不变量理论(参看《解析几何(第三版)》第5章第2节),得
实数域上二元二次多项式f(x,y)可约

炡暋f(x,y)=0为两条相交直线或一对平行直线或两条重合直线;
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炡暋I2<0且I3=0,或I2=I3=0且K1曑0。
例11暋下列实数域上的二元二次多项式是否可约? 如果可约,把它因式分解。
(1)f(x,y)=2x2+8xy+8y2-x-2y-1;
(2)g(x,y)=x2-2xy+y2-2x-4y+3。

解暋(1)I2=
2 4
4 8

=0,

I3=

2 4 -1
2

4 8 -1

-1
2 -1 -1

=0,

K1=
2 -1

2

-1
2 -1

+
8 -1
-1 -1

= -2-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 +(-8-1)<0.

据例10的结论得,f(x,y)可约。

f(x,y)=2x2+ 4y-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 x+4y2-y-[ ]1

2 .

把括号内看成x的二次三项式,它的判别式为

殼= 4y-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

-44y2-y-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = 9

4.

于是

f(x,y)=2x-

1
2-4y+3

2
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2 x-

1
2-4y-3

2
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

2
= (x+2y-1)(2x+4y+1).

暋暋(2)I2=
1 -1
-1 1

=0,暋I3=
1 -1 -1
-1 1 -2
-1 -2 3

=-9曎0.

据例10的结论得,g(x,y)不可约。
点评暋由于利用了例10的结论,在例11中判别实数域上二元二次多项式是否可约变

得很容易,而例10的结论是运用了解析几何中二次曲线的不变量理论推导出来的。由此

可见,数学是一个统一的整体,要善于把代数与几何以及数学分析联系起来。
例12暋设f(x,y)=y2-x3+x-1暿R[x,y],在平面直角坐标系Oxy 中画出曲

线f(x,y)=0。
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解暋由于用-y代y 方程不变,因此曲线f(x,y)=0关于x轴对称。只要先画出x轴

上方的曲线以及x轴与曲线的交点。
点M(x0,0)是曲线f(x,y)=0与x轴的交点当且仅当x3

0-x0+1=0,即x0 是g(x)
=x3 -x+1 的 实 根,用 Sturm 定 理 可 以 求 出 g(x)=x3 -x+1 的 唯 一 实 根 在

-3
2

,æ

è
ç

ö

ø
÷-1 内(参看7.7节中典型例题的例9),把这个实根记作x0。

在x轴的上方,y= x3-x+1,此函数的定义域为不等式x3-x+1曒0的解集。由

于g曚(x)=3x2-1,因此

g曚(x)=0暋暋 炡暋暋3x2-1=0暋暋 炡暋暋x=暲 3
3

;

g曚(x)>0 炡 3x2-1>0 炡 x<- 3
3

或x> 3
3

;

g曚(x)<0 炡 3x2-1<0 炡 - 3
3 <x< 3

3.

从而g(x)在 -曓,- 3æ

è
ç

ö

ø
÷

3
内单调上升,在 - 3

3
,3æ

è
ç

ö

ø
÷

3
内单调下降,在 3

3
,æ

è
ç

ö

ø
÷+曓 内单调上

升,于是g(x)在x=- 3
3

处达到极大值,在x= 3
3

处达到极小值;并且g(x)曒0当且仅当x

曒x0。这表明函数y= x3-x+1的定义域是[x0,+曓)。

由于函数h(u)= u在它的定义域[0,+曓)内单调上升,因此从g(x)的上述性质可以

推 出,y = x3-x+1 在 x0,- 3é

ë
êê

ö

ø
÷

3
内 单 调 上 升,在 - 3

3
,3æ

è
ç

ö

ø
÷

3
内 单 调 下 降,在

3
3

,æ

è
ç

ö

ø
÷+曓 内单调上升,在x=- 3

3
处达到极大值,在x= 3

3
处达到极小值。现在可以来

画曲线f(x,y)=0。先找几个关键点列表和描点,然后用一条光滑曲线把它们连接起来,
最后利用对称性画出x轴下方的曲线,如表7灢1和图7灢2所示。

表7灢1

x x0 - 3
3曋-0.58 0 3

3曋0.58 1 2

y 0 2
93+1曋1.18 1 1-1

93曋0.90 1 7曋2.65
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图7灢2

点评暋例12中的曲线y2=x3-x+1是一条椭圆曲线,它在公开密钥密码学中有用。

习题7.9

1.将下列四元多项式按字典排列法排列各单项式的顺序:
(1)f(x1,x2,x3,x4)=x4

3x4-x3
1x2+5x2x3x4+2x4

2x3x4;
(2)f(x1,x2,x3,x4)=x3

1+x2
3+3x1x2

2x4-5x2
1x3x2

4-2x3
2x3。

2.把三元齐次多项式f(x1,x2,x3)=x3
1+x3

2+x3
3-3x1x2x3 写成两个三元齐次多项

式的乘积。

3.设f(x1,…,xn),g(x1,…,xn)暿K[x1,…,xn],且g(x1,…,xn)曎0,其中 K 是数

域。证明:如 果 对 于 使 得 g(c1,…,cn)曎0 的 任 意 一 组 元 素c1,c2,…,cn 暿K,都 有

f(c1,…,cn)=0,那么f(x1,…,xn)=0。

4.证明:在 K[x1,…,xn]中,如果g fi,i=1,2,…,s,那么对任意ui(x1,…,xn)暿
K[x1,…,xn],i=1,2,…,s,都有

g u1f1+u2f2+…+usfs.
暋暋5.证明:在K[x1,…,xn]中,f与g 相伴当且仅当存在c暿K* 使得f=cg。

6.证明:在K[x,y]中,多项式x2-y是不可约的。

7.证明:在复数域上的二元多项式环中,x3+y是不可约的。

8.下列实数域上的三元二次齐次多项式是否可约? 如果可约,把它因式分解。
(1)f(x,y,z)=3x2-2y2+5xy+3xz-yz;
(2)g(x,y,z)=x2+2y2+z2+2xy+2xz。

9.下列实数域上的二元二次多项式是否可约? 如果可约,把它因式分解。
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(1)f(x,y)=2x2+5xy-3y2+x+10y-3;
(2)g(x,y)=17x2+22xy-23y2+10x+14y-4。

10.设p(x1,…,xn)是K[x1,…,xn]中的不可约多项式,证明:p(x1,…,xn)与K[x1,
…,xn]中任一多项式f(x1,…,xn)的关系只有两种可能,即

p(x1,…,xn)f(x1,…,xn),或者p(x1,…,xn)与f(x1,…,xn)互素。

11.在R[x,y]中,f(x,y)=x2-4xy+4y2-6x+10y-1与g(x,y)=3x-y+5是否

互素?

7.10暋n元对称多项式

7.10.1暋内容精华

暋暋观察下述三元多项式f(x1,x2,x3)有什么特点。

f(x1,x2,x3)=x3
1+x3

2+x3
3+x2

1x2+x2
1x3+x2

2x3+x1x2
2+x1x2

3+x2x2
3.

不定元x1,x2,x3 的下标分别是1,2,3。对于自然数1,2,3的任意一个三元排列,譬如

231,把不定元x1,x2,x3 分别用x2,x3,x1 代入,则上式可写成

f(x2,x3,x1)=x3
2+x3

3+x3
1+x2

2x3+x2
2x1+x2

3x1+x2x2
3+x2x2

1+x3x2
1.

发现f(x2,x3,x1)的 表 达 式 与 f(x1,x2,x3)的 表 达 式 相 等,因 此 f(x2,x3,x1)=
f(x1,x2,x3)。对于自然数1,2,3的其他5个三元排列,也有类似的结论。这在直观上可

以这么说,在三元多项式f(x1,x2,x3)中,不定元x1,x2,x3 的地位是对称的。于是我们可

以把f(x1,x2,x3)称为对称多项式。

一、n元对称多项式的定义和例子

定义1暋设f(x1,x2,…,xn)暿K[x1,x2,…,xn],K 是数域,如果对于任意一个n元排

列j1j2…jn 都有

f(xj1
,xj2

,…,xjn
)=f(x1,x2,…,xn),

那么称f(x1,x2,…,xn)是数域K 上的一个n元对称多项式。
从定义1得出,如果一个n元对称多项式f(x1,x2,…,xn)含有一项axi11xi22 …xinn ,那么

它也含有项

axi1
j1x

i2
j2

…xin
jn

,
其中j1j2…jn 是任意一个n 元排列。(注意:相等的项只写一次。)
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例如,若三元对称多项式f(x1,x2,x3)含有一项x2
1x2,即x2

1x2x0
3,则它也会有如下5项:

x2
1x3x0

2,x2
2x1x0

3,x2
2x3x0

1,x2
3x1x0

2,x2
3x2x0

1.
即会有如下5项:

x2
1x3,x1x2

2,x2
2x3,x1x2

3,x2x2
3.

暋暋从定义1还得出,零多项式和零次多项式都是对称多项式。
一个n 元对称多项式如果含有一项x1,那么它一定含有项x2,x3,…,xn。因此,

x1+x2+…+xn是一个n 元对称多项式,把它用氁1(x1,x2,…,xn)表示。即

氁1(x1,x2,…,xn)=x1+x2+…+xn.
暋暋一个n元对称多项式如果含有一项x1x2,那么它一定含有项xixj,其中1曑i<j曑n。
因此下述多项式是一个n元对称多项式:

氁2(x1,x2,…,xn)=x1x2+x1x3+…+x1xn

暋+x2x3+…+x2xn

+…

暋暋+xn-1xn

= 暺
1曑i<j曑n

xixj.

暋暋同理,对于任给k暿{2,…,n-1},下述多项式是一个n元对称多项式:

氁k(x1,x2,…,xn)= 暺
1曑j1<j2<…<jk曑n

xj1xj2
…xjk.

暋暋显然,下述多项式也是一个n元对称多项式:

氁n(x1,x2,…,xn)=x1x2…xn.
暋暋上述n个n元对称多项式氁i(x1,x2,…,xn),i=1,2,…,n,统称为n元初等对称多项式。

二、数域K上n元对称多项式组成的集合的结构

数域K 上所有n 元对称多项式组成的集合W 的结构如何?
设f(x1,x2,…,xn),g(x1,x2,…,xn)暿W。如果

f(x1,x2,…,xn)+g(x1,x2,…,xn)=h(x1,x2,…,xn),

f(x1,x2,…,xn)g(x1,x2,…,xn)=p(x1,x2,…,xn).
那么对任一n元排列j1j2…jn,把不定元x1,x2,…,xn 分别用xj1

,xj2
,…,xjn

代入,从上两式得

f(xj1
,xj2

,…,xjn
)+g(xj1

,xj2
,…,xjn

)=h(xj1
,xj2

,…,xjn
),

f(xj1
,xj2

,…,xjn
)g(xj1

,xj2
,…,xjn

)=p(xj1
,xj2

,…,xjn
).

由于f(x1,x2,…,xn),g(x1,x2,…,xn)都是对称多项式,
因此 f(xj1

,xj2
,…,xjn

)=f(x1,x2,…,xn),
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g(xj1
,xj2

,…,xjn
)=g(x1,x2,…,xn).

由此推出

h(x1,x2,…,xn)=f(x1,x2,…,xn)+g(x1,x2,…,xn)

=f(xj1
,xj2

,…,xjn
)+g(xj1

,xj2
,…,xjn

)

=h(xj1
,xj2

,…,xjn
).

因此h(x1,x2,…,xn)暿W。同理p(x1,x2,…,xn)暿W。这表明W 对加法和乘法封闭。
又由于-g(xj1

,xj2
,…,xjn

)=-g(x1,x2,…,xn),因此W 对减法也封闭。于是我们证明

了下述命题:
命题1暋W 是K[x1,x2,…,xn]的一个子环。 曵
由命题1立即得到:
命题2暋 设f1,f2,…,fn 暿W,则对于K[x1,x2,…,xn]中任意一个多项式g(x1,x2,…,xn)

= 暺
i1,…,in

bi1…inx
i11xi22 …xinn ,有

g(f1,f2,…,fn)= 暺
i1,…,in

bi1…inf
i11fi22 …finn 暿W. 曵

特别有

g(氁1,氁2,…,氁n)暿W.
即初等对称多项式氁1,氁2,…,氁n 的多项式仍是对称多项式。反之,数域K 上任一n 元对称

多项式是否都可表示成初等对称多项式氁1,氁2,…,氁n 的多项式? 回答是肯定的,即我们有

下述重要定理:
定理1(对称多项式基本定理)暋 对 于 数 域 K 上 任 意 一 个n 元 对 称 多 项 式

f(x1,x2,…,xn),都存在数域K 上唯一的一个n 元多项式g(x1,x2,…,xn),使得

f(x1,x2,…,xn)=g(氁1,氁2,…,氁n).

三、数域K上一元多项式的判别式

对称多项式基本定理的一个重要应用是,研究数域 K 上的一元多项式在复数域中有

无重根。
设数域K 上首项系数为1的一元多项式

f(x)=xn +an-1xn-1+…+a1x+a0

在复数域中的n个根为c1,c2,…,cn,则

f(x)在复数域中有重根 暋炡暋 暻
1曑j<i曑n

(ci-cj)2=0.
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据 Vieta公式

-an-1 =c1+c2+…+cn =氁1(c1,c2,…,cn)
…

(-1)kan-k = 暺
1曑j1<…<jk曑n

cj1cj2
…cjk =氁k(c1,c2,…,cn),

…
(-1)na0 =c1c2…cn =氁n(c1,c2,…,cn).

考虑K 上n 元多项式:

D(x1,x2,…,xn)暶= 暻
1曑j<i曑n

(xi-xj)2,

显然它是对称多项式。于是存在唯一的n元多项式g(x1,x2,…,xn)使得

D(x1,x2,…,xn)=g(氁1,氁2,…,氁n).
x1,x2,…,xn 分别用c1,c2,…,cn 代入,由上式得

D(c1,c2,…,cn)=g(氁1(c1,…,cn),氁2(c1,…,cn),…,氁n(c1,…,cn)).
于是 暻

1曑i<j曑n

(ci-cj)2 =g(-an-1,an-2,…,(-1)na0).

这样我们证明了下述命题:
命题3暋数域K 上首项系数为1的一元多项式

f(x)=xn +an-1xn-1+…+a1x+a0

在复数域中有重根的充分必要条件为:g(-an-1,an-2,…,(-1)na0)=0. 曵
我们把f(x)的系数an-1,an-2,…,a0 的多项式g(-an-1,an-2,…,(-1)na0)称为f(x)

的判别式,记作D(f)。利用它可以判断f(x)在复数域中有没有重根:f(x)有重根当且仅

当D(f)=0。
如何求出f(x)的判别式D(f)呢?

D(f)=g(-an-1,an-2,…,(-1)na0)

= 暻
1曑j<i曑n

(ci-cj)2

=

1 1 … 1
c1 c2 … cn

c2
1 c2

2 … c2
n

汅 汅 汅

cn-1
1 cn-1

2 … cn-1
n

暋

1 c1 c2
1 … cn-1

1

1 c2 c2
2 … cn-1

2

汅 汅 汅 汅

1 cn c2
n … cn-1

n
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=

n 暺
n

i=1
ci … 暺

n

i=1
cn-1

i

暺
n

i=1
ci 暺

n

i=1
c2

i … 暺
n

i=1
cn

i

汅 汅 汅

暺
n

i=1
cn-1

i 暺
n

i=1
cn

i … 暺
n

i=1
c2n-2

i

. (1)

于是考虑下列n元对称多项式:

sk(x1,x2,…,xn)= 暺
n

i=0
xk

i,k=0,1,2,…. (2)

称它们为幂和。
根据 对 称 多 项 式 基 本 定 理,sk 能 表 示 成氁1,氁2,…,氁n 的 多 项 式,从 而 通 过 把

x1,x2,…,xn用c1,c2,…,cn 代入,可以把(1)的行列式中出现的

暺
n

i=1
ck

i =sk(c1,c2,…,cn)

用氁1(c1,c2,…,cn),…,氁n(c1,c2,…,cn)表示出来,也就是可以通过f(x)的系数an-1,…,

a1,a0 计算出来,从而可以求出判别式D(f)。
下述牛顿公式解决了把幂和sk 表示成氁1,氁2,…,氁n 的多项式的问题。
牛顿(Newton)公式暋当1曑k曑n时,有

sk-氁1sk-1+氁2sk-2+…+(-1)k-1氁k-1s1+(-1)kk氁k =0; (3)
当k>n时,有

sk-氁1sk-1+氁2sk-2+…+(-1)n-1氁n-1sk-n+1+(-1)n氁nsk-n =0. (4)

暋暋注意:在上述讨论中,f(x)的首项系数为1,如果f(x)的首项系数为an,那么可以先对

a-1
n f(x)运用上述方法求出它的判别式D(a-1

n f),然后规定f(x)的判别式为

D(f)暶=a2n-2
n D(a-1

nf).

7.10.2暋典型例题

例1暋下述数域K 上的三元多项式是不是对称多项式?

f(x1,x2,x3)= (x2
1+x1x2+x2

2)(x2
2+x2x3+x2

3)(x2
3+x3x1+x2

1).
暋暋解暋对于三元排列132,213,231,312,321,分别有

f(x1,x3,x2)= (x2
1+x1x3+x2

3)(x2
3+x3x2+x2

2)(x2
2+x2x1+x2

1)
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=f(x1,x2,x3),

f(x2,x1,x3)= (x2
2+x2x1+x2

1)(x2
1+x1x3+x2

3)(x2
3+x3x2+x2

2)

=f(x1,x2,x3),

f(x2,x3,x1)= (x2
2+x2x3+x2

3)(x2
3+x3x1+x2

1)(x2
1+x1x2+x2

2)

=f(x1,x2,x3),

f(x3,x1,x2)= (x2
3+x3x1+x2

1)(x2
1+x1x2+x2

2)(x2
2+x2x3+x2

3)

=f(x1,x2,x3),

f(x3,x2,x1)= (x2
3+x3x2+x2

2)(x2
2+x2x1+x2

1)(x2
1+x1x3+x2

3)

=f(x1,x2,x3),
因此f(x1,x2,x3)是一个对称多项式。

例2暋写出下述三元对称多项式的首项和首项的幂指数组,求它的次数,它是不是齐

次多项式?

f(x1,x2,x3)= (x2
1-x2x3)(x2

2-x3x1)(x2
3-x1x2).

暋暋解暋由于多项式的乘积的首项等于它们的首项的乘积,因此f(x1,x2,x3)的首项等于

x2
1(-x3x1)(-x1x2)=x4

1x2x3,从而首项的幂指数组为(4,1,1)。
根据乘积多项式的次数公式得

degf=2+2+2=6.
暋暋每个因式是齐次多项式,它们的乘积仍是齐次多项式,因此f(x1,x2,x3)是六次齐次

多项式。
例3暋在K[x1,x2,x3]中,用初等对称多项式表出下述对称多项式:

f(x1,x2,x3)=x2
1x2

2+x2
1x2

3+x2
2x2

3.
暋暋解法一暋f(x1,x2,x3)的首项为x2

1x2
2,首项的幂指数组为(2,2,0),构造对称多项式

毜1(x1,x2,x3)如下:

毜1(x1,x2,x3)=氁2-2
1 氁2-0

2 氁0
3 =氁2

2 = (x1x2+x1x3+x2x3)2.
令

f1=f-毜1

= (x2
1x2

2+x2
1x2

3+x2
2x2

3)-(x1x2+x1x3+x2x3)2

=-2(x2
1x2x3+x1x2

2x3+x1x2x2
3)

=-2x1x2x3(x1+x2+x3)

=-2氁3氁1.
因此 f=毜1+f1=氁2

2-2氁1氁3.
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暋暋解法二暋f(x1,x2,x3)是四次齐次对称多项式,其首项为x2
1x2

2,首项的幂指数组为

(2,2,0),构造的毜1(x1,x2,x3)与f(x1,x2,x3)有相同的首项,因此毜1(x1,x2,x3)也是四

次多项式。由于毜1(x1,x2,x3)=氁2-2
1 氁2-0

2 氁0
3=氁2

2,因此毜1(x1,x2,x3)也是齐次对称多项式,
从而f1=f-毜1 也是四次齐次对称多项式。同理,f2,…,fs(s曒2)都是四次齐次对称多项

式。于是fi(i=1,2,…,s)如果不是零多项式,那么它的首项幂指数(p1,p2,p3)应当满足

p1+p2+p3=4。又由于f的首项幂指数组先于fi(i=1,2,…,s)的首项幂指数组,因此

2曒p1曒p2曒p3。满足这些条件的非负整数组只有(2,2,0),(2,1,1)。于是f1 的首项为

ax2
1x2x3,f2 为零多项式,从而毜2(x1,x2,x3)=a氁2-1

1 氁1-1
2 氁1

3=a氁1氁3。因此

f(x1,x2,x3)=f1+毜1 =f2+毜2+毜1 =毜2+毜1 =a氁1氁3+氁2
2.

为了确定a的值,x1,x2,x3 分别用1,1,1代入,由上式得

3=a·3·1+32.
解得a=-2,因此f(x1,x2,x3)=-2氁1氁3+氁2

2。
例4暋在K[x1,x2,…,xn]中,用初等对称多项式表出下述对称多项式:

f(x1,x2,…,xn)= 暺x2
1x2

2.

这里 暺x2
1x2

2 表示含有项x2
1x2

2 的项数最少的对称多项式。

解暋f(x1,x2,…,xn)的首项为x2
1x2

2,首项的幂指数组为(2,2,0,…,0)。f(x1,x2,…,

xn)是四次齐次对称多项式,fi(i=1,2,…,s)也是四次齐次对称多项式,它们的首项幂指数

组(p1,p2,…,pn)应当满足:

p1+p2+…+pn =4,2曒p1 曒p2 曒 … 曒pn.
满足这两个条件的非负整数n元组(p1,p2,…,pn)只可能是

(2,2,0,…,0),(2,1,1,0,…0),(1,1,1,1,0,…,0).
它们分别是f,f1,f2 的首项幂指数组,于是f3=0,且

毜1(x1,…,xn)=氁2-2
1 氁2-0

2 氁0
3…氁0

n =氁2
2,

毜2(x1,…,xn)=a氁2-1
1 氁1-1

2 氁1
3氁0-0

4 …氁0
n =a氁1氁3,

毜3(x1,…,xn)=b氁1-1
1 氁1-1

2 氁1-1
3 氁1-0

4 氁0-0
5 …氁0

n =b氁4,
于是

f(x1,…,xn)=f1+毜1 =f2+毜2+毜1 =f3+毜3+毜2+毜1

=毜3+毜2+毜1 =b氁4+a氁1氁3+氁2
2.

为了确定a,b的值,x1,x2,…,xn 分别用1,1,1,0,…,0代入,以及用1,1,1,1,0,…,0代入,得

3=a·3·1+32,

6=b·1+a·4·4+62{ .
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解得a=-2,b=2,因此

f(x1,…,xn)=-2氁1氁3+氁2
2+2氁4.

暋暋例5暋在K[x1,x2,x3]中,用初等对称多项式表出下述对称多项式:

f(x1,x2,x3)= (2x1x2+x2
3)(2x2x3+x2

1)(2x3x1+x2
2).

暋暋解 暋f(x1,x2,x3)的首项是 2x1x2 ·x2
1 ·2x3x1 =4x4

1x2x3;首项的幂 指 数 组 为

(4,1,1),f(x1,x2,x3)是六次齐次对称多项式。满足

p1+p2+p3 =6,4曒p1 曒p2 曒p3

的非负整数组(p1,p2,p3)只可能是

(4,2,0),(4,1,1),(3,3,0),(3,2,1)(2,2,2).
除第一组外,后面4个分别是f,f1,f2,f3 的首项幂指数组,于是f4=0,且

毜1 =4氁4-1
1 氁1-1

2 氁1
3 =4氁3

1氁3,毜2 =a氁3-3
1 氁3-0

2 氁0
3 =a氁3

2,

毜3 =b氁3-2
1 氁2-1

2 氁1
3 =b氁1氁2氁3,毜4 =c氁2-2

1 氁2-2
2 氁2

3 =c氁2
3.

因此

f(x1,x2,x3)=f1+毜1 =f2+毜2+毜1 =f3+毜3+毜2+毜1 =f4+毜4+毜3+毜2+毜1

=毜4+毜3+毜2+毜1 =c氁2
3+b氁1氁2氁3+a氁3

2+4氁3
1氁3.

为了确定a,b,c的值,x1,x2,x3 分别用1,1,0;1,1,1;1,1,-1代入,得

暋暋暋

2·12·12 =a·13,
(2+12)3 =c+b·3·3·1+a·33+4·33·1,
[2+(-1)2](-2+12)(-2+12)=c+b·1·(-1)·(-1)+a·(-1)3+

4·13·(-1)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

解得a=2,b=-18,c=27,因此

f(x1,x2,x3)=4氁3
1氁3-18氁1氁2氁3+2氁3

2+27氁2
3.

暋暋例6暋在K[x1,x2,x3]中,用初等对称多项式表出下述对称多项式:

f(x1,x2,x3)= (2x1-x2-x3)(2x2-x3-x1)(2x3-x1-x2).
暋暋解暋f(x1,x2,x3)的首项是2x1(-x1)(-x1)=2x3

1,首项的幂指数组为(3,0,0);

f(x1,x2,x3)是三次齐次对称多项式。满足p1+p2+p3=3且3曒p1曒p2曒p3 的非负整数

组(p1,p2,p3)只可能是

(3,0,0),(2,1,0),(1,1,1).
令

毜1 =2氁3-0
1 氁0-0

2 氁0
3 =2氁3

1,毜2 =a氁2-1
1 氁1-0

2 氁0
3 =a氁1氁2,毜3 =b氁1-1

1 氁1-1
2 氁1

3 =b氁3.
因此 f(x1,x2,x3)=毜1+毜2+毜3=2氁3

1+a氁1氁2+b氁3.
把x1,x2,x3 分别用1,1,0和1,1,1代入,得
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(2-1-0)(2-0-1)(0-1-1)=2·23+a·2·1
(2-1-1)3 =2·33+a·3·3+b·{ 1

解得a=-9,b=27,因此

f(x1,x2,x3)=2氁3
1-9氁1氁2+27氁3.

暋暋例7暋证明:数域K 上三次方程x3+a2x2+a1x+a0=0的3个复根成等差数列的充分

必要条件为

2a2
2-9a1a2+27a0 =0.

暋暋证明暋设x3+a2x2+a1x+a0=0的3个复根为c1,c2,c3,则这3个复根成等差数列当

且仅当下式成立:
(2c1-c2-c3)(2c2-c1-c3)(2c3-c1-c2)=0.

据例6的结论,有
(2x1-x2-x3)(2x2-x3-x1)(2x3-x1-x2)=2氁3

1-9氁1氁2+27氁3.
x1,x2,x3 分别用c1,c2,c3 代入,且利用 Vieta公式,从上式得

(2c1-c2-c3)(2c2-c3-c1)(2c3-c1-c2)

=2(-a2)3-9(-a2)a1+27(-a0)

=-2a3
2+9a1a2-27a0.

因此x3+a2x2+a1x+a0=0的3个复根成等差数列当且仅当

2a3
2-9a1a2+27a0 =0. 曵

暋暋例8暋设数域K 上三次方程x3+a2x2+a1x+a0=0的3个复根为c1,c2,c3,求它的某

一复根的平方等于其他两个复根的平方和的充分必要条件。
解暋上述三次方程的某一复根的平方等于其他两个复根的平方和当且仅当下式成立:

(c2
1-c2

2-c2
3)(c2

2-c2
3-c2

1)(c2
3-c2

1-c2
2)=0.

由此受到启发,考虑下述对称多项式:

f(x1,x2,x3)= (x2
1-x2

2-x2
3)(x2

2-x2
3-x2

1)(x2
3-x2

1-x2
2).

它的首项是x2
1(-x2

1)(-x2
1)=x6

1,首项幂指数组为(6,0,0),它是六次齐次多项式。满足

p1+p2+p3=6且6曒p1曒p2曒p3 的非负整数组(p1,p2,p3)只可能是

(6,0,0),(5,1,0),(4,2,0),(4,1,1),(3,3,0),(3,2,1),(2,2,2).
于是

f(x1,x2,x3)=氁6
1+a氁4

1氁1
2+b氁2

1氁2
2+c氁3

1氁3+d氁3
2+e氁1氁2氁3+h氁2

3.
把x1,x2,x3 分别用1,1,0;1,-1,0;1,2,0;1,1,1;1,1,-1;1,1,2代入,得

0=26+a24+b22+d,0=d(-1)3,
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(-3)·3·(-5)=36+a·34·2+b·32·22+d·23,
(-1)(-1)(-1)=36+a·34·3+b·32·32+c·33·1,

+d·33+e·3·3·1+h·12,
(-1)(-1)(-1)=16+a·14(-1)+b·12(-1)2+c·13(-1)

+d(-1)3+e·1·(-1)(-1)+h(-1)2,
(-4)(-4)·2=46+a·44·5+b·42·52+c·43·2

+d·53+e·4·5·2+h·22,
解得暋a=-6,b=8,d=0,c=8,e=-16,h=8。
因此暋暋暋f(x1,x2,x3)=氁6

1-6氁4
1氁2+8氁2

1氁2
2+8氁3

1氁3-16氁1氁2氁3+8氁2
3.

x1,x2,x3 用c1,c2,c3 代入,且用 Vieta公式,得
(c2

1-c2
2-c2

3)(c2
2-c2

3-c2
1)(c2

3-c2
1-c2

2)

=(-a2)6-6(-a2)4a1+8(-a2)2a2
1+8(-a2)3(-a0)

-16(-a2)a1(-a0)+8(-a2)2

=a6
2-6a4

2a1+8a2
2a2

1+8a3
2a0-16a2a1a0+8a2

0.
因此x3+a2x2+a1x+a0=0的某一复根平方等于其他两个复根的平方和当且仅当

a6
2-6a4

2a1+8a2
2a2

1+8a3
2a0-16a2a1a0+8a2

0 =0.
暋暋例9暋设1曑k曑n,把幂和sk(x1,x2,…,xn)用初等对称多项式氁1(x1,x2,…,xn),

氁2(x1,x2,…,xn),…,氁k(x1,x2,…,xn)表示。
解暋根据牛顿公式,当1曑k曑n时,有

sk-氁1sk-1+氁2sk-2+…+(-1)k-1氁k-1s1+(-1)kk氁k =0.
于是有

暋暋暋暋暋暋暋暋暋s1-氁1 =0,

s2-氁1s1+2氁2 =0,

s3-氁1s2+氁2s1-3氁3 =0,
…

sk-氁1sk-1+氁2sk-2+…+(-1)k-1氁k-1s1+(-1)kk氁k =0.
由此得出

暋暋暋暋暋暋暋暋暋s1 =氁1,

s2 =氁1s1-2氁2 =氁2
1-2氁2

=
氁1 1
2氁2 氁1

,
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s3 =氁1s2-氁2s1+3氁3

=

氁1 1 0
2氁2 氁1 1
3氁3 氁2 氁1

.

由此受到启发,猜想

sk =

氁1 1 0 0 0 0 … 0 0
2氁2 氁1 1 0 0 0 … 0 0
3氁3 氁2 氁1 1 0 0 … 0 0
4氁4 氁3 氁2 氁1 1 0 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅

(k-1)氁k-1 氁k-2 氁k-3 氁k-4 氁k-5 氁k-6 … 氁1 1
k氁k 氁k-1 氁k-2 氁k-3 氁k-4 氁k-5 … 氁2 氁1

.

先对k=4验证一下这个猜想,按第4行展开下述行列式:

氁1 1 0 0
2氁2 氁1 1 0
3氁3 氁2 氁1 1
4氁4 氁3 氁2 氁11

=-4氁4+氁3

氁1 0 0
2氁2 1 0
3氁3 氁1 1

-氁2s2+氁1s3

=-4氁4+氁3氁1-氁2s2+氁1s3 =s4.
由此受到鼓舞,也促使我们用第二数学归纳法证明上述猜想。

k=1时,|氁1|=氁1=s1,因此命题成立。
假设当小于k时命题成立(1<k曑n),现在来看k的情形。对于上述k阶行列式按第k

行展开,得

(-1)k+1k氁k+(-1)k+2氁k-1氁1+(-1)k+3氁k-2

氁1 1 0 0 … 0 0
2氁2 氁1 0 0 … 0 0
3氁3 氁2 1 0 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

(k-1)氁k-1 氁k-2 氁k-4 氁k-5 … 氁1 1
暋+…+(-1)k+(k-1)氁2sk-2+(-1)k+k氁1sk-1

= (-1)k+1k氁k+(-1)k氁k-1s1+(-1)k-1氁k-2sk-2+…+(-1)氁2sk-2+氁1sk-1 =sk.
暋暋由第二数学归纳法原理得,当1曑k曑n时有
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sk =

氁1 1 0 0 0 … 0 0
2氁2 氁1 1 0 0 … 0 0
3氁3 氁2 氁1 1 0 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅

k氁k 氁k-1 氁k-2 氁k-3 氁k-4 … 氁2 氁1

. (5)

暋暋例10暋设1曑k曑n,把初等对称多项式氁k(x1,x2,…,xn)用幂和s1(x1,x2,…,xn),
s2(x1,x2,…,xn),…,sk(x1,x2,…,xn)表示。

解暋根据牛顿公式,当1曑k曑n时,可得

暋暋暋氁1 =s1,

氁2 = 1
2

(氁1s1-s2)= 1
2

(s2
1-s2)= 1

2
s1 1
s2 s1

,

氁3 = 1
3

(s3-氁1s2+氁2s1)= 1
3 s3-s1s2+s1

1
2

s1 1
s2 s

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

= 1
6

s1 1 0
s2 s1 2
s3 s2 s1

.

由此受到启发,猜想

氁k = 1
k!

s1 1 0 0 … 0 0
s2 s1 2 0 … 0 0
s3 s2 s1 3 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

sk-1 sk-2 sk-3 sk-4 … s1 k-1
sk sk-1 sk-2 sk-3 … s2 s1

.

我们用第二数学归纳法证明这个猜想。

k=1时,|s1|=s1=氁1,命题为真。
假设当小于k时命题为真(1<k曑n),现在来看k的情形。把上述右端的行列式按最

后一行展开,得

暋暋暋 (-1)k+1sk(k-1)!+(-1)k+2sk-1

s1 0 0 … 0 0
s2 2 0 … 0 0
s3 s1 3 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅

sk-1 sk-3 sk-4 … s1 k-1

·021· 第7章暋一元和n元多项式环



暋+(-1)k+3sk-2

s1 1 0 … 0 0
s2 s1 0 … 0 0
s3 s2 3 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅

sk-1 sk-2 sk-4 … s1 k-1
暋+…+(-1)k+(k-1)s2(k-1)(k-2)!氁k-2+(-1)k+ks1(k-1)!氁k-1

= (-1)k+1(k-1)!sk+(-1)ksk-1(k-1)!s1+(-1)k-1sk-2(k-1)!氁2

暋+…+(-1)(k-1)!s2氁k-2+(k-1)!s1氁k-1

=k!
k

[(-1)k+1sk+(-1)ksk-1氁1+(-1)k-1sk-2氁2+…+(-1)s2氁k-2+s1氁k-1]

=k!氁k.
根据第二数学归纳法原理得,当1曑k曑n时,有

氁k = 1
k!

s1 1 0 0 … 0 0
s2 s1 2 0 … 0 0
s3 s2 s1 3 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

sk sk-1 sk-2 sk-3 … s2 s1

. (6)

暋暋点评暋例9和例10分别是把幂和sk(1曑k曑n)用初等对称多项式氁1,氁2,…,氁k 表示,
以及把初等对称多项式氁k(1曑k曑n)用幂和s1,s2,…,sk 表示,所得到公式(5)和(6)都有

用。公式(5)可以用来求一元n次多项式的判别式。公式(6)在本节例16中有用。
例9和例10的解法体现了数学的思维方式,从观察k=1,2,3的情形,猜想对一般的k

有什么结论,然后给予证明。如果在题目中就把公式(5)和(6)写出来,那么就不知道这两

个公式是怎么想出来的。学习数学和搞数学科研一样,关键是想法(idea)。
例11暋求数域K 上不完全三次方程x3+a1x+a0=0的判别式。
解暋记f(x)=x3+a1x+a0。三次方程x3+a1x+a0 的判别式也就是f(x)的判别式

D(f),记f(x)的3个复根为c1,c2,c3,则

D(f)=
3 s1(c1,c2,c3) s2(c1,c2,c3)

s1(c1,c2,c3) s2(c1,c2,c3) s3(c1,c2,c3)

s2(c1,c2,c3) s3(c1,c2,c3) s4(c1,c2,c3)
根据牛顿(Newton)公式得

s1 =氁1,s2 =氁1s1-2氁2,s3 =氁1s2-氁2s1+3氁3.
x1,x2,x3 用c1,c2,c3 代入,结合 Vieta公式,得氁1 (c1,c2,c3)=0,氁2 (c1,c2,c3)=a1,
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氁3(c1,c2,c3)=-a0。从而

s1(c1,c2,c3)=氁1(c1,c2,c3)

=0,

s2(c1,c2,c3)=氁1(c1,c2,c3)s1(c1,c2,c3)-2氁2(c1,c2,c3)

=-2a1,

s3(c1,c2,c3)=氁1(c1,c2,c3)s2(c1,c2,c3)-氁2(c1,c2,c3)s1(c1,c2,c3)

+3氁3(c1,c2,c3)

=3(-a0)=-3a0,

s4(c1,c2,c3)=氁1(c1,c2,c3)s3(c1,c2,c3)-氁2(c1,c2,c3)s2(c1,c2,c3)

+氁3(c1,c2,c3)s1(c1,c2,c3)

=-a1(-2a1)=2a2
1.

因此

D(f)=

3 0 -2a1

0 -2a1 -3a0

-2a1 -3a0 2a2
1

=3
-2a1 -3a0

-3a0 2a2
1

-2a1
0 -2a1

-2a1 -3a0

=3(-4a3
1-9a2

0)-2a1(-4a2
1)

=-4a3
1-27a2

0. (7)

暋暋例12暋设f(x)=x3-x+1,求f(x)的判别式D(f),f(x)有没有重根?
解暋a1=-1,a0=1。由例11的结论得

D(f)=-4·(-1)3-27·12 =-23.
D(f)曎0,因此f(x)没有重根。

例13暋设f(x)是实系数三次多项式,讨论D(f)=0,D(f)>0,D(f)<0时,f(x)的
根的情况。

解暋D(f)=0时,f(x)有重根,D(f)>0或 D(f)<0时,f(x)没有重根,由于

degf(x)=3,因此f(x)至少有一个实根c1,设f(x)的另外两个复根为c2,c3。
当D(f)=0时,由于f(x)有重根,因此c1=c2(或c3),或c2=c3。若c1=c2(或c3),则

f(x)有两个实根。由于实系数多项式的虚根共轭成对出现,因此c3(或c2)也必为实根。
从而f(x)有3个实根,若c2=c3,同理c2 与c3 都是实根,从而f(x)有3个实根。总之,当
D(f)=0时,f(x)有重根,且3个复根都是实数。

当D(f)>0或D(f)<0时,f(x)有3个不同的复根c1,c2,c3,其中c1 是实根。由于

·221· 第7章暋一元和n元多项式环



D(f)= (c1-c2)2(c1-c3)2(c2-c3)2,
因此当c2,c3 都是实数时,有D(f)>0;当c2,c3 是一对共轭虚数时,设c2=a+bi,c3=a-bi,则

D(f)= [c2
1-c1(c3+c2)+c2c3]2(2bi)2

= (c2
1-c12a+a2+b2)2(-4b2)

=-4[(c1-a)2+b2]2b2 <0.
因此当D(f)>0时,f(x)有3个互不相同的实根;当D(f)<0时,f(x)有一个实根和一对

共轭虚根。
点评暋例12中的f(x)=x3-x+1,它的判别式D(f)<0。据例13的结论,它有一个

实根和一对共轭虚根。在7.9节的例12中我们用Sturm 定理已经求出x3-x+1有唯一

实根。平面曲线y2=x3+a1x+a0 如果满足4a3
1+27a2

0>0,那么它是一条椭圆曲线。这也

就是多项式f(x)=x3+a1x+a0 的判别式满足D(f)<0。从而f(x)只有一个实根。此时

y2=x3+a1x+a0 的图形与7.9节中例12的图7灢2类似。这样的曲线在公开密钥密码学

中有用。
例14暋求数域K 上完全三次方程

f(x)=x3+a2x2+a1x+a0 =0
的判别式。

解暋设f(x)的3个复根为c1,c2,c3,由 Vieta公式得

氁1(c1,c2,c3)=-a2,氁2(c1,c2,c3)=a1,氁3(c1,c2,c3)=-a0.
根据例9的公式(5),x1,x2,x3 分别用c1,c2,c3 代入,得

s1(c1,c2,c3)=氁1(c1,c2,c3)=-a2,

s2(c1,c2,c3)= [氁1(c1,c2,c3)]2-2氁2(c1,c2,c3)

= (-a2)2-2a1 =a2
2-2a1,

s3(c1,c2,c3)=
-a2 1 0
2a1 -a2 1
-3a0 a1 -a2

=-a3
2+3a1a2-3a0.

根据牛顿公式,x1,x2,x3 分别用c1,c2,c3 代入得

s4= (c1,c2,c3)

= (-a2)(-a3
2+3a1a2-3a0)-a1(a2

2-2a1)+(-a0)(-a2)

=a4
2-4a1a2

2+4a2a0+2a2
1.

于是
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D(f)=

3 -a2 a2
2-2a1

-a2 a2
2-2a1 -a3

2+3a1a2-3a0

a2
2-2a1 -a3

2+3a1a2-3a0 a4
2-4a1a2

2+4a2a0+2a2
1

=

3 -a2 a2
2-2a1

-a2 a2
2-2a1 -a3

2+3a1a2-3a0

-2a1 a1a2-3a0 -a2
2a1+a2a0+2a2

1

=

3 -a2 -2a1

-a2 a2
2-2a1 a1a2-3a0

-2a1 a1a2-3a0 -2a2a0+2a2
1

=

3 -a2 -2a1

0 2
3a2

2-2a1
1
3a1a2-3a0

0 1
3a1a2-3a0 -2a2a0+2

3a2
1

=3 -4
3a3

2a0+4
9a2

2a2
1+4a2a1a0-4

3aæ

è
ç

ö

ø
÷

3
1 - 1

9a2
1a2

2-2a2a1a0+9aæ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2

0

=-4a3
2a0+a2

2a2
1+18a2a1a0-4a3

1-27a2
0. (8)

暋暋例15暋求数域K 上n 次多项式f(x)=xn+a的判别式。
解暋设f(x)的n个复根为c1,c2,…,cn。由 Vieta公式,得

氁1(c1,c2,…,cn)=氁2(c1,c2,…,cn)= … =氁n-1(c1,c2,…,cn)=0,
氁n(c1,c2,…,cn)= (-1)na.

当1曑k<n时,根据例9的公式(5),x1,x2,…,xn 分别用c1,c2,…,cn 代入,得

sk(c1,c2,…,cn)=

0 1 0 0 0 … 0
0 0 1 0 0 … 0
0 0 0 1 0 … 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 0 0 … 0

=0.

当k=n时,有

sn(c1,c2,…,cn)=

0 1 0 … 0 0
0 0 1 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 … 0 1
n(-1)na 0 0 … 0 0
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= (-1)n-1(-1)nna=-na.
当n<k<2n时,根据牛顿公式,x1,x2,…,xn 分别用c1,c2,…,cn 代入,得

sk(c1,c2,…,cn)=0.
于是

D(f)=

n 0 0 … 0 0
0 0 0 … 0 -na
0 0 0 … -na 0
汅 汅 汅 汅 汅

0 -na 0 … 0 0
= (-1)氂(1n(n-1)…2)n(-na)n-1

= (-1)n(n-1)
2 nnan-1.

暋暋例16暋求数域K 上的n 次多项式f(x)=xn+an-1xn-1+…+a0,使得它的n个复根

的k次幂的和等于0,其中1曑k<n。
解暋设f(x)的n个复根为c1,c2,…,cn,则由已知条件得

s1(c1,…,cn)=s2(c1,…,cn)= … =sn-1(c1,…,cn)=0.
为了求f(x)的各项系数的值,只要先求氁1(c1,…,cn),…,氁n-1(c1,…,cn),氁n(c1,…,cn)。
利用例10的公式(6),x1,x2,…,xn 分别用c1,c2,…,cn 代入,当1曑k曑n-1时,有

氁k(c1,…,cn)= 1
k!

0 1 0 0 … 0
0 0 2 0 … 0
0 0 0 3 … 0
汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 0 … 0

=0,

而

氁n(c1,…,cn)= 1
n!

0 1 0 0 … 0 0
0 0 2 0 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 0 … 0 n-1
b 0 0 0 … 0 0

= (-1)n+1 b
n

,

其中b=sn(c1,c2,…,cn),根据 Vieta公式得

an-1 =an-2 = … =a1 =0,a0 = (-1)n(-1)n+1 b
n =-b

n.
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因此所求的多项式f(x)=xn-b
n

。

点评暋从例15的解题过程和例16的结论看出,数域K 上首项系数为1的n次多项式

f(x),它的n个复根的k次幂的和(1曑k<n)都等于0当且仅当f(x)=xn-b
n

,其中b是

f(x)的n个复根的n 次幂的和,这个命题的必要性在9.7节的例4中有用。

习题7.10

1.设f(x1,x2,x3)是数域K 上的一个三元多项式:

f(x1,x2,x3)=x3
1x2

2+x3
1x2

3+x2
1x3

2+x2
1x3

3+x3
2x2

3+x2
2x3

3.
证明f(x1,x2,x3)是对称多项式。

2.在 K[x1,x2,x3]的含有项x3
1x2 的对称多项式中,写出项数最少的那个对称多

项式。

3.在K[x1,x2,x3]中,用初等对称多项式表出下列对称多项式:
(1)x3

1x2+x3
1x3+x1x3

2+x1x3
3+x3

2x3+x2x3
3;

(2)x4
1+x4

2+x4
3;

(3)(x1x2+x2
3)(x2x3+x2

1)(x3x1+x2
2)。

4.在K[x1,x2,…,xn]中,用初等对称多项式表出下列对称多项式(n曒3):

(1)暺x3
1;

(2)暺x2
1x2

2x3。

5.证明:数域K 上三次方程x3+a2x2+a1x+a0=0的3个复根成等比数列的充分必

要条件为a3
2a0-a3

1=0。

6.设c1,c2,c3 是x3+a2x2+a1x+a0 的3个复根,计算

(c2
1+c1c2+c2

2)(c2
2+c2c3+c2

3)(c2
3+c3c1+c2

1).
暋暋7.在K[x1,x2,x3]中,把幂和s2,s3,s4 表示成初等对称多项式氁1,氁2,氁3 的多项式。

8.求数域K 上四次多项式f(x)=x4+a1x+a0 的判别式。

9.设f(x)是实系数n次多项式,其中n曒4。证明:如果D(f)>0,那么f(x)无重根

且有偶数对虚根;如果D(f)<0,那么f(x)无重根且有奇数对虚根。

10.求数域K 上的n 次多项式f(x)=xn+an-1xn-1+…+a0,使得它的n个复根的k
次幂的和等于0,其中2曑k曑n。
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暋暋11.设f(x)是数域K 上首项系数为1的n次多项式,a暿K,g(x)=(x-a)f(x)。证

明:D(g)=D(f)f(a)2。

12.设f(x1,x2,…,xn)暿K[x1,x2,…,xn],其中K 是数域。证明:如果f(氁1,氁2,…,

氁n)=0,那么f(x1,x2,…,xn)=0。

*7.11暋结暋暋式

7.11.1暋内容精华

暋暋7.10节讨论的求数域K 上一元n 次多项式f(x)的判别式D(f),首先要求出f(x)的
n个复根c1,c2,…,cn 的k次幂的和sk(c1,c2,…,cn),其中1曑k曑2n-2,然后再计算由这些

幂和排成的n阶行列式。当n较大时,计算量是较大的。有没有其他方法求D(f)呢? 引

进一元多项式f(x)的判别式D(f)这个概念是为了判断f(x)在复数域中有没有重根。我

们知道f(x)在复数域中有重根当且仅当f(x)在C[x]中有重因式。由于f(x)有无重因式

不随数域的扩大而改变,因此f(x)在C[x]中有重因式当且仅当f(x)在 K[x]中有重因

式,而f(x)在K[x]中有重因式当且仅当f(x)与f曚(x)不互素。于是我们可以用辗转相除

法求f(x)与f曚(x)的最大公因式。f(x)在复数域中有重根当且仅当(f(x),f曚(x))曎1。
我们在7.6节的典型例题和习题中曾经用辗转相除法讨论过一些多项式在复数域中有重

根的充分必要条件。把判别f(x)在复数域中有没有重根的这两种方法结合起来就得出,

f(x)的判别式D(f)=0当且仅当(f(x),f曚(x))曎1,而f(x)与f曚(x)不互素当且仅当

f(x)与f曚(x)在复数域中有公共根。由此受到启发,如果我们能研究出K[x]中两个多项

式f(x)与g(x)在复数域有没有公共根的新的判别方法,那么就能给出求f(x)的判别式

D(f)的又一种方法,而且还可以用来求两个二元多项式的公共零点,进一步可以用来求n
个n 元多项式的公共零点,达到一箭三雕的效果。

设

f(x)=a0xn +a1xn-1+…+an-1x+an,

g(x)=b0xm +b1xm-1+…+bm-1x+bm

是K[x]中两个非零多项式,其中n>0,m>0,并且允许a0=0或b0=0(包括a0=b0=0)这
些可能性。

首先我们来求f(x)与g(x)有公共复根(即f(x)与g(x)不互素)的必要条件。设

f(x)与g(x)有次数大于0的公因式d(x),则存在f1(x),g1(x)暿K[x],使得
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f(x)=f1(x)d(x),g(x)=g1(x)d(x). (1)
由于degd(x)>0,因此

degf1(x)<degf(x)曑n,degg1(x)<degg(x)曑m.
从(1)式得

g1(x)f(x)=f1(x)g(x). (2)
设

f1(x)=u0xn-1+u1xn-2+…+un-1, (3)

g1(x)=v0xm-1+v1xm-2+…+vm-1. (4)
比较(2)式两边多项式的各次项的系数,得

暋暋暋暋暋暋

a0v0暋暋暋暋暋暋暋暋暋 =b0u0

a1v0+a0v1 =b1u0+b0u1

…暋…暋…暋…暋…暋…暋…暋…暋…

暋暋暋暋anvm-2+an-1vm-1 =bmun-2+bm-1un-1

暋暋暋暋暋暋暋暋anvm-1 = 暋暋暋暋bmun-1

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï .

(5)

由于f(x)曎0,g(x)曎0,因此f1(x)曎0,g1(x)曎0,从而

(u0,u1,…,un-1)曎0,(v0,v1,…,vm-1)曎0.
于是(5)式表明相应的m+n元齐次线性方程组有非零解:

(v0,v1,…,vm-1,-u0,-u1,…,-un-1). (6)
因此它的系数矩阵A 的行列式等于零,从而|A曚|=0,即

暋暋暋暋

m

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

行

n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

行

a0暋a1暋…暋…暋…暋…暋an

a0暋a1暋 …暋…暋…暋…暋an

…暋 …暋…暋…暋…

a0暋a1暋…暋…暋…暋…暋an

b0暋b1暋…暋…暋…暋bm

b0暋b1暋 …暋…暋…暋bm

…暋…暋…暋 …暋…暋…

b0暋b1暋…暋…暋bm

=0. (7)

由此受到启发,引进下述概念:
定义1暋设

f(x)=a0xn +a1xn-1+…+an,

g(x)=b0xm +b1xm-1+…+bm
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是数域K 上两个多项式,其中n>0,m>0,(7)式左端的行列式称为f(x)与g(x)的结式,
记作Res(f,g)。

上面的讨论表明:K[x]中两个非零多项式f(x)与g(x)有公共复根的必要条件是它

们的结式Res(f,g)=0。现在来看这是不是充分条件。
设Res(f,g)=0,则上述与(5)式相应的齐次线性方程组有非零解(6),从而(5)式成

立。令f1(x),g1(x)分别如(3)、(4)式,则(2)式成立,并且有degf1<n,degg1<m。现在

我们增 加 一 个 条 件:a0 与b0 不 全 为 0,不 妨 设 a0 曎0,则 degf=n。从 (2)式 得

f(x)f1(x)g(x)。假如(f(x),g(x))=1,则f(x)f1(x),从而degf曑degf1<n,矛盾。
因此f(x)与g(x)不互素,从而f(x)与g(x)有公共复根。

综合上述讨论,我们可以得到下面的结论:
定理1暋设

f(x)=a0xn +a1xn-1+…+an,

g(x)=b0xm +b1xm-1+…+bm

是K[x]中两个多项式,其中n>0且m>0,则f(x)与g(x)的结式Res(f,g)=0的充分必

要条件是a0=b0=0,或者f(x)与g(x)有公共复根。
证明暋如果f(x)与g(x)都是零多项式,那么命题显然成立。
如果f(x)与g(x)有且只有一个是零多项式,不妨设g(x)=0,f(x)曎0,此时

Res(f,g)=0。若a0曎0,则f(x)的次数为n>0。此时f(x)的n个复根都是f(x)与g(x)
的公共复根。

下面设f(x)与g(x)都是非零多项式,设Res(f,g)=0,如果a0 与b0 不全为0,那么上

面已证f(x)与g(x)有公共复根,因此必要性得证。充分性有一半已证(即从f(x)与g(x)
有公共复根已经推导出Res(f,g)=0)。现在证另一半:若a0=b0=0,则 Res(f,g)的第1
列全为0,从而Res(f,g)=0。 曵

定理1的第一个用处是给出了判别数域K 上两个非零多项式有没有公共复根的新方

法:n次和m 次多项式f(x)与g(x)有公共复根当且仅当Res(f,g)=0。
定理1的第二个用处是可以用来求数域 K 上两个二元多项式在 C2 中的公共零点。

设f(x,y),g(x,y)暿K[x,y],把它们都按x的降幂排列写出:

f(x,y)=a0(y)xn +a1(y)xn-1+…+an(y), (8)

g(x,y)=b0(y)xm +b1(y)xm-1+…+bm(y), (9)
其中ai(y),bj(y),i=0,1,…,n,j=0,1,…,m,都是y的多项式,且a0(y)与b0(y)不全为0。

如果(x0,y0)是f(x,y)与g(x,y)在 C2 中的一个公共零点,那么f(x0,y0)=0,

g(x0,y0)=0,从而x0 是x的复系数多项式f(x,y0)与g(x,y0)的一个公共根,据定理1
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得,f(x,y0)与g(x,y0)的结式Res(f(x,y0),g(x,y0))=0。由此受到启发,我们考虑下述

m+n阶行列式,并且把它记作Rx(f,g),即

暋Rx(f,g)=
a0(y) a1(y) … … … … an(y)

a0(y) a1(y) … … … … an(y)
… … … … … …

a0(y) a1(y) … … an(y)

b0(y) b1(y) … … … … bm(y)

b0(y) b1(y) … … … … bm(y)
… … … … … …

b0(y) b1(y) … … … bm(y

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

)

m

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

行

n行

(10)

Rx(f,g)是y的一个多项式,不定元y用y0 代入,Rx(f,g)的象就是 Res(f(x,y0),g(x,

y0))。因此如果(x0,y0)是f(x,y)与g(x,y)在C2 中的一个公共零点,那么y0 就是多项

式Rx(f,g)的一个复根,而x0 是f(x,y0)与g(x,y0)的一个公共复根。

反之,如果y0 是多项式Rx(f,g)的一个复根,那么

Res(f(x,y0),g(x,y0))=0.
根据定理1得,f(x,y0)与g(x,y0)有公共复根。任取f(x,y0)与g(x,y0)的一个公共复根

x0,都有(x0,y0)是f(x,y)与g(x,y)在C2 中的公共零点。

上述讨论给出了求数域K 上两个二元多项式f(x,y)与g(x,y)在C2 中的公共零点的

方法:第一步,计算Rx(f,g);第二步,求Rx(f,g)的所有复根;第三步,对于Rx(f,g)的每

一个复根y0,求f(x,y0)与g(x,y0)的所有公共复根;第四步,写出f(x,y)与g(x,y)在C2

中的所有公共零点。
由于x与y 的地位是对称的,因此也可以类似地定义Ry(f,g),先求Ry(f,g)的所有

复根,然后对于Ry(f,g)的每一个复根x0,去求f(x0,y)与g(x0,y)的所有公共复根,最后

就可以写出f(x,y)与g(x,y)在C2 中的所有公共零点。
上述方法也适用于解二元高次方程组:

f(x,y)=0,

g(x,y)=0{ .
(11)

解方程组(11)就是求f(x,y)与g(x,y)的公共零点。
进一步可以用类似于上述方法求n个n 元多项式在Cn 中的所有公共零点。参看本节

习题的第8题及书末的习题解答。
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定理1的第三个用处是可以通过计算f(x)与f曚(x)的结式Res(f,f曚)来求f(x)的判

别式D(f)。这个想法是自然的,因为Res(f,f曚)=0当且仅当f(x)与f曚(x)有公共复根,
而f(x)与f曚(x)有公共复根当且仅当D(f)=0,由此看出Res(f,f曚)与D(f)必然有联系。
为了找出它们之间的内在联系,我们注意到D(f)是用f(x)的n个复根的表达式来定义

的,从而探索的思路是去寻找Res(f,f曚)与f(x)的复根之间的关系。一般地,就是要去寻

找Res(f,g)与f(x)的复根(或g(x)的复根)之间的关系。
设f(x),g(x)是定义1中给出的数域K 上的两个多项式,且a0曎0,b0曎0,设f(x)的

n个复根为c1,c2,…,cn;g(x)的m 个复根为d1,d2,…,dm,于是

f(x)=a0(x-c1)(x-c2)…(x-cn), (12)

g(x)=b0(x-d1)(x-d2)…(x-dm). (13)
根据 Vieta公式得,f(x)的n-k次项的系数ak 为

ak = (-1)ka0氁k(c1,c2,…,cn),k=1,2,…,n. (14)

g(x)的m-k次项的系数bk 为

bk = (-1)kb0氁k(d1,d2,…,dm),k=1,2,…,m. (15)

f(x)与g(x)的结式Res(f,g)是由它们的系数a0,a1,…,an,b0,b1,…,bm 排列成的一个m
+n阶行列式,想研究Res(f,g)与f(x)的复根(或g(x)的复根)之间的关系,自然要利用

(14)式和(15)式。为了能利用多项式的理论来研究这个问题,我们在数域K 上的n+m+1
元多项式环

K[x,y1,…,yn,z1,…,zm]
中,令

煄f(x,y1,…,yn)=a0(x-y1)(x-y2)…(x-yn), (16)
煄g(x,z1,…,zm)=b0(x-z1)(x-z2)…(x-zm). (17)

把煄f按x 的降幂排列,则xn 的系数为a0,xn-k的系数为

ak(y1,…,yn)= (-1)ka0氁k(y1,…,yn),k=1,2,…,n. (18)

同理,把煄g按x 的降幂排列,则xm 的系数为b0,xm-k的系数为

bk(z1,…,zm)= (-1)kb0氁k(z1,…,zm),k=1,2,…,m. (19)
仿照定义1,规定煄f与煄g 对x 的结式为

暋暋

·131·*7.11暋结暋暋式



Resx(煄f,煄g)=
a0 a1(y1,…,yn) … … an(y1,…,yn)

a0 a1(y1,…,yn) … … an(y1,…,yn)

… … … …

a0 a1(y1,…,yn) … … an(y1,…,yn)

b0 b1(z1,…,zm) … … bm(z1,…,zm)

b0 b1(z1,…,zm) … … bm(z1,…,zm)

… … … …

b0 b1(z1,…,zm) … … bm(z1,…,zm)

(20)
显然,Resx(煄f,煄g)暿K[y1,…,yn,z1,…,zm]。把不定元y1,y2,…,yn,z1,…,zm 分别用c1,

c2,…,cn,d1,…,dm 代入,结合(14)、(15)、(18)和(19)式便知道,Resx(煄f,煄g)的象就是

Res(f,g)。于是如 果 我 们 能 求 出 Resx (煄f,煄g)的 一 个 明 显 的 表 达 式,那 么 就 能 得 到

Res(f,g)的一个明显的表达式。
从(18)式看出,ak(y1,…,yn)是k次齐次多项式,其中k=1,2,…,n;从(19)式看出,

bk(z1,…,zm)是k次齐次多项式,其中k=1,2,…,m。由此受到启发,把(20)式右端的行列

式D 的第1行乘y1,第2行乘y2
1,…,第m 行乘ym

1 ,第m+1行乘y1,第m+2行乘y2
1,…,

第m+n行乘yn
1,得到一个行列式煋D,则煋D 的第1列元素都是一次齐次多项式,第2列元素

都是二次齐次多项式,…,第m+n列元素都是m+n次齐次多项式。由于煋D 的每一项是从
煋D 的第1,2,…,m+n列各取一个元素(它们位于不同行)作成的乘积,因此 煋D 的每一个非

零项的次数为

1+2+…+(n+m)= 1
2

(n+m+1)(n+m).

把煋D 的第1行提出y1,…,第m 行提出ym
1 ,第m+1行提出y1,…,第m+n行提出yn

1,得

煋D =y1y2
1…ym

1y1y2
1…yn

1D =y
m(m+1)+n(n+1)

21 D.
从而D 的每一个非零项的次数是

1
2

(n+m+1)(n+m)-1
2

[m(m+1)+n(n+1)]=mn.

这证明了Resx(煄f,煄g)是y1,…,yn,z1,…,zm 的mn 次齐次多项式。
从(17)式和(16)式分别得出:

煄g(x,z1,…,zm)=b0xm +…+bk(z1,…,zm)xm-k+…+bm(z1,…,zm), (21)
煄f(x,y1,…,yn)=a0xn +…+ak(y1,…,yn)xn-k+…+an(y1,…,yn). (22)

把x用yi 代入(i=1,2,…,n),从(21)、(16)式分别得到
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煄g(yi,z1,…,zm)=b0ym
i +…+bk(z1,…,zm)ym-k

i +…+bm(z1,…,zm), (23)
煄f(yi,y1,…,yn)=0. (24)

把(22)式代入(24)式,得

a0yn
i +…+ak(y1,…,yn)yn-k

i +…+an(y1,…,yn)=0. (25)
由此受到启发,我们把D 的第1列乘yn+m-1

i ,第2列乘yn+m-2
i ,…,第n+m-1列乘yi,然

后把它们都加到第n+m 列上,得到一个行列式D* ,则D=D* 。利用(23)式和(25)式可

得出D* 的第n+m 列为

暋暋暋ym-1
i 0

暋暋暋ym-2
i 0

暋暋暋暋汅

暋暋暋暋0
yn-1

i 煄g(yi,z1,…,zm)

yn-2
i 煄g(yi,z1,…,zm)

暋暋暋暋汅

暋煄g(yi,z1,…,zm

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

)

.

从D* 的第n+m 列提出公因子煄g(yi,z1,…,zm),由此得出
煄g(yi,z1,…,zm)Resx(煄f,煄g), (26)

其中i=1,2,…,n。由于
煄g(yi,z1,…,zm)=b0(yi-z1)(yi-z2)…(yi-zm),
煄g(yj,z1,…,zm)=b0(yj-z1)(yj-z2)…(yj-zm),

因此当i曎j时,煄g(yi,z1,…,zm)与煄g(yj,z1,…,zm)没有公共的一次因式。据唯一因式分

解定理得

暻
n

i=1

煄g(yi,z1,…,zm)Resx(煄f,煄g). (27)

由于 暻
n

i=1

煄g(yi,z1,…,zm)的次数为mn,与Resx(煄f,煄g)的次数相等,因此从(27)式得

Resx(煄f,煄g)=r暻
n

i=1

煄g(yi,z1,…,zm). (28)

对于某个r暿K* ,为了确定r的值,把y1,…,yn,z1,…,zm 分别用0,…,0,1,…,1代入,从
(18)和(19)式得到(20)式右端的行列式为下述下三角形行列式:
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a0

a0

… … … … …

a0

b0 -b0m … (-1)m-1b0m (-1)mb0

b0 … … … (-1)m-1b0m (-1)mb0

… … … … …

b0 -b0m … (-1)m-1b0m (-1)mb0

=am
0(-1)mnbn

0. (29)

由(23)和(19)式得

煄g(0,1,…,1)=bm(1,…,1)= (-1)mb0. (30)
由(28)、(29)和(30)式得

(-1)mnam
0bn

0 =r暻
n

i=1

(-1)mb0. (31)

从(31)式得出,r=am
0 。因此(28)式可写成

Resx(煄f,煄g)=am
0暻

n

i=1

煄g(yi,z1,…,zm). (32)

把y1,…,yn,z1,…,zm 分别用c1,…,cn,d1,…,dm 代入,从(17)式和(13)式得

煄g(ci,d1,…,dm,)=b0(ci-d1)(ci-d2)…(ci-dm)

=g(ci). (33)
于是从(32)式得

Res(f,g)=am
0暻

n

i=1
g(ci). (34)

由定义1和行列式的性质容易推出

Res(f,g)= (-1)mnRes(g,f). (35)
因此据刚才证得的(34)式以及(35)式,得

Res(f,g)= (-1)mnbn
0暻

m

j=1
f(dj). (36)

这样我们证明了下述定理2:
定理2暋设f(x),g(x)如定义1中所设,且a0曎0,b0曎0。设f(x)的n个复根为c1,

c2,…,cn,g(x)的m 个复根为d1,d2,…,dm,则
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Res(f,g)=am
0暻

n

i=1
g(ci)

=(-1)mnbn
0暻

m

j=1
f(dj). 曵

暋暋定理2给出了求 Res(f,g)的另一种方法:如果f(x)的复根容易求出,那么用公

式(34)可以很容易地求出Res(f,g);如果g(x)的复根容易求出,那么可用公式(36)很快

地求出Res(f,g)。
根据定理2可以利用f(x)与f曚(x)的结式 Res(f,f曚)来求f(x)的判别式 D(f)。

f(x)的首项系数为a0,我们规定f(x)的判别式D(f)为

D(f)暶=a2n-2
0 暻

1曑j<i曑n

(ci-cj)2

= an-1
0 暻

1曑j<i曑n

(ci-cj[ ])2, (37)

其中c1,c2,…,cn 是f(x)的n个复根。由于

f(x)=a0(x-c1)(x-c2)…(x-cn),

因此 f曚(x)=a0暺
n

j=1

(x-c1)…(x-cj-1)(x-cj+1)…(x-cn).

从而

f曚(ci)=a0(ci-c1)…(ci-ci-1)(ci-ci+1)…(ci-cn).

=a0暻
j曎i

(ci-cj). (38)

于是

Res(f,f曚)=an-1
0 暻

n

i=1
f曚(ci)

=an-1
0 暻

n

i=1
a0暻

j曎i

(ci-cj[ ])

=a2n-1
0 暻

n

i=1
暻
j曎i

(ci-cj). (39)

由于

暻
n

i=1
暻
j曎i

(ci-cj)=(c1-c2)(c1-c3)…(c1-cn)

·(c2-c1)(c2-c3)…(c2-cn)
·(c3-c1)(c3-c2)(c3-c4)…(c3-cn)

暋暋…暋暋暋…暋暋暋…暋暋暋 …
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·(cn -c1)(cn -c2)…(cn -cn-1)

=(-1)n(n-1)
2 (c2-c1)2(c3-c1)2…(cn -c1)2

·(c3-c2)2(c4-c2)2…(cn -c2)2

暋暋 …暋暋暋…暋 …暋·(cn -cn-1)2.
因此

Res(f,f曚)=a2n-1
0 (-1)n(n-1)

2 暻
1曑j<i曑n

(ci-cj)2

=a0(-1)n(n-1)
2 D(f). (40)

于是我们证明了下述结论:
定理3暋设f(x)是数域K 上n 次多项式,首项系数为a0,则

D(f)= (-1)n(n-1)
2 a-1

0 Res(f,f曚). (41)

暋暋利用定理3,通过求Res(f,f曚)来求D(f),比7.10节讲的方法较简便一些。
如果f(x)的首项系数为1,那么D(f)与 Res(f,f曚)或者相等,或者相差一个负号(即

它们互为相反数)。
定理1的第四个用处是化曲线的参数方程为直角坐标方程,详见本节典型例题的例9。

7.11.2暋典型例题

例1暋设f(x)=x3-x+2,g(x)=x4+x-1,判断f(x)与g(x)有没有公共复根。
解暋

Res(f,g)=

1 0 -1 2 0 0 0
0 1 0 -1 2 0 0
0 0 1 0 -1 2 0
0 0 0 1 0 -1 2
1 0 0 1 -1 0 0
0 1 0 0 1 -1 0
0 0 1 0 0 1 -1

=11.

因此f(x)与g(x)没有公共复根。
例2暋

{
解方程组

x2-7xy+4y2+6y-4=0,

x2-14xy+9y2-2x+14y-8=0.
(42)

暋暋解暋把(42)式左端的两个多项式f(x,y),g(x,y)分别按x的降幂排列写出:
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f(x,y)=x2-7xy+(4y2+6y-4), (43)

g(x,y)=x2-(14y+2)x+(9y2+14y-8). (44)

Rx(f,g)=

1 -7y 4y2+6y-4 0
0 1 -7y 4y2+6y-4
1 -14y-2 9y2+14y-8 0
0 1 -14y-2 9y2+14y-8

= (5y2+8y-4)2-(7y+2)(7y3+6y2-12y+8)

=-24y(y-1)(y-2)(y+2). (45)
于是Rx(f,g)的4个根是0,1,2,-2。对于y=0,

{
解方程组

x2-4=0,

x2-2x-8=0,

第一个方程减去第二个方程,得

2x+4=0.
从而x=-2。对于y=1,

{
解方程组

x2-7x+6=0,

x2-16x+15=0,

得x=1。对于y=2,

{
解方程组

x2-14x+24=0,

x2-30x+56=0,

得x=2。对于y=-2,

{
解方程组

x2+14x=0,

x2+26x=0,

得x=0。因此方程组(42)的全部解是

{
:

x=-2
y=0; {暋

x=1
y=1; {暋

x=2
y=2; {暋

x=0
y=-2.

方程组(42)的全部解也可以写成(-2,0),(1,1),(2,2),(0,-2)。
例3暋设f(x)=x4+a1x+a0暿K[x],求f(x)的判别式D(f)。
解暋f曚(x)=4x3+a1
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Res(f,f曚)=

1 0 0 a1 a0 0 0
0 1 0 0 a1 a0 0
0 0 1 0 0 a1 a0

4 0 0 a1 0 0 0
0 4 0 0 a1 0 0
0 0 4 0 0 a1 0
0 0 0 4 0 0 a1

=-27a4
1+256a3

0.

于是

D(f)= (-1)4(4-1)
2 Res(f,f曚)=-27a4

1+256a3
0. (46)

暋暋点评暋7.10节习题的第8题也求过f(x)=x4+a1x+a0 的判别式D(f),现在例3用

Res(f,f曚)来求D(f),比较简便一些。在7.6节用辗转相除法求出过f(x)=x4+a1x+a0

有重根的充分必要条件,这与f(x)的判别式D(f)有关系。显然,现在例3求D(f)的方法

较简便一些。
例4暋求数域K 上n 次多项式f(x)=xn+a1x+a0 的判别式。

解暋f曚(x)=nxn-1+a1

Res(f,f曚)=

1 0 0 … 0 a1 a0 0 0 … 0 0 0
0 1 0 … 0 0 a1 a0 0 … 0 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 … 1 0 0 0 0 … 0 a1 a0

n 0 0 … 0 a1 0 0 0 … 0 0 0
0 n 0 … 0 0 a1 0 0 … 0 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 … 0 n 0 0 0 … 0 0 a1

.

每一次都把第1行的(-n)倍加到第n行上,接着按第1列展开,这样做n-1次,便得到下

述n阶行列式:
(1-n)a1 -na0 0 0 … 0 0

0 (1-n)a1 -na0 0 … 0 0
0 0 (1-n)a1 -na0 … 0 0
汅 汅 汅 汅 汅 汅

0 0 0 0 … (1-n)a1 -na0

n 0 0 0 … 0 a1
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=n(-1)n+1(-na0)n-1+a1(-1)n+n[(1-n)a1]n-1

=nnan-1
0 +(-1)n-1(n-1)n-1an

1.
于是

D(f)= (-1)n(n-1)
2 nnan-1

0 +(-1)n-1(n-1)n-1an[ ]1 . (47)

暋暋点评暋例4通过先计算Res(f,f曚),然后求D(f),这比起7.10节讲的求D(f)的方法

要简便得多。例4求得的D(f)的(47)式对一切n曒2都成立,如表7灢2所示。
表7灢2

n f(x) D(f)

2 x2+a1x+a0 a2
1-4a0

3 x3+a1x+a0 -4a3
1-27a2

0

4 x4+a1x+a0 -27a4
1+256a3

0

5 x5+a1x+a0 256a5
1+3125a4

0

例5暋设f(x)=xn-1+xn-2+…+x+1,求D(f)。
解暋令g(x)=(x-1)f(x)=xn-1。
根据7.10节中典型例题的例15的结论,得

D(g)= (-1)n(n-1)
2 nn(-1)n-1 = (-1)

(n-2)(n-1)
2 nn.

根据7.10节习题第11题的结论,得
D(g)=D(f)f(1)2 =n2D(f).

因此

D(f)= (-1)
(n-2)(n-1)

2 nn-2. (48)
暋暋例6暋设f(x)=a0xn+a1xn-1+…+an,g(x)=b0xm+b1xm-1+…+bm,其中a0曎0,
b0曎0。设f(x)的n个复根为c1,c2,…,cn,g(x)的m 个复根为d1,d2,…,dm,证明:

Res(f,g)=am
0bn

0暻
n

i=1
暻
m

j=1

(ci-dj). (49)

暋暋 证明 由于g(ci)=b0(ci-d1)(ci-d2)…(ci-dm)=b0暻
m

j=1

(ci-dj),因此

Res(f,g)=am
0暻

n

i=1
b0暻

m

j=1

(ci-dj)

=am
0bn

0暻
n

i=1
暻
m

j=1

(ci-dj). 曵
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暋暋例7暋设f(x)和g(x)分别是数域K 上n 次、m 次多项式,且n>1,m>1。证明:

D(fg)=D(f)D(g)[Res(f,g)]2. (50)

暋暋证明暋设f(x),g(x)的首项系数分别是a0,b0,f(x)的n 个复根为c1,c2,…,cn,

g(x)的m 个复根为d1,d2,…,dm。则

f(x)=a0(x-c1)(x-c2)…(x-cn),

g(x)=b0(x-d1)(x-d2)…(x-dm).
从而

f(x)g(x)=a0b0(x-c1)(x-c2)…(x-cn)(x-d1)…(x-dm).
于是

D(fg)=(a0b0)2(n+m)-2 暻
1曑j<i曑n

(ci-cj)2· 暻
1曑k<l曑m

(dl-dk)2

·暻
n

i=1
暻
m

j=1

(dj-ci)2

=D(f)D(g)[Res(f,g)]2. 曵
暋暋例8暋设f(x),g1(x),g2(x)暿K[x],证明:

Res(f,g1g2)=Res(f,g1)Res(f,g2).
暋暋证明暋设f(x)的次数为n,首项系数为a0,n个复根为c1,c2,…,cn,g1(x),g2(x)的次

数分别为m1,m2。则

Res(f,g1g2)=am1+m20 暻
n

i=1
g1g2(ci)

=am10 am20 暻
n

i=1
g1(ci)g2(ci)

= am10 暻
m

i=1
g1(ci[ ]) am20 暻

n

i=1
g2(ci[ ])

=Res(f,g1)Res(f,g2). 曵
暋暋例9暋求下述曲线的直角坐标方程:

x= -t2+2t
t2+1

,y=2t2+2t
t2+1 .

暋暋解暋在所给曲线S上任取一点P(x,y),则存在t0暿R,使得

x= -t2
0+2t0

t2
0+1

,y=2t2
0+2t0

t2
0+1 .

即

(t2
0+1)x+t2

0-2t0 =0,

·041· 第7章暋一元和n元多项式环



(t2
0+1)y-2t2

0-2t0 =0.
令 f(t)=(t2+1)x+t2-2t,g(t)=(t2+1)y-2t2-2t.
则f(t)与g(t)有公共根t0,从而Res(f,g)=0。

反之,考虑坐标适合方程Res(f,g)=0的点Q(x,y),因为Res(f,g)=0,所以x+1=
0=y-2,或者f(t)与g(t)不互素。在前一情形,直接验证可知点M(-1,2)不是曲线S上

的点;在后一情形,由于f(t)与g(t)的次数至多为2,且它们不相伴,因此f(t)与g(t)有公

共的一次因式,从而f(t)与g(t)有公共的实根t1。于是点Q(x,y)在曲线S上。
综上所述,Res(f,g)=0(排除点 M(-1,2))就是所求的直角坐标方程。计算

Res(f,g)。由于

f(t)= (x+1)t2-2t+x,g(t)= (y-2)t2-2t+y.
因此

Res(f,g)=

x+1 -2 x 0
0 x+1 -2 x

y-2 -2 y 0
0 y-2 -2 y

=8x2-4xy+5y2+12x-12y.
于是所给曲线S的直角坐标方程为

8x2-4xy+5y2+12x-12y=0,
并且(x,y)曎(-1,2)。

点评暋例9表明结式可以用于在解析几何中化平面曲线的参数方程为直角坐标方程,
这是本节定理1的第四个用处。

习题7.11

1.判断f(x)=2x3+3x2-8x+3与g(x)=4x2+7x-15有无公共复根。

2.解下列方程组:

(1 {) 2x2-xy+y2-2x+y-4=0,

5x2-6xy+5y2-6x+10y-11=0;

(2 {) x2+y2+4x+2=0,

x2+4xy-y2+4x+8y=0.

3.求多项式f(x)与g(x)的结式:
(1)f(x)=x4+x3+x2+1,g(x)=x6+x5+x4+x3+x2+x+1;
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(2)f(x)=xn+2x+1,g(x)=x2-x-6;
(3)f(x)=xn+2,g(x)=(x-1)n;
(4)f(x)=x4+x3+x2+x+1,g(x)=x6+x5+x4+x3+x2+x+1.
4.设f(x),x-a暿K[x],且degf(x)=n,求Res(f,x-a)。

5.设数域K 上三次多项式f(x)=a0x3+a1x2+a2x+a3,求D(f)。

6.讨论数域K 上的多项式f(x)=x2+1与g(x)=x2m+1是否互素。

7.求下列曲线的直角坐标方程:
(1)x=t2-t,y=2t2+t-2;

(2)x=2t+1
t2+1

,y=t
2+2t-1
t2+1 .

8.在实数域中解方程组

ì

î

í

ïï

ïï

:

y2+z2+2yz-x-y+z+3=0,

x2+z2+xz+x-y+z+1=0,

x2-y2+xy-x+y-z-1=0.

7.12暋域与域上的一元多项式环

7.12.1暋内容精华

暋暋一、分式域

数域K 上的一元多项式环K[x]中有加法和乘法运算,进而有减法运算:f(x)-g(x)

暶=f(x)+(-g(x)),但是没有除法运算。设g(x)曎0,当g(x)不能整除f(x)时,f(x)除

以g(x)不是多项式,此时可以引进分式的概念,把f(x)除以g(x)记作f(x)
g(x),称它为分式。

规定分式的基本性质:分子与分母乘以同一个非零多项式,所得分式与原分式相等。为了

说明分式的基本性质是怎么来的,我们用现代数学的观点来阐述分式的概念。从分式

f(x)
g(x)联想到有序多项式对(f(x),g(x)),其中g(x)曎0,它是K[x]暳K[x]* 中的元素,这

里用K[x]* 表示K[x]中所有非零多项式组成的集合,令T=K[x]暳K[x]* 。在T 中规

定一个二元关系~,如下:
(f1,g1)~ (f2,g2)暋炡暋f1g2 =g1f2. (1)
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显然,(f,g)~(f,g),炐(f,g)暿T,即~具有反身性。
若(f1,g1)~(f2,g2),则f1g2=g1f2。由此推出,(f2,g2)~(f1,g1),即~具有对称性。
若(f1,g1)~(f2,g2)且(f2,g2)~(f3,g3),则

f1g2 =g1f2,f2g3 =g2f3

从而 f1g2g3=g1f2g3=g1g2f3.
由于g2曎0,因此f1g3=g1f3,于是(f1,g1)~(f3,g3)。这表明~具有传递性。

上述证明了~是T 中的一个等价关系,我们把(f,g)确定的等价类记作f
g

。于是

f1

g1
=f2

g2
暋炡暋(f1,g1)~ (f2,g2)暋炡暋f1g2 =g1f2. (2)

把所有等价类组成的集合记作K(x)(注意这里是圆括号),K(x)称为T 对于等价关系~
的商集(参看丘维声.高等代数(上册).第3版.北京:高等教育出版社,2015年,第161页)。

在K(x)中,规定加法和乘法运算如下:

f1

g1
+f2

g2
暶=f1g2+g1f2

g1g2
, (3)

f1

g1
·f2

g2
暶=f1f2

g1g2
. (4)

不难验证,(3)式和(4)式不依赖于等价类中代表的选择。

容易验证,上述定义的加法和乘法都满足交换律、结合律和分配律。0
1

是K(x)中的零

元,把0
1

记作0。f
g

的负元是-f
g

,记作-f
g

。1
1

是K(x)的单位元,记作1。因此K(x)成为

一个有单位元的交换环。

对于K(x)中每一个非零元f
g

,都存在g
f 暿K(x),使得

f
g

·g
f =fg

gf = 1
1 =1,g

f
·f
g =gf

fg = 1
1 =1.

这表明f
g

是可逆的,g
f

是f
g

的逆元,记作 fæ

è
ç

ö

ø
÷

g
-1

。即

fæ

è
ç

ö

ø
÷

g
-1

= g
f

. (5)

由于K(x)的每个非零元都可逆,因此可以在K(x)中定义除法如下:

设f2

g2
曎0,对于任意f1

g1
暿K(x),规定

f1

g1
暵f2

g2
梾梾
def f1

g1
· f2

g
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1

. (6)
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暋暋K(x)中的减法运算的定义跟环中的减法定义一样。
综上所述,K(x)中有加、减、乘、除四种运算(除式不为0),并且满足与实数域一样的运

算规律。由此受到启发,引进下述重要概念:
定义1暋一个有单位元1(曎0)的交换环F,如果它的每个非零元都可逆,那么称F 是

一个域。

例如,K(x)是一个域,称它为数域K 上的一元分式域。把K(x)中的元素f
g

称为K 上

的一元分式(或者分式),其中f称为分子,g称为分母。
分式的基本性质现在可以证明如下:

设f
g 暿K(x)。任取h(x)暿K[x]* ,由于fgh=gfh,因此

f
g =fh

gh
. (7)

将(7)式从右到左看:分子与分母可以消去同一个非零公因式。

对于一个非零的一元分式f
g

,分子的次数减去分母的次数所得的差degf-degg不依

赖于等价类的代表的选取。证明如下:设f
g =f1

g1
,则fg1=gf1,从而 degf+degg1=

degg+degf1。因此

degf-degg=degf1-degg1. (8)

把degf-degg称为一元分式f
g

的次数。一元分式0是0
1

,它的次数为-曓。

一个一元分式,如果它的分子与分母是互素的,那么称它为既约分式。

由于(0,1)=1,因此0
1

是既约分式,即一元分式0是既约分式。

类似于一元分式域的构造方法,我们还可以构造出数域 K 上的n 元分式域,记

作K(x1,x2,…,xn)。
一元分式域与n元分式域都是域,任一数域也是域。注意:数域的元素是数;而一元或

n元分式域的元素不是数,是分式。
命题1暋域F 中没有非平凡的零因子,从而域一定是整环。
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暋暋二、模p(p是素数)剩余类域与模m 剩余类环

读者都非常熟悉“星期几暠这个词。在时间的长河中,我们可以把每一天对应于一个整

数,于是时间的长河可以用整数集Z来刻画,星期日可以看成是被7除后余数为0的所有

整数组成的子集,星期一可以看成是被7除后余数为1的所有整数组成的子集,…,星期六

可以看成是被7除后余数为6的所有整数组成的子集。由此受到启发,在整数集Z中规定

一个二元关系~,如下:

a~b暋炡暋a与b被7除所得余数相同

也就是

a~b暋炡暋7旤a-b. (9)
容易看出,~具有反身性、对称性和传递性。因此~是Z上的一个等价关系,把它称为模7
同余关系,把a~b记作

a曉b暋(mod7),
读作“a模7同余b暠。于是

a曉b暋(mod7)暋炡暋7a-b. (10)

暋暋模7同余关系有下述性质:
命题2暋若a曉b暋(mod7),c曉d暋(mod7),则

a+c曉b+d暋(mod7),ac曉bd暋(mod7). (11)

暋暋在模7同余关系下的等价类称为模7剩余类。

i= {a暿Z旤a曉i暋(mod7)}= {7k+ik暿Z}. (12)
其中i=0,1,2,3,4,5,6。i里的任一元素都可以作为代表,例如8,-6都可以作为1的代

表(注意-6=(-1)暳7+1),因此8=1,-6=1。类似地,9=2,-5=2,…;10=3,-4=
3,…;11=4,-3=4,…;12=5,-2=5,…;13=6,-1=6,…。

由模7剩余类组成的集合称为Z对于模7同余关系的商集,记作Z7 或Z/(7),即

Z7 = {0,1,2,3,4,5,6}. (13)
在Z7 中可以规定加法和乘法运算:

i+j梾梾
def

i+j,i·j梾梾
def

ij. (14)
(14)式定义的加法和乘法运算是合理的,即与剩余类的代表的选取无关。

容易看出,0是Z7 的零元,i有负元-i。1是Z7 的单位元,容易验证Z7 是一个有单位

元的交换环。由于

1·1=1,2·4=1,3·5=1,6·6=1,
因此Z7 的每个非零元都可逆,从而 Z7 是一个域,称它为模7剩余类域,它只含有7个

元素。
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只含有限多个元素的域称为有限域,否则称为无限域。
数域K,K 上的一元分式域,n元分式域都是无限域;Z7 是一个有限域。
一般地,设m 是大于1的正整数。在Z中规定

a曉b暋(modm)暋炡暋m旤a-b. (15)
这给出了Z上的一个二元关系,它是一个等价关系,称它为模m 同余关系,模m 同余关系

具有类似于命题2的性质:
若a曉b暋(modm),c曉d暋(modm),则

a+c曉b+d暋(modm),ac曉bd暋(modm). (16)

暋暋模m 同余关系下的等价类称为模m 剩余类。

i= {a暿Za曉i暋(modm)}= {km+ik暿Z}, (17)
其中i=0,1,2,…,m-1。

由模m 剩余类组成的集合称为Z对于模m 同余关系的商集,记作Zm 或Z/(m),即

Zm = {0,1,2,…,m-1}. (18)
暋暋在Zm 中可以规定加法和乘法运算:

i+j梾梾
def

i+j,ij梾梾
def

ij. (19)
利用(16)式容易证明(19)式规定的加法和乘法运算是合理的,在Zm 中规定减法运算为

i-j梾梾
def

i+(-j). (20)
暋暋容易验证,Zm 对于加法和乘法运算成为一个有单位元1(曎0)的交换环,称它为模m
剩余类环。

Zm 是不是域? 例如,Z4,由于2·2=0,因此Z4 有非平凡的零因子,从而Z4 不是域(根
据命题1)。由于1·1=1,因此Z2={0,1}是域。由于在Z3 中,

1·1=1,暋2·2=1,
因此Z3 的每个非零元都可逆,从而Z3 是一个域,猜想并且可以证明有下述结论:

定理1暋若p是素数,则Zp 是一个域。
当p是素数时,Zp 称为模p 剩余类域。Zp 含有p 个元素,因此Zp 是一个有限域。
若m 是合数,则Zm 不是一个域,理由如下:若m 是合数,则m=m1m2,其中0<mi<

m,i=1,2。于是有m1m2=m1m2=煆m=0,从而Zm 有非平凡的零因子煆m1。因此Zm 不是域。

三、域的特征

设p是素数,在模p剩余类域Zp 中,有

p1=1+1+…+掯 掲掱梺梺梺 梺梺梺
1

p个

=p=0. (21)
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当0<l<p时,

l1=1+1+…+掯 掲掱梺梺梺 梺梺梺
1

l个

=l曎0. (22)

暋暋在数域K 中,对于任意正整数n,都有

n1=1+1+…+掯 掲掱梺梺梺 梺梺梺
1

n个

=n曎0.

暋暋在任一域F 中,它的单位元e的正整数倍是否等于零元有什么规律?
情形1暋对任意正整数n都有ne曎0。
情形2暋不是情形1,则存在正整数n使得ne=0。设n是使ne=0成立的最小正整

数。假如n是合数,则

n=n1n2,暋0<ni <n,暋i=1,2.
于是

(n1e)(n2e)=n1[e(n2e)]=n1[n2(ee)]=n1(n2e)

= (n1n2)e=ne=0.
由于ni<n,因此根据n的选择得,n1e曎0且n2e曎0。于是n1e是零因子。从而n1e不是可

逆元,又n1e曎0,这与域F 中非零元都可逆矛盾。所以n是素数。这样我们证明了下述

定理:
定理2暋设F 是一个域,它的单位元为e,则或者对任意正整数n都有ne曎0,或者存在

一个素数p,使得pe=0,而对于0<l<p有le曎0。 曵
从定理2受到启发,引出下述概念:
定义2暋设F 是一个域,它的单位元为e,如果对任意正整数n都有ne曎0,那么称域F

的特征为0;如果存在一个素数p,使得pe=0,而对于0<l<p有le曎0,那么称域F 的特征

为p。把域F 的特征记作charF。
根据定理2得,域F 的特征或者为0,或者为一个素数。
从上面所说的事实知道,模p剩余类域的特征为p。任一数域的特征为0。数域K 上

的一元分式域和n 元分式域的特征都为0。
有限域的特征一定是一个素数,理由如下:设域F 是一个有限域。假如F 的特征为0,

则对一切正整数n都有ne曎0,其中e是域F 的单位元。于是e,2e,3e,…,ne,…中任两个

元素都不相等,从而域F 会有无穷多个元素,这与F 是有限域矛盾,因此有限域F 的特征

一定是一个素数。
无限域有没有特征为素数的呢? 考虑模p 剩余类域Zp 上的一元分式域Zp(x),它的

一个子集是Zp[x]。由于Zp[x]中非零多项式的次数n可以是任意非负整数,因此Zp[x]
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含有无穷多个元素。从而Zp(x)含有无穷多个元素。由于p1=p=0,而当0<l<p时,l1
=l曎0。因此域Zp(x)的特征为素数p。从而Zp(x)是特征为素数p的无限域。

命题3暋设域F 的特征为素数p,则

ne=0暋炡暋p旤n.
暋暋命题4暋设域F 的特征为素数p,任取a暿F* (我们用F* 表示F 中所有非零元组成的

集合),则

na=0暋炡暋p旤n.
暋暋命题4告诉我们,在特征为素数p的域F 中,要注意识别零元素:若p|n,则对于任一

元素a有na=0。

四、域F上的一元多项式环

类似于数域K 上的一元多项式,我们可以定义任一域F 上的一元多项式,并且得出域

F 上的一元多项式环F[x]。不难看出,有关数域K 上的一元多项式环K[x]的结论,只要

在它的证明中没有用到这个域含有无穷多个元素,并且还要注意识别零元素,那么这些结

论在任一域F 上的一元多项式环F[x]仍然成立。
例如,在数域K 上的一元多项式环K[x]中,两个多项式如果不相等,那么它们诱导的

多项式函数也不相等。这个结论的证明需要用到数域 K 含有无穷多个元素,因此这个结

论对于有限域上的一元多项式环就不成立。譬如,在Z3[x]中,设

f(x)=x3+2x2+2,g(x)=2x2+x+2.
显然,f(x)曎g(x)。由于

f(0)=2,f(1)=2,f(2)=0,

g(0)=2,g(1)=2,g(2)=0,
因此f=g,即多项式函数f与g 相等。

在特征为素数p的域中,若p|n,则任一元素的n倍为零元,例如,在Zp[x]中,设f(x)

=xp+1,则f曚(x)=pxp-1=p(1xp-1)=(p1)xp-1=0xp-1=0。
在数域K 上的一元多项式环K[x]中,如果不可约多项式p(x)是f(x)的一个k(k曒1)

重因式,那么p(x)是f曚(x)的k-1重因式。此结论的证明中关键一步是p(x)灨kp曚(x)。
现在设F 是特征为素数p 的域。在F[x]中,若p|k或p曚(x)=0,则p(x)|kp曚(x)。从而

p(x)是f曚(x)的至少k重因式。若p灨k且p曚(x)曎0,则p(x)灨kp曚(x),从而p(x)是f曚(x)
的k-1重因式。于是若f(x)有重因式,则f(x)与f曚(x)有次数大于0的公因式,从而

(f(x),f曚(x))曎1。也就是说,若(f(x),f曚(x))=1,则f(x)没有重因式;反之不成立。可

以证明:若f(x)没有重因式,则(f(x),f曚(x))=1或者f(x)有一个单因式p(x),使得
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p曚(x)=0(详见本章补充题七的第17题)。
下面我们给出判断整系数多项式在有理数域Q上不可约的另一种方法。
命题5暋设f(x)=anxn+an-1xn-1+…+a1x+a0 是一个整系数多项式,p 是一个素

数,p灨an。把f(x)的各项系数模p变成Zp 的元素,得到Zp 上的一个多项式,记作煄f(x),即
煄f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0. (23)

如果煄f(x)在Zp 上不可约,那么f(x)在Q上不可约。
注意:如果煄f(x)在Zp 上可约,那么f(x)在Q上可能不可约,也可能可约,需要具体问

题具体分析。
为简便起见,对于首项系数为奇数的整系数多项式f(x),把它的各项系数模2得到Z2

上的多项式煄f(x)。若煄f(x)在Z2 上不可约,则f(x)在Q上不可约。
若整系数多项式f(x)的首项系数为偶数,但不是3的倍数,则把f(x)的各项系数模3

得到Z3 上的多项式。若煄f(x)在Z3 上不可约,则f(x)在Q上不可约。
若整系数多项式f(x)的首项系数是偶数,且是3的倍数,则把f(x)的系数模5得到

Z5 上的多项式。依此类推,选择素数p。
命题5给出了判断整系数多项式在Q上是否不可约的一个新的方法。
类似于数域上的n元多项式,可以定义任一域F 上的n 元多项式,并且得出域F 上的

n 元多项式环F[x1,…,xn]。K[x1,…,xn]中的结论,只要在它的证明中没有用到数域K
含有无穷多个元素,那么它在F[x1,…,xn]中仍成立,还需注意识别F 中的零元。

五、中国剩余定理

整数环Z与数域K 上一元多项式环K[x]的结构很相似。现在我们利用整数环的结

构来证明著名的中国剩余定理(或孙子定理)。
定理3(中国剩余定理)暋设m1,m2,…,ms 是两两互素的正整数,b1,b2,…,bs 是任意

给定的s个整数。则同余方程组

x曉b1暋(modm1)

x曉b2暋(modm2)
…暋暋暋…

x曉bs暋(modms

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

(24)

在Z中必有解,并且如果c和d 是两个解,那么

c曉d暋(modm1m2…ms). (25)
它的一个解是

c= 暺
s

i=1
bi(vi 暻

j曎i
mi) (26)
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其中vi 满足

uimi+vi 暻
j曎i

mj=1. (27)

从(27)式知道,vi 可以对mi 和 暻
j曎i

mj 作辗转相除法求出。

六、默比乌斯(M昳bius)函数

M昳bius函数是定义在正整数集合上的函数毺(n),它满足:
(i)毺(1)=1;
(ii)毺(n)=0,当n能被一个素数的平方整除;
(iii)毺(n)=(-1)k,当n是k个不同的素数的乘积。
定理4暋q元有限域F 上的n 次首一不可约多项式的个数为

Nq(n)=1
n 暺

d旤n
毺(n

d
)qd,

其中 暺
d旤n

表示对n 的所有正因数求和.

证 明 可 看 RudolfLidl,Harald Niederreiter,Introductiontofinitefieldsandtheir
applications,Revisededition,CambridgeUniversityPress,1994,第86页的Theorem3.25。

7.12.2暋典型例题

例1暋证明:在K(x)中,如果一个分式有两个既约分式:f1

g1
与f2

g2
,那么f1 与f2 相伴,

且g1 与g2 相伴。

证明 由 已 知 条 件 得,f1

g1
=f2

g2
。于 是 f1g2 =g1f2。由 于f1

g1
是 既 约 分 式,因 此

(f1,g1)=1,于是从f1|g1f2 可以推出f1|f2。同理,由于(f2,g2)=1,因此从f2|f1g2 可

以推出f2|f1,从而f1 与f2 相伴。类似可证g1~g2。 曵

例2暋如果一元分式f
g

的次数小于0,并且它是既约分式,那么称它为真分式。证明:

K(x)中每一个分式都可以唯一地表示成一个多项式与一个真分式的和。

证明暋设f
g

是一个既约分式,对f与g 作带余除法得

f=gh+r,degr<degg. (28)
于是
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f
g =gh+r

g =gh
g +r

g = h
1+r

g =h+r
g

. (29)

由于(f,g)=1,因此从(28)式得,(g,r)=(f,g)=1。于是r
g

是一个既约分式,又由于

degr
g=degr-degg<0,因此r

g
是一个真分式。可表性证毕。

唯一性。假设还有f
g =h1+r1

g1
,其中h1,r1,g1暿K[x],degr1<degg1,且(r1,g1)=

1,则

h-h1 =r1

g1
-r

g =r1g-rg1

g1g
.

假如h曎h1,则deg(h-h1)曒0。然而

degr1g-rg1

g1g =deg(r1g-rg1)-deg(g1g)<0,

矛盾。因此h=h1,从而r1g-rg1=0。由此得出,r
g=r1

g1
。唯一性证毕。 曵

例3暋设K(x)中的非零既约分式f
g

满足方程

a0(x)yn +a1(x)yn-1+…+an-1(x)y+an(x)=0. (30)
其中ai(x)暿K[x],i=0,1,…,n,且a0(x)曎0。证明:

f(x)an(x),g(x)a0(x).
暋暋证明暋由已知条件得

a0(x)f
n

gn +a1(x)f
n-1

gn-1 +…+an-1(x)f
g +an(x)=0.

于是

a0(x)fn +a1(x)fn-1g+…+an-1(x)fgn-1+an(x)gn =0. (31)
由此得出

a0(x)fn =-[a1(x)fn-1+…+an-1(x)fgn-2+an(x)gn-1]g. (32)
于是ga0(x)fn。由于(f,g)=1,因此(fn,g)=1,从而ga0(x)。

从(31)式又可得出

f[a0(x)fn-1+a1(x)fn-2g+…+an-1(x)gn-1]=-an(x)gn. (33)
于是fan(x)gn。由于(f,g)=1,因此(f,gn)=1,从而fan(x)。 曵

点评暋例3的结论类似于“如果一个既约分数q
p

是整系数多项式的根,那么分子q整

除常数项,分母p整除首项系数。暠
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例4暋设K(x)中的非零既约分式f
g

满足方程

yn +a1(x)yn-1+…+an-1(x)y+an(x)=0, (34)

其中ai(x)暿K[x],i=1,2,…,n;n曒1。证明:f
g 暿K[x]。

证明暋据例3的结论得,g 1,又1g,因此g~1。从而g=c对某个c暿K* 。于是

f
g =c-1f暿K[x]。 曵

暋*例5暋设f(x),p(x)暿K[x],且p(x)不可约。证明:如果degf(x)<degpl(x)。那

么存在ri(x)暿K[x],且degri(x)<degp(x),i=1,2,…,l,使得

f(x)
pl(x)=rl(x)

p(x)+rl-1(x)
p2(x)+…+ r2(x)

pl-1(x)+r1(x)
pl(x). (35)

暋暋证明暋若degf(x)<degp(x),则取r1(x)=f(x),r2(x)=…=rl(x)=0,有

f(x)
pl(x)= 0

p(x)+…+ 0
pl-1(x)+f(x)

pl(x).

暋暋下面设degf(x)曒degp(x),对于f(x)与p(x)作带余除法得

f(x)=h1(x)p(x)+r1(x),degr1(x)<degp(x).
于是degf(x)=degh1(x)p(x)=degh1(x)+degp(x)。从而

degh1(x)<degf(x).
暋暋若degh1(x)曒degp(x),对于h1(x)与p(x)作带余除法得

h1(x)=h2(x)p(x)+r2(x),degr2(x)<degp(x).
同理可得,degh2(x)<degh1(x)。

依此类推,hi(x)的次数不断降低,从而经有限步后,此过程必终止。设到第s步时终

止,即

hs-1(x)=hs(x)p(x)+rs(x),degrs(x)<degp(x).
且0曑deghs(x)<degp(x)。于是

f(x)= [h2(x)p(x)+r2(x)]p(x)+r1(x)

=h2(x)p2(x)+r2(x)p(x)+r1(x)

= … = [hs(x)p(x)+rs(x)]ps-1(x)+rs-1(x)ps-2(x)+…+r2(x)p(x)+r1(x)

=hs(x)ps(x)+rs(x)ps-1(x)+rs-1(x)ps-2(x)+…+r2(x)p(x)+r1(x).
把hs(x)记成rs+1(x),则

f(x)
ps(x)=rs+1(x)+rs(x)

p(x)+rs-1(x)
p2(x)+…+ r2(x)

ps-1(x)+r1(x)
ps(x). (36)
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暋暋已知degf(x)<degpl(x),于是degf(x)
pl(x)<0。不妨设p(x)与f(x)互素(否则p(x)

|f(x),设pt(x)|f(x),但是pt+1(x)灨f(x),则f(x)=f1(x)pt(x),p(x)灨f1(x)。于是

f(x)
pl(x)=

f1(x)
pl-t(x)。我们可以一开始就考虑 f1(x)

pl-t(x)),从而f(x)
pl(x)是真分式。据本节例2的

唯一性,从(36)式可以推导出l>s,于是在(36)式两边乘以 1
pl-s(x),得

f(x)
pl(x)=rs+1(x)

pl-s(x)+ rs(x)
pl-s+1(x)+…+ r2(x)

pl-1(x)+r1(x)
pl(x). (37)

令rs+2(x)=…=rl(x)=0,得

f(x)
pl(x)=rl(x)

p(x)+…+ rs+2(x)
pl-s-1(x)+rs+1(x)

pl-s(x)+…+ r2(x)
pl-1(x)+r1(x)

pl(x). (38)

曵
暋*例6暋设f(x),g(x)暿K[x],且degg(x)>0,设

g(x)=pl11 (x)pl22 (x)…plmm (x), (39)
其中p1(x),p2(x),…,pm(x)是两两不等的不可约多项式,li暿Z+ ,i=1,2,…,m。证明:
如果degf(x)<degg(x),那么存在Aiji

(x)暿K[x],且degAiji
(x)<degpi(x),i=1,2,

…,m;ji=1,2,…,li,使得

f(x)
g(x)= 暺

m

i=1
暺
li

ji=1

Aiji
(x)

pjii (x). (40)

暋暋证明暋令

Bi(x)=pl1
1 (x)…pli-1

i-1 (x)pli+1
i+1 (x)…plm

m (x), (41)
其中i=1,2,…,m。则(B1(x),B2(x),…,Bm(x))=1。从而存在ui(x)暿K[x],i=1,2,
…,m,使得

u1(x)B1(x)+…+um(x)Bm(x)=1. (42)
在(42)式两边乘f(x),得

f(x)u1(x)B1(x)+…+f(x)um(x)Bm(x)=f(x). (43)
令焿ui(x)=f(x)ui(x),i=1,2,…,m。则

焿u1(x)B1(x)+…+焿um(x)Bm(x)=f(x). (44)
对焿ui(x)和plii (x)作带余除法,得

焿ui(x)=hi(x)plii (x)+ri(x),degri(x)<degplii (x).
其中i=1,2,…,m。代入(44)式,得

暺
m

i=1

[hi(x)plii (x)Bi(x)+ri(x)Bi(x)]=f(x). (45)
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即

暺
m

i=1
hi(x[ ])g(x)+暺

m

i=1
ri(x)Bi(x)=f(x). (46)

(46)式两边同除以g(x),得

f(x)
g(x)= 暺

m

i=1
hi(x)+暺

m

i=1

ri(x)
plii (x). (47)

由于degf(x)<degg(x),且不妨设f(x)与g(x)互素,因此f(x)
g(x)是真分式,据本节例2的

唯一性,从(47)式得

暺
m

i=1
hi(x)=0.

从而

f(x)
g(x)= 暺

m

i=1

ri(x)
plii (x). (48)

由于degri(x)<degplii (x),因 此 据 本 节 例 5 的 结 论 得,存 在 Aiji
(x)暿K[x],且

degAiji
(x)<degpi(x),ji=1,2,…,li,使得

ri(x)
plii (x)= 暺

li

ji=1

Aiji
(x)

pjii (x),i=1,2,…,m. (49)

因此

f(x)
g(x)= 暺

m

i=1
暺
li

ji=1

Aiji
(x)

pjii (x). (50)

曵

暋暋点评暋例6的本质是给出了真分式可以表示成若干个形如
Aiji

(x)
pjii (x)的真分式的和,其中

分子的次数小于分母中不可约多项式pi(x)的次数。这通常称为把一个真分式表示成部

分分式的和。当K 是实数域R时,就得到下述例7。

暋*例7暋设f(x),g(x)暿R[x],g(x)的首次系数为1,且degg(x)>0。设

g(x)= 暻
m

i=1

(x-ai)li暻
s

j=1

(x2+pjx+qj)tj, (51)

其中a1,a2,…,am 是两两不等的实数,p2
j-4qj<0,j=1,…,s;(p1,q1),…,(ps,qs)是两两

不等的实数对,li,tj暿N,i=1,2,…,m;j=1,2,…,s。证明:如果degf(x)<degg(x),那
么存在Aiki

,Bjvj
,Cjvj暿R,i=1,2,…,m;ki=1,…,li;j=1,…,s;vj=1,…,tj,使得

f(x)
g(x)= 暺

m

i=1
暺
li

ki=1

Aiki

(x-ai)ki +暺
s

j=1
暺
tj

vj=1

Bjvjx+Cjvj

(x2+pjx+qj)vj
. (52)
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暋暋证明暋由于实数域上的不可约多项式只有一次多项式和判别式小于0的二次多项式,
因此从例6立即得到例7。 曵

点评暋例7的结论在数学分析课程中求有理函数的不定积分时有重要应用。例7告

诉我们,一个真分式可以表示成(52)式右端所示的若干个真分式的和,它们的分子是常数,
而分母是一次多项式的方幂,或者分子是一次多项式,而分母是二次不可约多项式的方幂。
有了这个结论,在具体求各个真分式的分子时可以用待定系数法。在数学中往往是这样:
有了明确的方向后,具体计算就不难了,明确方向是关键。

例8暋下列模m 剩余类环中,哪些是域? 哪些不是域? 写出其中的可逆元,并且求出

每个可逆元的逆元。

Z4,Z6,Z8,Z9,Z11,Z13.
暋暋解暋由于11和13是素数,因此Z11,Z13是域;由于4,6,8,9是合数,因此Z4,Z6,Z8,Z9

不是域。

Z4中,1·1=1,2·2=0,3·3=1,因此1,3是可逆元,1-1=1,3-1=3,2不是可逆元。

Z6中,1·1=1,2·3=0,4·3=0,5·5=1,6·2=0,因此1,5是可逆元,1-1=1,5-1

=5,其余元素不是可逆元。

Z8中,1·1=1,2·4=0,3·3=1,5·5=1,6·4=0,7·7=1,因此1,3,5,7是可逆

元,1-1=1,3-1=3,5-1=5,7-1=7,其余元素不是可逆元。

Z9中,1·1=1,2·5=1,3·3=0,4·7=1,6·3=0,8·8=1,因此1,2,4,5,7,8是可

逆元,1-1=1,2-1=5,5-1=2,4-1=7,7-1=4,8-1=8,其余元素不是可逆元。

Z11中每个非零元都可逆,由于1·1=1,2·6=1,3·4=1,5·9=1,7·8=1,10·10=1,

因此1-1=1,2-1=6,6-1=2,3-1=4,4-1=3,5-1=9,9-1=5,7-1=8,8-1=7,10-1=10。

Z13中每个非零元都可逆,由于1·1=1,2·7=1,3·9=1,4·10=1,5·8=1,6·11

=1,12·12=1,因此1-1=1,2-1=7,7-1=2,3-1=9,9-1=3,4-1=10,10-1=4,5-1=8,

8-1=5,6-1=11,11-1=6,12-1=12。
例9暋从例8等例子,你能猜测Zm 中,a是可逆元的充分必要条件是什么吗? 你能给

予证明吗?
解暋猜测Zm 中a 是可逆元当且仅当a 与m 互素。
证明:充分性。设a与m 互素,则存在u,v暿Z,使得

ua+vm =1.
从而1=ua+vm=ua+vm=ua。因此a可逆。

必要性。设a与m 不互素,且0<a<m,则(a,m)=d,其中d>1。于是a=db,m=
dl,其中b,l暿Z+ 。由于d>1,因此l<m。由于la=ldb=mb,因此
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la=mb=0.
假如a可逆,则在上式两边乘a-1得,l=0。矛盾。因此a不可逆。 曵

点评暋从例9的必要性的证明还看出:当a与m 不互素时(其中0<a<m),a是Zm 中

的零因子。由此可见:Zm 中的元素或者是可逆元,或者是零因子,二者必居其一且只居

其一。
例10暋令

F=
a b
-

ö

ø
÷

æ

è
ç

b a
a,b暿Z{ }3 , (53)

证明:F 是一个有9个元素的域,并且charF=3。
证明暋由于

a1 b1

-b1 a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

a2 b2

-b2 a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
=

a1+a2 b1+b2

-(b1+b2) a1+a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

, (54)

a1 b1

-b1 a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

a2 b2

-b2 a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
=

a1a2-b1b2 a1b2+b1a2

-(a1b2+b1a2) a1a2-b1b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

, (55)

因此F 有加法和乘法运算,显然,加法满足交换律,结合律,有零元
0 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 0
,每个元素有负

元;乘法满足结合律,以及乘法对于加法的分配律。因此F 是一个环,又 1 0æ

è
çç

ö

ø
÷÷

0 1
是F 的单

位元。由于

a2 b2

-b2 a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

a1 b1

-b1 a
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
=

a2a1-b2b1 a2b1+b2a1

-(a2b1+b2a1) a2a1-b2b
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

, (56)

由(55)、(56)式得出,F 的乘法满足交换律,因此F 是一个有单位元的交换环。

a b
-b a

=a2+b2, (57)

a2+b2 =0暋炡暋a2 =-b2.
当b=0时,a=0。当b=1时,a2=-1=2。由于12=1,22=1,因此在Z3 中a2=2无解。

当b=2时,a2=-1=2,无解。这证明了a2+b2=0暋炡暋a=b=0。因此F 中每个非零矩

阵都可逆。从而F 是一个域。
由于a可取0,1,2;b也可取0,1,2,因此F 有9个元素。由于

3
1 0æ

è
çç

ö

ø
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因此域F 的特征为3。 曵
例11暋证明:在特征为p的域F 中,下式成立:

(a+b)p =ap +bp. (58)

暋暋证明暋(a+b)p=ap+pap-1b+C2
pap-2b2+…+Ck

pap-kbk+…+bp。我们已经证明

p|Ck
p,1曑k<p。因此Ck

pap-kbk=0,1曑k<p。从而(a+b)p=ap+bp。 曵
例12暋证明费马小定理:设p是素数,则对任意整数a都有

ap 曉a暋(modp). (59)

暋暋证明暋设a=hp+r,0<r<p,则a=r。于是

ap =ap =rp = (1+…+掯 掲掱梺梺 梺梺
1

r个

)p =1p +…+1
掯 掲掱梺梺梺 梺梺梺

p

r个

=r=a.

因此ap曉a暋(modp)。若p|a,则(59)式显然成立。 曵
例13暋写出Z2[x]中所有一次多项式和二次不可约多项式。

解暋一次多项式有x,x+1。
二次多项式有x2,x2+x,x2+1,x2+x+1。由于x2+x=x(x+1),x2+1=(x+1)2,

因此x2,x2+x,x2+1都可约。由于0和1都不是x2+x+1的根,因此x2+x+1没有一

次因式,从而它不可约。
例14暋设f(x)=3x5+11x2+7暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。
解暋把f(x)的各项系数模2以后得到Z2 上的多项式:

煄f(x)=x5+x2+1

=x2(x3+1)+1

=x2(x+1)(x2-x·1+12)+1

=x2(x+1)(x2+x+1)+1. (60)
煄f(x)是Z2 上的五次多项式,如果它在Z2 上可约,那么它必有一次因式或二次不可约因式。

但是Z2 上的一次多项式只有x,x+1;二次不可约多项式只有x2+x+1。从(60)式看出,

它们都不是煄f(x)的因式。因此煄f(x)在Z2 上不可约。据本节命题5得,f(x)在 Q上不

可约。
例15暋设f(x)=8x3-5x2+22x+28暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。

解暋f(x)的首项系数8是偶数,但不能被3整除,因此把f(x)的各项系数模3得到Z3

上的多项式:
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煄f(x)=2x3+x2+x+1.
由于煄f(0)=1曎0,煄f(1)=2曎0,煄f(2)=2曎0,因此0,1,2都不是煄f(x)的根,从而煄f(x)在

Z3[x]中没有一次因式。由于煄f(x)是三次多项式,因此煄f(x)在Z3 上不可约,据本节命题5
得,f(x)在Q上不可约。

点评暋f(x)是三次整系数多项式,也可以判断f(x)没有有理根,从而证明f(x)在 Q
上不可约。但是由于f(x)的首项系数为8,常数项为28,因此f(x)可能的有理根较多,一
个一个地筛选,计算量较大。把f(x)的各项系数模3得到Z3 上的多项式煄f(x),只需计算

煄f(0),煄f(1),煄f(2)就可判断煄f(x)在Z3 中没有根,从而煄f(x)在Z3 上不可约。计算量减少了

许多。从例14和例15都看出,把一个整系数多项式的各项系数模2(或模3,…)得到

Z2(或Z3,…)上的多项式,起着简化问题的作用。

例16暋设f(x)=5x4+17x3-9x2+3暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。
解暋把f(x)的各项系数模2得到Z2 上的多项式:

煄f(x)=x4+x3+x2+1

=x3(x+1)+(x+1)2

= (x+1)(x3+x+1). (61)
由于0和1都不是x3+x+1的根,因此三次多项式x3+x+1在Z2 上不可约。从而(61)
式是煄f(x)在Z2[x]中的唯一因式分解式。

假如f(x)在Q上可约,则

f(x)=f1(x)f2(x),degfi(x)<degf(x),i=1,2.
把上式的每一个多项式的各项系数模2得到

煄f(x)=煄f1(x)煄f2(x).
由于f(x)的首项系数5是奇数,因此fi(x)的首项系数必为奇数,i=1,2。从而deg煄fi(x)

=degfi(x)<degf(x)=deg煄f(x),i=1,2。从(61)式看出,煄f1(x)与煄f2(x)中必有一个是

一次因式。从而f1(x)与f2(x)中必有一个是一次因式。由此推出f(x)有有理根。f(x)

的有理根只可能是暲1,暲3,暲1
5

,暲3
5

。由于

f(1)=16,f(-1)=-18,

f(-1)
1+3 = -18

4 烖Z,

因此1,-1,3都不是f(x)的根。由于
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5 17 -9 0 3 -3

-15 -6 45 -135

5 2 -15 45 -132

因此-3不是f(x)的根,由于

f(1)
5-(-1)=16

6 烖Z,f(-1)
5+3 =18

8 烖Z,

因此-1
5

,3
5

都不是f(x)的根。

用综合除法可以知道1
5

,-3
5

不是f(x)的根。

综上所述,f(x)没有有理根,矛盾。因此f(x)在Q上不可约。
点评暋例16中,f(x)的系数模2得到的多项式煄f(x)在Z2 上可约。运用Z2[x]中唯

一因式分解定理,用反证法证明了f(x)在 Q上不可约。这表明当煄f(x)在Z2 上可约时,

f(x)是否在Q上可约必须具体问题具体分析。
例17暋设p是素数。
(1)Zp 上的一元函数(即Zp 到Zp 的映射)有多少个?
(2)证明Zp 上的一元函数都是Zp 上的一元多项式函数,并且Zp 上的每一个一元函

数都可以唯一地表示成Zp 上的次数小于p 的一元多项式函数。

(1)解暋任取Zp 上的一个一元函数f,f 完全被p 元有序组(f(0),f(1),f(2),…,

f(p-1))决定。即存在由Zp 上的一元函数组成的集合S 到Zp 上的p 元有序组形成的集

合Zp
p的一个映射氁:f (f(0),f(1),…,f(p-1)),显然氁是单射。易知氁是满射,从而

氁是双射。由于Zp
p共有pp…

汃p

p个

=pp 个元素,因此S有pp 个元素。即Zp 上的一元函数共有

pp 个。
(2)证明暋Zp 上的一元多项式函数是由Zp 上的一元多项式诱导的函数,考虑Zp 上次

数小于p的一元多项式组成的集合。

W = {a0+a1x+…+ap-1xp-1 ai 暿Zp,i=0,1,2,…,p-1}.
由于a0,a1,…,ap-1各有p种取法,因此|W|=pp。设

f(x)=a0+a1x+…+ap-1xp-1,g(x)=b0+b1x+…+bp-1xp-1.
假如f(x)诱导的一元多项式函数f 与g(x)诱导的一元多项式函数g 相等,则f(i)=
g(i),i=0,1,2,…,p-1。令h(x)=f(x)-g(x),则degh(x)曑p-1。如果h(x)曎0,那
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么h(x)在Zp 中的根至多有p-1个。现在h(i)=f(i)-g(i)=0,i=0,1,…,p-1,这表

明h(x)在Zp 中的根有p 个。因此h(x)=0。从而f(x)=g(x)。这证明了W 中不相等的

多项式诱导的多项式函数也不相等。因此Zp 上次数小于p 的一元多项式函数组成的集合

S1 的元素个数等于|W|=pp。由于S1 是S的子集,且|S1|=pp=|S|,因此S1=S。这证

明了Zp 上的一元函数可以唯一地表示成Zp 上的一元多项式函数,从而Zp 上的一元函数

都是Zp 上的一元多项式函数。 曵
点评暋例17表明Zp 上的一元函数只有多项式函数,而实数域上的一元函数有多项式

函数、指数函数、正弦函数、余弦函数等。这开拓了读者的视野。同时Zp 上的一元函数都

是多项式函数这个结论在信息时代有重要应用。例17第(2)小题的证明体现了数学思维

方式的严谨性:证明了Zp 上次数小于p 的两个多项式f(x)与g(x)如果不相等,那么它们

诱导的一元多项式函数f与g 也不相等。从而Zp 上次数小于p 的一元多项式组成的集合

W 与它们诱导的一元多项式函数组成的集合S1 的元素个数相等。于是|S1|=|W|=pp。
例18暋令F=K(x),其中K 是数域,F[y]中的非零多项式

gx(y)=bn(x)yn +…+b1(x)y+b0(x), (62)
其中bi(x)暿K[x],i=0,1,…,n。如果(bn(x),…,b1(x),b0(x))=1,那么称gx(y)是F 上

的一个本原多项式。证明:F 上的任意一个非零多项式fx(y)都与F 上的一个本原多项式

相伴。
证明暋设

fx(y)=qn(x)
pn(x)y

n +…+q1(x)
p1(x)y+q0(x)

p0(x),

其中qn(x)
pn(x),…,q0(x)

p0(x)不全为0,令

m(x)= [pn(x),…,p1(x),p0(x)],
则 m(x)=hi(x)pi(x),hi(x)暿K[x],i=0,1,…,n.
于是

fx(y)= 1
m(x)[qn(x)hn(x)yn +…+q1(x)h1(x)y+q0(x)h0(x)].

令

d(x)= (qn(x)hn(x),…,q1(x)h1(x),q0(x)h0(x)).
则 qi(x)hi(x)=bi(x)d(x),i=0,1,…,n.
于是

fx(y)=d(x)
m(x)[bn(x)yn +…+b1(x)y+b0(x)].
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记gx(y)=bn(x)yn + … +b1(x)y+b0(x),则gx (y)是 F 上的一个本原多项式,且

fx(y)~gx(y)。 曵
例19暋令F=K(x),其中K 是数域,证明:F 上的两个本原多项式gx(y)与hx(y)在

F[y]中相伴当且仅当gx(y)=chx(y),其中c暿K* 。
证明暋设gx(y)与hx(y)是F 上的两个本原多项式。

必要性。设gx(y)与hx(y)在F[y]中相伴,则存在F中的非零元q(x)
p(x),使得gx(y)=

q(x)
p(x)hx(y),其中q(x)与p(x)互素。假如q(x)

p(x)不是K中的非零数,则q(x)与p(x)中至少

有一个不是K 中的非零数。不妨设p(x)不是 K 中的非零数,则p(x)的次数大于0。设

gx(y)= 暺
n

i=0
bi(x)yi,hx(y)= 暺

n

i=0
ci(x)yi,其中bi(x),ci(x)暿K[x],i=0,1,…,n。由于

p(x)gx(y)=q(x)hx(y),因此通过比较yi 的系数得

p(x)bi(x)=q(x)ci(x). (63)
于是p(x)q(x)ci(x)。由于(p(x),q(x))=1,因此

p(x)ci(x),i=0,1,…,n. (64)

于是(c0(x),c1(x),…,cn(x))曎1,这与hx(y)是F 上的本原多项式矛盾。因此q(x)
p(x)=c,

其中c暿K* ,从而gx(y)=chx(y)。
充分性是显然的。 曵
例20暋设F=K(x),其中K 是数域。证明:F上两个本原多项式的乘积还是本原多项式。
证明暋设

fx(y)=an(x)yn +…+a1(x)y+a0(x), (65)

gx(y)=bm(x)ym +…+b1(x)y+b0(x) (66)
是F 上的两个本原多项式,令

hx(y)=fx(y)gx(y)=cn+m(x)yn+m +…+c1(x)y+c0(x). (67)

其中 cs(x)= 暺
i+j=s

ai(x)bj(x),s=0,1,…,n+m.

假如hx(y)不是F 上的本原多项式,则存在K[x]中的一个不可约多项式p(x),使得

p(x)|cs(x),s=0,1,…,n+m。因为fx(y)是F 上本原的,所以p(x)不能同时整除fx(y)
的每一项系数。于是存在k(0曑k曑n)满足

p(x)a0(x),…,p(x)ak-1(x),p(x)灨ak(x). (68)
同理,存在l(0曑l曑m)满足
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p(x)b0(x),…,p(x)bl-1(x),p(x)灨bl(x). (69)

暋暋考虑hx(y)的k+l次项的系数:

ck+l(x)=ak+l(x)b0(x)+ak+l-1(x)b1(x)+…+ak+1(x)bl-1(x)

+ak(x)bl(x)+ak-1(x)bl+1(x)+…+a0(x)bk+l(x). (70)
由(68)、(69)、(70)式得p(x)灨ck+l(x),矛盾。因此hx(y)是F 上的本原多项式。 曵

例21暋设F=K(x),其中 K 是数域,证明:F 上的一个次数大于0的本原多项式

gx(y)在F 上可约当且仅当gx(y)可以分解成两个次数较低的F 上的本原多项式的乘积。
证明暋充分性是显然的,下面证必要性。
设F 上的本原多项式gx(y)在F 上可约,则存在px(y),qx(y)暿F[y],使得

gx(y)=px(y)qx(y),degpx(y)<deggx(y),degqx(y)<deggx(y).

设px(y)=u1(x)
u2(x)

煄px(y),qx(y)=v1(x)
v2(x)

焿qx(y),其中煄px(y),焿qx(y)是F 上的本原多项式,

u1(x)
u2(x),

v1(x)
v2(x)是F 中的非零元,则

gx(y)=u1(x)
u2(x)

v1(x)
v2(x)

煄px(y)焿qx(y). (71)

(71)式表明gx(y)与煄px(y)焿qx(y)在F[y]中相伴,根据例20得,煄px(y)焿qx(y)仍是F 上的本

原多项式;根据例19得,存在c暿K* 使得gx(y)=c煄px(y)焿qx(y)。由于

deg煄px(y)=degpx(y)<deggx(y),deg焿qx(y)=degqx(y)<deggx(y),
因此gx(y)分解成了两个次数较低的F 上的本原多项式c煄px(y)与焿qx(y)的乘积。 曵

例22暋设F=K(x),其中K 是数域。证明:F[y]中的次数大于0且系数属于K[x]的
多项式fx(y)在F 上可约当且仅当fx(y)可以分解成两个次数较低的系数属于K[x]的多

项式的乘积。
证明暋必要性。设fx(y)=c(x)gx(y),其中gx(y)是F 上的本原多项式,c(x)暿

K[x],且c(x)曎0。由于fx(y)在F 上可约,因此gx(y)也在F 上可约,根据例21得,

gx(y)=px(y)qx(y),degpx(y)<deggx(y),degqx(y)<deggx(y),
其中px(y),qx(y)是F 上的两个本原多项式。从而

fx(y)= [c(x)px(y)]qx(y).
这表明fx(y)分解成了两个次数较低的系数属于K[x]的多项式c(x)px(y)与qx(y)的乘积。

充分性是显然的。 曵
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暋暋例23暋设F=K(x),其中K 是数域,设

fx(y)=an(x)yn +…+a1(x)y+a0(x)
是F[y]中一个次数n大于0的系数属于K[x]的多项式。证明:如果存在K 上一个不可

约多项式p(x),使得

p(x)灨an(x),p(x)旤ai(x),i=0,1,…,n-1;p2(x)灨a0(x),
那么fx(y)在F[y]中是不可约的。

证明暋假如fx(y)在F 上可约,则根据例22得

fx(y)= [bm(x)ym +…+b1(x)y+b0(x)][cl(x)yl+…+c1(x)y+c0(x)],(72)
其中bi(x),cj(x)暿K[x],i=0,1,…,m;j=0,1,…,l,bm(x)曎0,cl(x)曎0。m<n,l<n,
且m+l=n。分别比较(72)式两边y的多项式的首项系数和常数项得

an(x)=bm(x)cl(x),a0(x)=b0(x)c0(x). (73)

已知不可约多项式p(x)|a0(x),因此p(x)|b0(x)或p(x)|c0(x)。又因为p2(x)灨a0(x),
所以p(x)不能同时整除b0(x)和c0(x)。不妨设p(x)|b0(x),但是p(x)灨c0(x)。由于

p(x)灨an(x),因此p(x)灨bm(x)。假设b0(x),b1(x),…,bm(x)中第一个不能被p(x)整除

的是bk(x),即

p(x)旤b0(x),…,p(x)旤bk-1(x),p(x)灨bk(x),0<k曑m. (74)

比较(72)式两边yk 的系数,得

ak(x)=bk(x)c0(x)+bk-1(x)c1(x)+…+b0(x)ck(x). (75)
因为k曑m<n,所以p(x)|ak(x)。于是从(74)、(75)式得

p(x)旤bk(x)c0(x). (76)
由此推出p(x)|bk(x)或p(x)|c0(x),矛盾。因此fx(y)在F 上不可约。 曵

例24暋设F=K(x),其中K 是数域,证明:在F[y]中存在任意次数的不可约多项式。
证明暋对任意的正整数n,设

fx(y)=yn +x. (77)

x是K 上的不可约多项式,x符合例23的3个条件,因此yn+x在F 上不可约。 曵
例25暋设F=K(x),其中K 是数域,设fx(y)是F[y]中次数n大于0的本原多项式。证

明:fx(y)在F[y]中不可约当且仅当把fx(y)看成K 上二元多项式时在K[x,y]中不可约。
证明暋必要性。设fx(y)在F[y]中不可约。假如把fx(y)看成K 上二元多项式时在

K[x,y]中可约,那么在K[x,y]中fx(y)可以分解成

fx(y)=g(x,y)h(x,y),degg(x,y)<degfx(y),degh(x,y)<degfx(y).(78)
于是g(x,y)和h(x,y)都不是K 中的非零数。把它们按照y的降幂排列写出,设g(x,y)
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中y的最高次幂为m,h(x,y)中y的最高次幂为l,则m+l=n。假如m 或l中有一个为

0,譬如m=0,则g(x,y)=b0(x)。于是

fx(y)=b0(x)h(x,y).
由于b0(x)不是K 中的非零数,因此b0(x)的次数大于0。于是fx(y)的各项系数的首一最

大公因式不等于1,这与fx(y)是F[y]中的本原多项式矛盾。所以m曎0。同理,l曎0,于
是m<n且l<n。这表明在F[y]中fx(y)能分解成两个次数较低的多项式g(x,y)与

h(x,y)的乘积。这与fx(y)在F[y]中不可约矛盾。因此,把fx(y)看成K 上的二元多项

式时在K[x,y]中不可约。
充分性。设把fx(y)看成K 上二元多项式时在K[x,y]中不可约。假如fx(y)在F

[y]中可约,则在F[y]中fx(y)可分解成

fx(y)=gx(y)hx(y),deggx(y)<degfx(y),deghx(y)<degfx(y), (79)
其中gx(y),hx(y)都是系数属于K[x]的多项式。记deggx(y)=m,deghx(y)=l,由(79)
式得,n=m+l。由于m<n,且l<n,因此 m>0且l>0。把fx(y),gx(y),hx(y)看成

K[x,y]中的多项式,则由(79)式得,

degfx(y)=deggx(y)+deghx(y). (80)
由于在K[x,y]中,deggx(y)曒m>0,deghx(y)曒l>0,因此在K[x,y]中,deggx(y)<
degfx(y),deghx(y)<degfx(y)。这表明在K[x,y]中,fx(y)分解成了两个次数较低的

多项式的乘积,于是fx(y)在K[x,y]中可约,矛盾。因此fx(y)在F[y]中不可约。 曵
例26暋设K 是任一数域。证明:在K[x,y]中存在任意次数的不可约多项式。
证明暋对于任一正整数n,设f(x,y)=yn+x。令F=K(x)。在例24中已证yn+x

在F[y]中不可约。显然yn+x是F[y]中的本原多项式。于是据例25的必要性得,yn+x
在K[x,y]中不可约。 曵

点评暋例26的结论表明,在数域K 上的二元多项式环K[x,y]中存在任意次数的不

可约多项式,即使K 取复数域时也是这样。而复数域上的一元多项式环K[x]中,不可约

多项式全都是一次多项式。这显示了二元多项式环与一元多项式环有明显的不同。证明

任一数域K 上的二元多项式环K[x,y]中有任意次数的不可约多项式,即使猜测到了对任

意正整数n有yn+x在K[x,y]中不可约,如果想直接证明它是相当麻烦的。我们另辟蹊

径:首先把f(x,y)按y的降幂排列写出,把f(x,y)看成系数属于K[x]的y的多项式,这
一步是容易想到的。其次我们把系数所取的范围从K[x]扩大到一元有理函数域 K(x),
把K(x)记作F;考虑域F 上的一元多项式环F[y],然后类比有理数域上的一元多项式环

Q[x],在F[y]中引进本原多项式的概念,证明了类似于 Eisenstein判别法的结果(即例

·461· 第7章暋一元和n元多项式环



23),从而很容易地证明了yn+x在F[y]中不可约。最后我们证明对于F[y]中的次数大

于0的本原多项式fx(y)而言,fx(y)在F[y]中不可约与把fx(y)看成K 上的二元多项式

在K[x,y]中不可约是等价的,从而本原多项式yn+x在K[x,y]中不可约。
从例18~例26,我们看到了有趣的类比关系:
(1)数域K 上的一元多项式环K[x]类比于整数环Z;
(2)K[x]中的不可约多项式类比于Z中的素数;
(3)系数属于K[x]的y的多项式环类比于Z[x];
(4)一元分式域F=K(x)上的一元多项式环F[y]类比于Q[x];
(5)F[y]中的不可约多项式类比于Q[x]中的不可约多项式;
(6)K[x,y]中的不可约多项式类比于Z[x]中的不可约多项式。
例27暋给出7.9节典型例题中例6的另一种证法。即证明复数域上的二元二次多项

式f(x,y)=x2-2xy+y2+y是不可约的。
证明暋令F=C(y),把f(x,y)按照x的降幂排列写出:f(x,y)=x2-2yx+(y2+y),取

y,显然y是C[y]中的不可约多项式,且

y旤(y2+y),y旤(-2y),y灨1,y2灨(y2+y).
于是根据例23得,f(x,y)在F[x]中不可约。由于f(x,y)是F[x]中的本原多项式,因此

f(x,y)在C[x,y]中不可约。 曵
例28暋设F=K(x),其中K 是数域。设

fx(y)=an(x)yn +…+a1(x)y+a0(x),
其中ai(x)暿K[x],i=0,1,…,n,且an(x)曎0,n>0。令

煄fx(y)=fx(y+b(x)),
其中b(x)暿K[x]。证明:如果煄fx(y)在F[y]中不可约,那么fx(y)也在F[y]中不可约。

证明暋假如fx(y)在F[y]中可约,则

fx(y)=gx(y)hx(y),deggx(y)<degfx(y),deghx(y)<degfx(y), (81)
其中gx(y),hx(y)的系数都属于K[x],y用y+b(x)代入,由(81)式得

fx(y+b(x))=gx(y+b(x))hx(y+b(x)). (82)
显然degfx(y+b(x))=degfx(y),deggx(y+b(x))=deggx(y),deghx(y+b(x))=
deghx(y),因此(82)式表明焿fx(y)在F[y]中可约,矛盾。所以fx(y)在F[y]中不可约。 曵

点评暋例28的结论使得有些fx(y)虽然不能直接用例23的结论判定它是否不可约,
但可以通过把y 用y+b(x)(适当选取b(x)暿K[x])代入,再用例 23 的结论证明

fx(y+b(x))在F[y]中不可约,从而fx(y)在F[y]中不可约。
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例29暋判断R[x,y]中的多项式f(x,y)=x2-2xy+y2-2x-4y+3是否不可约。
解暋令F=R(x)。把f(x,y)按照y的降幂排列写出:

f(x,y)=y2-2(x+2)y+(x2-2x+3)

y用y+x+2代入,得

f(x,y+x+2)= (y+x+2)2-2(x+2)(y+x+2)+(x2-2x+3)

=y2+2(x+2)y+(x+2)2-2(x+2)y-2(x+2)2+x2-2x+3

=y2-(6x+1).
取6x+1,它是R[x]中的不可约多项式,且满足例23的条件,因此f(x,y+x+2)在F[y]
中不可约,从而f(x,y)在F[y]中不可约。显然f(x,y)是F[y]中的本原多项式,因此

f(x,y)在R[x,y]中不可约。
点评暋例29中y用y+x+2代入,怎么想到取b(x)=x+2呢? 先把y用y+b(x)代

入,计算f(x,y+b(x));然后为了容易满足例23的条件,让y的系数为0,从而知道应当取

b(x)=x+2。
例30暋有一个连的士兵,三三数余2,五五数余1,七七数余4。问:这个连的士兵有多

少人?
解暋设这个连的士兵有x人,则由已知条件得

x曉2暋暋(mod3),

x曉1暋暋(mod5),

x曉4暋暋(mod7)

ì

î

í

ïï

ïï
.

(83)

暋暋对于3和5暳7=35作辗转相除法:

35=11暳3+2,暋暋3=1暳2+1.
于是 1=3-1暳2=3-1暳(35-11暳3)=(-1)暳35+12暳3.

对于5和3暳7=21作辗转相除法:

21=4暳5+1.
于是 1=21-4暳5=1暳21+(-4)暳5.

对于7和3暳5=15作辗转相除法:

15=2暳7+1.
于是 1=15-2暳7=1暳15+(-2)暳7.

令

c=2暳(-1)暳35+1暳1暳21+4暳1暳15=11.
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因此同余方程组(83)的全部解是

11+(3暳5暳7)k,k暿Z.
一个连的士兵大约是一百多人,因此取k=1,得116。即这个连的士兵有116人。

例31暋设m1、m2 是互素的正整数,b是任一整数。证明:

a曉b暋暋(modm1)

a曉b暋暋(modm2
{ )

当且仅当暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋a曉b暋暋(modm1m2).
证明暋必要性。由已知条件得,a是同余方程组

x曉b暋暋(modm1)

x曉b暋暋(modm2
{ )

(84)

的一个 解,显 然 b 也 是 同 余 方 程 组 (84)的 一 个 解,因 此 根 据 中 国 剩 余 定 理 得,a
曉b暋(modm1m2)。

充分性是显然的。 曵
例32暋在Z91中,求1的平方根。

解暋91=7暳13。由于7和13是素数,因此Z7,Z13都是域。从而在Z7(或Z13)中,1的

平方根有且只有两个:1,-1。在Z91中,设a是1的平方根,则

a2 =1暋 炡暋a2 =1暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋
炡暋a2 曉1暋暋(mod91)

炡暋
a2 曉1暋暋(mod7)

a2 曉1暋暋(mod13{ )

炡暋
a曉暲1暋暋(mod7)

a曉暲1暋暋(mod13{ )

炡暋
a曉1暋暋(mod7)

a曉1暋暋(mod13{ )暋
或 暋

a曉1暋暋暋(mod7)

a曉-1暋暋 (mod13{ )

炡暋
a曉-1暋暋(mod7)

a曉1暋暋(mod13{ )暋 或 暋
a曉-1暋暋(mod7)

a曉-1暋暋(mod13){ .
由于13=1暳7+6,7=1暳6+1,因此

1=7-1暳6=7-1暳(13-1暳7)= (-1)暳13+2暳7.
于是

a=暲1暳(-1)暳13暲1暳2暳7+91k
=熀13暲14+91k
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从而a=1或-27或27或-1,即在Z91中,1的平方根有且只有下列4个:

1,暋64,暋27,暋90.
也就是暲1,暲27。

点评暋在公开密钥密码学中,选取两个大的素数p和q,它们不相等,令n=pq,需要在

Zn 中考虑一个元素a有没有平方根,如果有,要把它的全部平方根求出来。运用例31的结

论,类似于例32的方法可以做这件事情。

习题7.12

1.验证K(x)中加法、乘法分别满足交换律和结合律,还满足乘法对于加法的分配律。

2.在R(x)中把下述真分式表示成部分分式的和:

x3+x-1
x4-3x3+4x2-3x+1.

暋暋3.下列模m 剩余类环中,哪些是域? 哪些不是域? 写出其中的可逆元,并且求出每个

可逆元的逆元:

Z5,Z10,Z12,Z17.
暋暋4.令

F=
a b
-

æ

è
ç

ö

ø
÷{ b a
a,b暿 }R .

证明:F 对于矩阵的加法与乘法成为一个域,并且域F 与复数域同构。

5.求小于7的自然数x,使得x曉20077暋(mod7)。

6.设f(x)=x5-x2+1暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。

7.设f(x)=x4-5x+1暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。

8.设f(x)=11x3+4x2+10x+34暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。

9.设f(x)=x4+3x3+3x2-5暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。

10.Z3[x]中,f(x)=2x5-x4+2x2+x-2,求一个次数小于3的多项式g(x),使
得f=g。

11.设F=K(x),其中K 是数域,设fx(y)是F[y]中次数n大于0且系数属于K[x]

的多项式。证明:如果把fx(y)看成K 上二元多项式时在K[x,y]中不可约,那么fx(y)在

F[y]中不可约。

12.第11题的逆命题成立吗? 即如果fx(y)在F[y]中不可约,那么把fx(y)看成K
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上二元多项式时在K[x,y]中一定不可约吗?

13.设K 是数域,判断f(x,y)=x2+xy+y3-y在K[x,y]中是否不可约。

14.判断f(x,y)=y2-x3+x-1在R[x,y]中是否不可约。

15.判断f(x,y)=x2-4xy+2y2-6x+8y-5在R[x,y]中是否不可约。

16.有一个连的士兵,三三数余1,五五数余2,七七数余1。问:这个连的士兵有多少人?

17.在Z143中,分别求1的平方根和3的平方根。

18.在Z143中,2的平方根存在吗?

19.设f(x)=x5+20x+16暿Z[x],判断f(x)在Q上是否不可约。

20.证明对于 M昳bius函数毺(n)有

暺
d旤n

毺(d)=
1,当n=1;

0,当n>1{ .
21.证明 M昳bius反演定理:设f(n)和g(n)是N* 到Z的两个函数,则

g(n)= 暺
d旤n

f(d)炡f(n)= 暺
d旤n

毺(d)g(n
d

).

22.分别求q元有限域F 上的二次和三次首一不可约多项式的个数。

23.分别求Z2 和Z3 上的二次和三次首一不可约多项式的个数。

补 充 题 七

1.设F 是一个域,证明:在域F 上的一元多项式环F[x]中,有带余除法。

2.设F 是一个域,证明:在F[x]中整除关系具有反身性和传递性。

3.设F 是一个域,证明:在F[x]中如果g(x)|fi(x),i=1,2,…,s,那么对于任意

ui(x)暿F[x],i=1,2,…,s,都有

g(x)旤u1(x)f1(x)+u2(x)f2(x)+…+us(x)fs(x).
暋暋4.设F 是一个域,证明:在F[x]中,f(x)与g(x)相伴的充分必要条件是存在F 中的

非零元c使得f(x)=cg(x)。

5.设F 是一个域,证明:在F[x]中,对于任意两个多项式f(x)与g(x),存在它们的一

个最大公因式d(x),并且d(x)可以表示成f(x)与g(x)的倍式和,即F[x]中有多项式

u(x),v(x),使得

u(x)f(x)+v(x)g(x)=d(x).
暋暋6.设F 是一个域,证明:在F[x]中,两个多项式f(x)与g(x)互素的充分必要条件是
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在F[x]中存在多项式u(x),v(x),使得

u(x)f(x)+v(x)g(x)=1.
暋暋7.设F 是一个域,证明:在F[x]中如果f(x)|g(x)h(x),且(f(x),g(x))=1,那么

f(x)|h(x)。

8.设F 是一个域,证明:在F[x]中,如果

f(x)旤h(x),g(x)旤h(x),(f(x),g(x))=1,
那么f(x)g(x)|h(x)。

9.设F 是一个域,证明:在F[x]中,如果

(f(x),h(x))=1,(g(x),h(x))=1,
那么(f(x)g(x),h(x))=1。

10.设F 是一个域,F[x]中一个次数大于0的多项式p(x)如果在F[x]中的因式只有

零次多项式和p(x)的相伴元,那么称p(x)在F 上是不可约的;否则称它为可约的。证明

下列命题等价:
(1)p(x)在F 上是不可约的;
(2)p(x)与F[x]中任一多项式f(x)的关系只有两种可能:p(x)|f(x),或(p(x),

f(x))=1;
(3)在F[x]中如果p(x)|f(x)g(x),那么p(x)|f(x)或者p(x)|g(x);
(4)p(x)在F[x]中不能分解成两个次数较p(x)的次数低的多项式的乘积。

11.设F 是一个域,证明:在F[x]中有唯一因式分解定理。

12.设F是一个域,L也是一个域,且L灺F。证明:对于F[x]中两个多项式f(x)与g(x),有
(1)在F[x]中g(x)|f(x)当且仅当在L[x]中g(x)|f(x);
(2)f(x)和g(x)在F[x]中的首项系数为1的最大公因式与它们在L[x]中的首项系

数为1的最大公因式相等;
(3)f(x)与g(x)在F[x]中互素当且仅当f(x)与g(x)在L[x]中互素。
即整除性,首一最大公因式和互素性不随域的扩大而改变。

13.设F 是一个域,f(x)是F[x]中的n次多项式:

f(x)=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0.
证明:(1)如果charF灨n,那么f曚(x)是n-1次多项式;

(2)如果charF|n,那么f曚(x)的次数小于n-1。

14.设F 是一个域,不可约多项式p(x)是f(x)的一个k重因式(k曒1)。证明:
(1)如果charF=0,那么p(x)是f曚(x)的k-1重因式,特别地,f(x)的单因式不是
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f曚(x)的因式;
(2)如果charF曎0,那么p(x)是f曚(x)的至少k-1重因式。其中当charF灨k且p曚(x)曎0

时,p(x)是f曚(x)的k-1重因式;当charF|k或p曚(x)=0时,p(x)是f曚(x)的至少k重因式。

15.设F 是一个域,证明:在F[x]中,一个次数大于0的多项式f(x)如果满足

(f(x),f曚(x))=1,
那么f(x)没有重因式。

16.设F 是特征为0的域,证明:在F[x]中一个次数大于0的多项式f(x)如果没有重

因式,那么

(f(x),f曚(x))=1.
暋暋17.设F 是特征不等于0的域,证明:在F[x]中一个次数大于0的多项式f(x)如果没

有重因式,那么(f(x),f曚(x))=1或者f(x)有一个单因式p(x)使得p曚(x)=0。

18.设域F 的特征为素数p,举一个例子说明:在F[x]中次数大于0的多项式f(x)没
有重因式,但是f(x)与f曚(x)不互素。

19.设F 是一个域,证明:在F[x]中,用一次多项式x-a去除f(x),所得的余式是F
中一个元素f(a)。

20.设F 是一个域,f(x)暿F[x]。证明:在F[x]中x-a整除f(x)当且仅当a是

f(x)在F 中的根。

21.设F 是一个域,证明:F[x]中的n(n曒0)次多项式f(x)在F 中至多有n 个根(重
根按重数计算)。

22.设L是一个域,证明:在7.12节的典型例题中把数域K 换成域L 后,例18~例26
的结论仍然成立。

23.设F 是一个域,证明:F 上的n 元多项式环F[x1,x2,…,xn]是无零因子环,从而消

去律成立。

24.设F 是一个域,证明:在F[x1,x2,…,xn]中,有

degfg =degf+degg.
暋暋25.设F 是一个域,证明:F[x1,x2,…,xn]也有通用性质,即设R 是一个有单位元的

交换环,且R 可以看成F 的一个扩环(即F 与R 的一个子环R1 同构,且R 的单位元是R1

的单位元),则不定元x1,x2,…,xn 可以用R 中的任意n 个元素t1,t2,…,tn 代入,并且这种

代入保持加法运算和乘法运算。

26.设F 是一个域,F[x1,x2,…,xn]中每一个n元多项式f(x1,x2,…,xn)诱导了Fn

到F 的一个映射f:
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f暶F 曻n F
(c1,c2,…,cn) f(c1,c2,…,cn).

称f是域F 上的n 元多项式函数。举例说明,Zp 上的两个n 元多项式不相等,但是它们诱

导的n元多项式函数相等。

27.设p是素数,在Zp[x1,x2,…,xn]中,用S表示由每个单项式中每个不定元的次数

小于p的多项式组成的集合。证明:如果h(x1,x2,…,xn)是S中的非零多项式,那么它诱

导的n元多项式函数h 不是零函数。

28.证明:Z2 上的每一个n元函数(即Zn
2 到Z2 的一个映射)都是Z2 上的n元多项式

函数,且Z2 上的每一个n元函数都可以唯一地表示成Z2 上每个变量的次数都小于2的n
元多项式函数。

29.设 F 是 一 个 域,在 F [x1,x2,…,xn ]中 与 数 域 K 上 的 n 元 多 项 式 环

K[x1,x2,…,xn]一样,有整除的概念,因式和倍式的概念,相伴的概念,最大公因式的概

念,不可约多项式的概念。证明:在F[x1,x2,…,xn]中,一个次数大于0的多项式p(x1,

x2,…,xn)不可约当且仅当它不能分解成两个次数较低的多项式的乘积。

30.设F 是一个域,证明:在F[x1,x2,…,xn]中有唯一因式分解定理。

31.设F 是一个域,仿照7.12节数域K 上一元分式域的构造方法,可以构造出域F

上的一元分式域,记作F(x),它的元素记作f(x)
g(x),其中f(x),g(x)暿F[x],且g(x)曎0。

证明:如果charF=p(p是素数),那么F(x)是一个特征为p的无限域。

32.设F 是一个域,类似于F 上一元分式域的构造方法可构造出域F 上的n 元分式

域,记作 F(x1,x2,…,xn),它 的 元 素 记 作f(x1,x2,…,xn)
g(x1,x2,…,xn)

,其 中 f(x1,x2,…,xn),

g(x1,x2,…,xn)暿F[x1,x2,…,xn],且g(x1,x2,…,xn)曎0。证明:如果charF=p(p 是

素数),那么F(x1,x2,…,xn)是一个特征为p的无限域。

33.设K 是一个数域,L=K(x1,…,xn-2),F=L(xn-1),设f(x1,…,xn-1,y)=ym+
x1x2…xn-1,其中m 是任一正整数,证明:f(x1,…,xn-1,y)在F[y]中不可约。

34.设K 是一个数域,证明:在K[x1,x2,…,xn-1,xn]中存在任意次数的不可约多项式。
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