
很多工程问题都可以通过数学建模转化成线性方程组，而矩阵是描述和求解线性方程

组最基本和最常用的数学工具。本章将介绍矩阵的基本数学运算和重要性质。

1.1 代数与矩阵的基本概念

1.1.1 代数基本概念

群、环、域是代数的基本概念，但限于篇幅，不予赘述。这里主要介绍线性空间和线性

映射 (线性变换)。

在抽象代数中，域是一种可进行加、减、乘、除四则运算的代数结构。域的概念是数域

及四则运算的推广。

首先，引入几个基本符号：P 代表数域，R 代表实数域，C 表示复数域，Z 为整数域。
一个 m 维列向量定义为

x =




x1

x2
...

xm




(1.1.1)

若其元素 xi 取实数，即 xi ∈ R，则称其为 m 维实 (数) 向量，并记作 x ∈ Rm×1，或者简记

为 x ∈ Rm。类似地，若 xi ∈ C，则称其为 m 维复向量，并记作 x ∈ Cm。

一个 m 维行向量定义为 x = [x1, x2, · · · , xm]，记作 x ∈ R1×m 或 x ∈ C1×m。为了书写

的方便，常将一个 m 维列向量写成 m 维行向量的转置形式，即 x = [x1, x2, · · · , xm]T。

一个 m× n 矩阵定义为

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn




= [aij ]
m,n
i=1,j=1 (1.1.2)

若其元素 aij ∈ R，则称其为 m× n 实矩阵，用符号表示为 A ∈ Rm×n。类似地，A ∈ Cm×n

表示 A 是一个 m× n 复矩阵。
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m × n 矩阵可以利用其列向量 aj = [a1j , a2j , · · · , amj ]
T(j = 1, 2, · · · , n) 表示为 A =

[a1,a2, · · · ,an]。

定义 1.1.1 线性空间是指在一个集合 S 上定义了加法 (且对加法是交换群) 和数乘运

算，且数乘满足下列线性规则，即 ∀α, β ∈ P, ∀x, y ∈ S，均有

α(x + y) = αx + αy

(α + β)x = αx + βx

α(βx) = (αβ)x

例 1.1.1 Rn 是线性空间，其中“加法”运算定义为

a + b = [a1 + b1, a2 + b2, · · · , an + bn]T

数乘运算为
λa = [λa1, λa2, · · · , λan]T

其中 a = [a1, a2, · · · , an]T 和 b = [b1, b2, · · · , bn]T。

函数有定义域 (domain) 与值域 (range)。定义域是函数自变量所有可取值的集合；值域

则是由定义域中一切元素所能产生的所有函数值的集合。

一个 m × n 矩阵 A ∈ Cm×n 所对应的线性变换 x = Ay(y ∈ Cn) 的值域定义为

Range(A) = {x|x = Ay, y ∈ Cn}，而零空间 (null space) 则是矩阵方程 Av = 0 的所有解向

量 v 的集合，也称为 A 的核或核空间，常用数学符号表示为 Null(A) = {v ∈ V : Av = 0}。
值域 Range(A) 也写作 Span(A)，或者简记为 R(A)。

例 1.1.2 给定A ∈ Cm×n (m×n复系数矩阵)，则该矩阵的值域 R(A) = {x|x = Ay,y ∈
Cn} 和零空间 N(A) = {x|Ax = 0} 都是线性空间，但 R(A) ⊂ Cm，而 N(A) ⊂ Cn。

例 1.1.3 次数 6 n的复系数多项式的全体 Cn[λ] = {a|a = anλn+· · ·+a1λ+a0, ai ∈ C}
是线性空间；但次数 = n 的复系数多项式的集合不是线性空间。

思考：最小的线性空间是什么？

S 和 Q 同为线性空间，且 Q ⊂ S, 则称 Q 为 S 的 线性子空间。

例 1.1.4 A ∈ Cm×n，则 R(A) 是 Cm 的子空间，而 N(A) 是 Cn 的子空间。

S 是线性空间，元素组 {x1, x2, · · · , xm} ⊂ S 是线性相关的，系指存在不全为零的系数

ai ∈ P，使
m∑

i=1

aixi = 0。反之，称 {x1, x2, · · · , xm} 是线性无关的。当 {x1, x2, · · · , xm} 线性

无关时，
m∑

i=1

aixi = 0 ⇒ ai = 0, i = 1, 2, · · · ,m。

若在线性空间 S 中存在 n 个向量线性无关，而任何 n + 1 个向量均线性相关，则称 S

的维数为 n，记为 dim(S) = n。

S 是域 P 上的线性空间，元素组 {x1, x2, · · · , xn} 称为 S 的一组基，是指：

① {x1, x2, · · · , xn} 线性无关；
② Span[x1, x2, · · · , xn] def=

{
n∑

i=1

aixi, ai ∈ P

}
= S。

注：若 ∀x ∈ S, x =
n∑

i=1

aixi，则坐标向量 a = [a1, a2, · · · , an]T 唯一。
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因为线性空间也是集合，因此可以定义交集和并集。线性空间之间还可以定义“和”运

算以及“直 (接) 和”运算。线性空间的交、并、和、直和四种运算的定义如下：

T ∩ V = { x| x ∈ T 且 x ∈ V }
T ∪ V = { x| x ∈ T 或 x ∈ V }
T + V = { x| x = y + z, y ∈ T, z ∈ V }
T ⊕ V 是指 T + V, 当 T ∩ V = {0}

思考：以上哪种集合还是线性空间？

映射 σ : S → T 称为线性映射 (线性算子)，是指它满足

σ(a + b) = σ(a) + σ(b)

σ(λa) = λσ(a)

1.1.2 矩阵与向量

科学和工程中的很多问题都可以通过数学建模转化成一个线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm





(1.1.3)

它使用 m 个方程描述 n 个未知量之间的线性关系。

线性方程组 (1.1.3) 的简洁表示形式为

Ax = b (1.1.4)

式中

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn




= [aij ]
m,n
i=1,j=1 (1.1.5)

为 m × n 矩阵，是一个按照长方阵列排列的实数或复数集合，其中 aij 表示矩阵 A 的第 i

行、第 j 列元素，简称第 (i, j) 个元素。

在工程问题的数学建模中，矩阵 A 往往是某个物理系统的符号表示。其中，A 代表一

线性系统，x和 b则分别表示该系统的输入激励 (不可观测)和输出响应 (可观测)。于是，矩

阵方程 Ax = b 的求解问题便可叙述为：根据已知的线性系统参数和输出观测值，求未知的

输入激励。

当 m = n 时，矩阵 A 称为正方矩阵 (square matrix)；若 m < n，则矩阵 A 形象地称为

宽矩阵 (broad matrix)；而当 m > n 时，便称矩阵 A 为高矩阵 (tall matrix)。

科学和工程中遇到的向量可分为以下 3 种 [59]：

(1) 物理向量 泛指既有幅值，又有方向的物理量，如速度、加速度、位移等。
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(2)几何向量 是物理向量的可视化表示，常用带方向的 (简称“有向”)线段表示。这种

有向线段称为几何向量。例如，v =
−−→
AB 表示一有向线段，其起点为 A，终点为 B。

(3) 代数向量 几何向量的代数形式表示。例如，若平面上的几何向量 v =
−−→
AB 的起

点坐标为 A = (a1, a2)，终点坐标为 B = (b1, b2)，则该几何向量可以用代数形式表示为

v =
[

b1 − a1

b2 − a2

]
。这种用代数形式表示的几何向量称为代数向量。

根据元素取值种类的不同，代数向量又可分为以下 3 种：

(1) 常数向量 向量的元素全部为实常数或者复常数，例如 a = [1, 5, 4]T 等。

(2) 函数向量 向量的元素包含了函数值，例如 x = [1, x2, · · · , xn]T 等。

(3) 随机向量 向量的元素为随机变量，如 x(n) = [x1(n), x2(n), · · · , xm(n)]T，其中

x1(n), x2(n), · · · , xm(n) 是 m 个随机过程或随机信号。

图 1.1.1 归纳了向量的分类。

向量





物理向量

代数向量





常数向量

函数向量

随机向量

几何向量

图 1.1.1 向量的分类

工程应用中遇到的往往是物理向量，几何向量是物理向量的可视化表示，而代数向量则

可看作是物理向量的运算化工具。

一个 n× n正方矩阵 A的主对角线是指从左上角到右下角沿 i = j, j = 1, 2, · · · , n相连

接的线段。与主对角线平行的对角线称为次对角线。位于主对角线上的元素称为 A 的对角

元素，它们是 aii, i = 1, 2, · · · , n。

主对角线以外元素全部为零的 n× n 矩阵称为对角矩阵，记作

D = diag(d11, d22, · · · , dnn) (1.1.6)

若对角矩阵主对角线元素全部等于 1，则称其为单位矩阵，用符号 In×n 示之。所有元素为

零的 m× n 矩阵称为零矩阵，记为 Om×n。

一个全部元素为零的向量称为零向量。为了书写的简洁，单位矩阵、零矩阵和零向量分

别表示为 I,O 和 0。

1.1.3 矩阵的基本运算

矩阵的基本运算包括矩阵的转置、共轭、共轭转置、加法、乘法和求逆。

1. 矩阵的转置

若 A = [aij ] 是一个 m× n 矩阵，则 A 的转置记作 AT，它是一个 n×m 矩阵，定义为
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AT =




a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

...

a1n a2n · · · amn




(1.1.7)

矩阵 A 的复数共轭 A∗ 仍然是一个 m× n 矩阵，定义为

A∗ =




a∗11 a∗12 · · · a∗1n

a∗21 a∗22 · · · a∗2n

...
...

...

a∗m1 a∗m2 · · · a∗mn




(1.1.8)

矩阵 A 的 (复) 共轭转置 AH 是一个 n×m 矩阵，定义为

AH =




a∗11 a∗21 · · · a∗m1

a∗12 a∗22 · · · a∗m2

...
...

...

a∗1n a∗2n · · · a∗mn




(1.1.9)

共轭转置又叫 Hermitian 转置或 Hermitian 共轭。

满足 AT = A 的正方实矩阵和 AH = A 的正方复矩阵分别称为对称矩阵和 Hermitian

矩阵 (复共轭对称矩阵)。共轭转置与转置之间存在关系

AH = (A∗)T = (AT)∗ (1.1.10)

2. 矩阵的加法与乘法

两个 m×n矩阵 A = [aij ]和 B = [bij ]之和记作 A + B，定义为 [A + B]ij = aij + bij。

矩阵的加法服从下面的运算法则：

(1) 加法交换律 A + B = B + A

(2) 加法结合律 (A + B) + C = A + (B + C)

矩阵的乘法分为以下三种：

矩阵与标量的乘法 m×n矩阵A = [aij ]与标量 α的乘积的元素定义为 [αA]ij = αaij。

矩阵与向量的乘法 m × n 矩阵 A = [aij ] 与 r × 1 向量 x = [x1, x2, · · · , xr]
T 的乘积

Ax 只有当 n = r 时才存在，它是一个 m× 1 向量，定义为

[Ax]i =
n∑

j=1

aijxj , i = 1, 2, · · · ,m

两个矩阵的乘法 m×n矩阵 A = [aij ]与 r×s矩阵 B = [bij ]的乘积 AB 只有当 n = r

时才存在，它是一个 m× s 矩阵，定义为

[AB]ij =
n∑

k=1

aikbkj , i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , s
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矩阵的乘积服从下面的运算法则：

(1) 乘法结合律 若 A ∈ Cm×n,B ∈ Cn×p,C ∈ Cp×q，则 A(BC) = (AB)C。

(2) 乘法左分配律 若 A 和 B 是两个 m × n 矩阵，且 C 是一个 n × p 矩阵，则

(A + B)C = AC + BC。

(3) 乘法右分配律 若 A 是一个 m × n 矩阵，并且 B 和 C 是两个 n × p 矩阵，则

A(B + C) = AB + AC。

(4) 若 α 是一个标量，并且 A 和 B 是两个 m× n 矩阵，则 α(A + B) = αA + αB。

注意，矩阵的乘法一般不满足交换律，即 AB 6= BA。

3. 矩阵的求逆

矩阵与向量的乘积 Ax = y 可视为向量 x 的线性变换。此时，矩阵 A 称为线性变换矩

阵。若 A 为 n× n 矩阵且向量 y 到 x 的线性逆变换 A−1 存在，则

x = A−1y (1.1.11)

这相当于原线性变换 Ax = y 两边左乘 A−1 得到的结果 A−1Ax = A−1y。因此，线性逆变

换 A−1 应该满足 A−1A = I 之关系。另一方面，x = A−1y 也应该是可逆的，即两边左乘 A

后得到的 Ax = AA−1y 应该与原线性变换 Ax = y 一致，故 A−1 还应该满足 AA−1 = I。

定义 1.1.2 令 A是一个 n× n矩阵。若 n× n矩阵 A−1 满足 AA−1 = A−1A = I，则

称矩阵 A 可逆，并称 A−1 是矩阵 A 的逆矩阵。

下面是共轭、转置、共轭转置和逆矩阵的性质。

(1) 矩阵的共轭、转置和共轭转置满足分配律

(A + B)∗ = A∗ + B∗, (A + B)T = AT + BT, (A + B)H = AH + BH

(2) 矩阵乘积的转置、共轭转置和逆矩阵满足关系式

(AB)T = BTAT, (AB)H = BHAH

(AB)−1 = B−1A−1 (A,B 为可逆的正方矩阵)

(3) 共轭、转置和共轭转置等符号均可与求逆符号交换，即有

A−∗ = (A∗)−1 = (A−1)∗, A−T = (AT)−1 = (A−1)T, A−H = (AH)−1 = (A−1)H

1.2 矩阵的初等变换

涉及矩阵行与行 (或者列与列) 之间的简单运算称为初等行变换或者初等列变换，二者

统称初等变换。在应用中，矩阵的初等运算往往可以解决一些重要问题。例如，只使用初等

行运算，就可以解决矩阵方程求解、矩阵求逆和矩阵基本空间的基向量构造等复杂问题。又

如，在矩阵的相似变换中，也需要使用矩阵的初等变换。
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1.2.1 初等行变换与阶梯型矩阵

定义 1.2.1 令矩阵A ∈ Cm×n的m个行向量分别为 r1, r2, · · · , rm。下列运算称为矩阵

A的初等行运算 (elementary row operation)或初等行变换 (elementary row transformation)：

(1) 互换矩阵的任意两行，如 rp ↔ rq，称为Ⅰ型初等行变换。

(2) 一行元素同乘一个非零常数 α，如 αrp → rp，称为Ⅱ型初等行变换。

(3) 将第 p 行元素同乘一个非零常数 β 后，加给第 q 行，即 βrp + rq → rq，称为 Ⅲ 型

初等行变换。

假设矩阵 Am×n 经过一系列初等行运算，变换成为矩阵 Bm×n，则称矩阵 A 和 B 为

行等价矩阵 (row equivalent matrix)。

一个非零行最左边的非零元素称为该行的首项元素 (leading entry)。如果首项元素等于

1，便称为首一元素 (leading 1 entry)。

从线性方程组的求解以及基本空间的基向量构造等实际应用出发，往往希望将一个矩

阵经过初等行运算之后，变换为阶梯型矩阵。

定义 1.2.2 一个 m× n 矩阵称为阶梯型 (echelon form) 矩阵，若下列条件都满足：

(1) 全部由零组成的所有行都位于矩阵的底部。

(2) 每一个非零行的首项元素总是出现在上一个非零行的首项元素的右边。

(3) 首项元素下面的同列元素全部为零。

例如，下面是阶梯型矩阵的两个例子：

A =




2 ∗ ∗
0 5 ∗
0 0 3

0 0 0




, A =




1 ∗ ∗
0 3 ∗
0 0 0

0 0 0




式中，∗ 表示该元素可以为任意值。
定义 1.2.3 [59] 阶梯型矩阵 A 称为行简约阶梯型 (row reduced echelon form, RREF)，

若 A 的每一非零行的首项元素等于 1 (即为首一元素)，并且每一个首一元素也是它所在列

唯一的非零元素。

行简约阶梯型也称行阶梯标准型或 Hermite 标准型。

给定一个 m× n 矩阵 B，下面的算法通过初等行变换将 B 化成行简约阶梯型矩阵。

算法 1.2.1 将 m× n 矩阵化成行简约阶梯型 [59]

步骤 1 将含有一个非零元素的列设定为最左边的第 1 列。

步骤 2 若需要，将第 1 行与其他行互换，使第 1 个非零列在第 1 行有一个非零元素。

步骤 3 如果第 1 行的首项元素为 a，则将该行的所有元素乘以 1/a，以使该行的首项

元素等于 1，成为首一元素。

步骤 4 通过初等行变换，将其他行位于第 1 行首一元素下面的全部元素变成 0。

步骤 5 对第 i = 2, 3, · · · ,m 行依次重复以上步骤，以使每一行的首一元素出现在上一

行的首一元素的右边，并使与第 i 行首一元素同列的其他各行元素都变为 0。
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定理 1.2.1 任何一个矩阵 Am×n 都与一个并且唯一的一个行简约阶梯型矩阵是行等

价的。

证明 参见文献 [63, Appendix A]。 ■

当矩阵的初等行变换产生一个行阶梯型矩阵时，如果将行阶梯型矩阵进一步简化为行

简约阶梯型，则相应的初等行变换将不会改变行阶梯型矩阵各非零行首项元素的位置。也就

是说，任何一个矩阵的行阶梯型的首项元素与行简约阶梯型的首一元素总是处于相同的位

置。由此可以引出下面的定义。

定义 1.2.4 [63,p.15] 矩阵 Am×n 的主元位置 (pivot position) 就是矩阵 A 中与其阶梯

型的首项元素相对应的位置。矩阵 A 中包含主元位置的每一列都称为 A 的主元列 (pivot

column)。

下面的例子说明如何通过初等行运算，将一个矩阵变换为行阶梯型和行简约阶梯型，以

及如何判断原矩阵的主元列。

例 1.2.1 已知 3× 5 矩阵

A =



−3 6 −1 1 −7

1 −2 2 3 −1

2 −4 5 8 −4




第 2 行乘 −2，加到第 3 行；并且第 2 行乘 3，加到第 1 行，则

A ∼




0 0 5 10 −10

1 −2 2 3 −1

0 0 1 2 −2




第 1 行乘 −2/5，加到第 2 行；同时第 1 行乘 −1/5，加到第 3 行，得

A ∼




0 0 5 10 −10

1 −2 0 −1 3

0 0 0 0 0




交换第 1 行和第 2 行，又得到

A ∼




1
¯

−2 0 −1 3

0 0 5
¯

10 −10

0 0 0 0 0


 (阶梯型)

下面画横杠的元素所在的位置称为主元位置。因此，矩阵 A 的主元列为第 1 列和第 3 列，

即有 

−3

1

2


 ,



−1

2

5


 (A的主元列)

进一步地，阶梯型矩阵的第 2 行乘以 1/5，行阶梯型简化为

A ∼




1 −2 0 −1 3

0 0 1 2 −2

0 0 0 0 0


 (行简约阶梯型)



1.2 矩阵的初等变换 9

1.2.2 初等行变换的两个应用

下面介绍初等行变换的两个重要应用：线性方程组求解和矩阵求逆。

1. 线性方程组求解

考察 n × n 线性方程组 Ax = b 的求解，其中矩阵 A 存在逆矩阵 A−1。现在，希望通

过初等行变换，得到方程的解 x = A−1b。

n× n 线性方程组 Ax = b 中的 A 和 b 分别称作数据矩阵和数据向量，而 x 称为未知

数 (或未知参数) 向量。为了方便讨论线性方程组的求解，常将数据矩阵和数据向量组合成

一个 n× (n + 1) 的新矩阵 B = [A, b]，并称为线性方程组 Ax = b 的增广矩阵。

注意到线性方程组的解 x = A−1b 也可以写成线性方程组的形式 Ix = A−1b，其对应

的增广矩阵为 [I,A−1b]。于是，我们可以将线性方程组的这一求解过程与它们对应的增广

矩阵形式分别书写为

方程求解 Ax = b
初等行变换−−−−−−−→ x = A−1b

增广矩阵 [A, b]
初等行变换−−−−−−−→ [I,A−1b]

这表明，若对增广矩阵 [A, b] 使用初等行变换，使得左边变成一个 n× n 单位矩阵，则变换

后的增广矩阵的第 n + 1 列给出原线性方程组的解 x = A−1b。这样一种求解线性方程组的

初等行变换方法称为高斯消去 (Gauss elimination) 法或 Gauss-Jordan 消去法。

例 1.2.2 用高斯消去法求解线性方程组




x1 + x2 + 2x3 = 6

3x1 + 4x2 − x3 = 5

−x1 + x2 + x3 = 2

对其增广矩阵进行初等行变换



1 1 2 6

3 4 −1 5

−1 1 1 2



第 2 行减去第 1 行的 3 倍−−−−−−−−−−−−−−−−→




1 1 2 6

0 1 −7 −13

−1 1 1 2



第 1 行加到第 3 行−−−−−−−−−−−−→




1 1 2 6

0 1 −7 −13

0 2 3 8



第 1 行减去第 2 行−−−−−−−−−−−−→




1 0 9 19

0 1 −7 −13

0 2 3 8



第 3 行减去第 2 行的 2 倍−−−−−−−−−−−−−−−−→




1 0 9 19

0 1 −7 −13

0 0 17 34



第 3 行乘以 1/17−−−−−−−−−−→




1 0 9 19

0 1 −7 −13

0 0 1 2



第 1 行减去第 3 行的 9 倍−−−−−−−−−−−−−−−−→




1 0 0 1

0 1 −7 −13

0 0 1 2



第 3 行乘以 7 后，再加到第 2 行−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→




1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 2




即通过高斯消去法得到方程组的解为 x1 = 1, x2 = 1 和 x3 = 2。
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初等行变换方法也适用于系数矩阵为 m× n 矩阵的线性方程组 Ax = b 的求解。此时，

需要将增广矩阵化成行简约阶梯型矩阵。具体算法如下。

算法 1.2.2 系数矩阵为 m× n 矩阵的线性方程组 Ax = b 的求解 [59]

步骤 1 构造增广矩阵 B = [A, b]。

步骤 2 使用算法 1.2.1 将增广矩阵 B 变成行简约阶梯型，它与原增广矩阵等价。

步骤 3 从简化的矩阵得到对应的线性方程组，它与原线性方程组等价。

步骤 4 得到新的线性方程组的通解 (general solution)。

例 1.2.3 考察线性方程组及其增广矩阵



2x1 + 2x2 − x3 = 1

−2x1 − 2x2 + 4x3 = 1

2x1 + 2x2 + 5x3 = 5

−2x1 − 2x2 − 2x3 = −3

和 B =




2 2 −1 1

−2 −2 4 1

2 2 5 5

−2 −2 −2 −3




第 1 行元素乘以 1/2，使第 1 个元素为 1



2 2 −1 1

−2 −2 4 1

2 2 5 5

−2 −2 −2 −3




→




1 1 − 1

2

1

2

−2 −2 4 1

2 2 5 5

−2 −2 −2 −3




利用初等行变换，使第 2 ∼ 4 行的第 1 个元素都变成 0


1 1 − 1

2

1

2

−2 −2 4 1

2 2 5 5

−2 −2 −2 −3




→




1 1 − 1

2

1

2

0 0 3 2

0 0 6 4

0 0 −3 −2




第 2 行元素乘以 1/3，使得其第 3 列元素等于 1，即有



1 1 − 1

2

1

2

0 0 3 2

0 0 6 4

0 0 −3 −2




→




1 1 − 1

2

1

2

0 0 1 2

3

0 0 6 4

0 0 −3 −2




利用初等行变换，使第 2 行首项元素 1 的上边和下边的元素全部变为 0，得到



1 1 − 1

2

1

2

0 0 1 2

3

0 0 6 4

0 0 −3 −2




→




1 1 0 5

6

0 0 1 2

3

0 0 0 0

0 0 0 0




对应的线性方程组为 x1 + x2 = 5

6
和 x3 = 2

3
。该方程组有无穷多组解，其通解为 x1 =

5

6
− x2, x3 = 2

3
。若 x2 = 1，则得一特解 (particular solution) 为 x1 = − 1

6
, x2 = 1 和 x3 = 2

3
。


