
1.1 集合

1.1.1 集合的概念

集合是数学中最为基本的概念. 在通常讨论问题时, 一般只采用描述性的
定义. 通常我们把具有某种特性的对象全体看成一个集合, 该集合中的对象称
为元素.

关于集合的最基本的一些概念如子集、包含等读者在数学分析甚至高中数

学课程中都已见过, 不再赘述.

实际上, 集合有严格的数学定义, 关于集合的研究是基础数学的一个分
支—— 集合论.

通常用大写字母 A,B, X, Y, · · · 表示集合, 用小写字母 a, b, x, y, · · · 表示集
合中的元素. N, Z, Q, R 分别表示全体自然数、全体整数、全体有理数以及全
体实数构成的集合. Z+,R+ 分别表示全体正整数和全体正实数构成的集合. 注
意, 按照近年来的习惯, 集合N 中包含 0.

设 x 为对象, A 为集合. x ∈ A 表示 x 为 A 中元素, 或称 x 属于 A. 而
x 6∈ A 表示 x 不是 A 中元素. x ∈ A 或 x 6∈ A 二者必居其一.

设 P 为某种性质, 则具有性质 P 的元素全体构成的集合 A 通常表示

如下：

A = {x|x具有性质P},

其中 P 可以是任意性质, 如 P 为方程 x2 − 1 = 0, 则 A = {x|x2 − 1 = 0}. 如果
集合 A 为有限集且可以明确它的所有元素, 也可以列举出 A 的元素. 例如, 上
面的集合 A = {−1, 1}. 有时为了方便, 也把集合 {x|x ∈ E, x有性质P} 简写为
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E(x有性质P ). 例如, 设 f(x) 是集合 E 上的一个函数, c 是一个实数, 则集合
{x|x ∈ E, f(x) 6 c} 可简写为 E(f(x) 6 c).

以后, 若无特别声明, 所有函数均为实值函数.

1.1.2 集合运算

1. (任意) 无限交和并运算

设 {Aα}α∈Γ 为集族, 即 Γ 为集合, 对任意 α ∈ Γ , Aα 是集合. 集合

⋃
α∈Γ

Aα = {x|存在α ∈ Γ使得x ∈ Aα}

和 ⋂
α∈Γ

Aα = {x|对任意α ∈ Γ, x ∈ Aα}

分别称为集族 {Aα}α∈Γ 的并和交.

例 1.1.1 设 f, g 为定义于集合 E 上函数. 对任意 c ∈ R,

h(x) = max{f(x), g(x)}, x ∈ E.

则

{x|h(x) > c} = {x|f(x) > c}
⋃
{x|g(x) > c}.

证明 对任意 x ∈ E,

x ∈ {x|h(x) > c} 当且仅当 h(x) = max{f(x), g(x)} > c

当且仅当 f(x) > c或者g(x) > c

当且仅当 x ∈ {x|f(x) > c}或者x ∈ {x|g(x) > c}
当且仅当 x ∈ {x|f(x) > c}⋃{x|g(x) > c}.

从而结论成立.

例 1.1.2 (a, b) =
∞⋃

n=1

[
a +

1
n

, b − 1
n

]
, [a, b] =

∞⋂
n=1

(
a − 1

n
, b +

1
n

)
. 上面

两个等式中如果对某个 n 出现区间的左端点大于右端点的情况, 就将这一“区
间”理解为空集.
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证明 设 x ∈ (a, b), 则 a < x < b. 从而由

a = inf
{

a +
1
n

∣∣∣n ∈ Z+

}
< x,

知有 N1 ∈ Z+ 使得 a +
1

N1

< x. 同理, 有 N2 ∈ Z+ 使得 x < b − 1
N2

. 令

N = max{N1, N2}, 则 x ∈
[
a +

1
N

, b− 1
N

]
, 从而 x ∈

∞⋃
n=1

[
a +

1
n

, b− 1
n

]
.

反之, 若 x ∈
∞⋃

n=1

[
a +

1
n

, b− 1
n

]
, 设 x ∈

[
a +

1
n

, b− 1
n

]
, 对某个 n 成立, 因

为
[
a +

1
n

, b− 1
n

]
⊂ (a, b), 从而 x ∈ (a, b). 这就证明了第一个等式.

对任意 n, 显然, [a, b] ⊂
(
a− 1

n
, b +

1
n

)
, 从而

[a, b] ⊂
∞⋂

n=1

(
a− 1

n
, b +

1
n

)
.

反之, 设 x ∈
∞⋂

n=1

(
a− 1

n
, b +

1
n

)
, 则对任意 n ∈ Z+, 都有

a− 1
n

< x < b +
1
n

,

于是, 由

a = sup
{

a− 1
n

∣∣∣n ∈ Z+

}
6 x 6 inf

{
b +

1
n

∣∣∣n ∈ Z+

}

即知 x ∈ [a, b]. 这就证明了第二个等式.

例 1.1.3 {x|f(x) > 0} =
∞⋃

n=1

{
x|f(x) >

1
n

}
.

证明和例 1.1.2 类似, 从略.

2. 差集和补集

设 A,B 为集合, 令 A \B = {x ∈ A且x 6∈ B}, 称为 A 和 B 的差集.

设 X 为非空集合, A ⊂ X, 则 X \ A 称为 A 在 X 中的补集. 当不会引起
混淆时, 补集 X \A 简记为 Ac.

由定义易证下述定理:
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定理 1.1.1 (De Morgan 公式) 设 {Aα|α ∈ Γ} 为 X 中的子集族. 则

(1) (
⋃

α∈Γ

Aα)c =
⋂

α∈Γ

Ac
α.

(2) (
⋂

α∈Γ

Aα)c =
⋃

α∈Γ

Ac
α.

证明 只证 (1). 对任意 x ∈ X, 设 x ∈ (
⋃

α∈Γ

Aα)c, 则 x 6∈ (
⋃

α∈Γ

Aα), 因此对

任意 α ∈ Γ , x 6∈ Aα. 于是 x ∈ Ac
α 对任意 α ∈ Γ 成立. 从而 x ∈ ⋂

α∈Γ

Ac
α. 这就

证明了 (
⋃

α∈Γ

Aα)c ⊂ ⋂
α∈Γ

Ac
α.

以上证明过程是可逆的. 因此反面的包含也成立.

下面是几个通过已知集合以及集合运算表示待定集合的例子.

例 1.1.4 设 {fn} 为定义于集合 E 上的函数列, x ∈ E. 则

{fn(x)}∞n=1 为有界序列⇔ 存在M ∈ R+ 使得 |fn(x)| 6 M 对任意 n 成

立. 从而

A = {x ∈ E|fn(x)有界} =
⋃

M∈R

∞⋂
n=1

{x ∈ E
∣∣|fn(x)| 6 M},

Ac = {x ∈ E|fn(x)无界}.

例 1.1.5 设 {fn}∞n=1 为定义于集合 E 上的函数列, 同例 1.1.4, 可知 fn 收

敛于 0 的点构成的集合为

A = {x ∈ E| lim
n→+∞

fn(x) = 0} =
⋂

ε∈R+

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N+1

{
x
∣∣|fn(x)| < ε

}
,

Ac =
⋃

ε∈R+

∞⋂
N=1

∞⋃
n=N+1

{
x ∈ E

∣∣|fn(x)| > ε
}
.

例 1.1.6 设 f 为R 上的函数. 由连续函数的 ε-δ 语言可知 f 的连续点集

合为

A =
⋂

ε∈R+

⋃
δ∈R+

{x ∈ R|f((x− δ, x + δ)) ⊂ (f(x)− ε, f(x) + ε)}

=
∞⋂

m=1

∞⋃
n=1

{
x ∈ R|f

((
x− 1

n
, x +

1
n

))
⊂

(
f(x)− 1

m
, f(x) +

1
m

)}
.
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例 1.1.4∼例 1.1.6 的讨论当中, 使用了由已知集合通过集合运算表示待研
究集合的方法, 这一方法是实变函数论中的基本研究方法. 由上面几个例子的
讨论可以看出, 集合的“并运算”相当于“存在一个”,“交运算”相当于“对所
有的”, 而“补运算”相当于“否定”.

3. 集合的直积

如果 Ai(i = 1, 2, · · · , n) 为集合, 定义
n∏

i=1

Ai = A1 ×A2 × · · · ×An 为

{(x1, x2 · · · , xn)|xi ∈ Ai, i = 1, 2, · · · , n}.
n∏

i=1

Ai 称为 {Ai} 的有限直积(笛卡儿直积).

类似地, 可以定义一列集合 Ai(i = 1, 2, · · · ) 的无限直积为
∞∏

i=1

Ai = {(x1, x2, · · · )|xi ∈ Ai, i = 1, 2, · · · }.

当所有 Ai 相等时, 令 Ai = A, 则上述有限和无限直积可分别简记为 An 以

及 A∞.
例如, R×R = R2,R×R×R = R3. R∞ 为全体实数序列构成的集合.

4. 映射

设 X, Y 为非空集合, f : X → Y 为一个对应法则, 即 ∀x ∈ X, 有唯一的

y = f(x) ∈ Y 与之对应, 则称 f 为X 到 Y 的一个映射. X 到 Y 的映射全体用

Y X 表示.
如果 A ⊂ X, B ⊂ Y , 则

f(A) = {f(x)|x ∈ A}和f−1(B) = {x ∈ X|f(x) ∈ B}

分别称为 A 在 f 下的像和 B 在 f 下的原像(或逆像). f(X) 称为 f 的值域.
如果当 x1 6= x2 时, f(x1) 6= f(x2), 则称 f 为单射; 如果对每个 y ∈ Y , 有

x ∈ X 使得 f(x) = y, 则称 f 为满射. 既单又满的映射称为双射.

映射的基本性质

命题 1.1.1 (1) A ⊂ f−1(f(A)), f(f−1(B)) ⊂ B.
(2) f(A1

⋃
A2) = f(A1)

⋃
f(A2), f−1(B1

⋃
B2) = f−1(B1)

⋃
f−1(B2).

(3) f(A1

⋂
A2) ⊂ f(A1)

⋂
f(A2), f−1(B1

⋂
B2) = f−1(B1)

⋂
f−1(B2).

(4) f−1(Bc) = (f−1(B))c.
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证明 (1) ∼ (3) 由定义易证.
(4) ∀x ∈ X, x ∈ f−1(Bc) ⇔ f(x) ∈ Bc ⇔ f(x) 6∈ B ⇔ x 6∈ f−1(B) ⇔ x ∈

(f−1(B))c.
命题 1.1.1 是实变函数论中经常用到的映射性质, 应当熟练掌握.
设 f : X → Y, g : Y → Z 为映射, 则由 h(x) = g(f(x)) 定义的映射称为 f

和 g 的复合映射, 记为 g ◦ f .

命题 1.1.2 对任意 C ⊂ Z, 有 (g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C)).

5. 幂集和特征函数

设X 为集合, P(X) = {A|A ⊂ X} 称为X 的幂集, 它是由X 的所有子集

构成的集合.
一般地, 当 X 为有限集合时, 设 X 中有 n 个元素, 则P(X) 中含有 2n 个

元素. 例如, 若 X = {1, 2}, 则P(X) = {∅, {1}, {2}, X}.
设 X 为非空集合, A ⊂ X, 定义映射 χA 如下:

χA(x) =

{
1, x ∈ A;

0, x 6∈ A.

称 χA 为 A 的特征函数.
令 2 = {0, 1}, 则 χA 可以看成 X 到 2 的映射, 用 2X 表示 X 到 2 = {0, 1}

的映射全体构成的集合, 即 χA ∈ 2X , 从而 ρ(A) = χA 定义了一个映射

ρ : P(X) → 2X .

命题 1.1.3 对任意集合 X, 上述映射 ρ 为双射.

证明 首先, 对任意 A,B ⊂ X, 若 A 6= B, 不妨设有 x ∈ A \ B, 则
x ∈ A, x 6∈ B, 从而 χA(x) = 1 6= 0 = χB(x), 即 χA 6= χB, ρ 为单射.
反之, 任给一个映射 f : X → 2, 易知 f 是 A = {x ∈ X|f(x) = 1} 的特征

函数, 从而 ρ 为满射.

6. 集合列的上下极限

设 {An}∞n=1 为集合列, 则 {An}∞n=1 的上极限定义为

lim sup
n→+∞

An = {x|x ∈ An对无限个n成立};

其下极限定义为

lim inf
n→+∞

An = {x|x ∈ An当n充分大时成立}.
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由定义易知 lim inf
n→+∞

An ⊂ lim sup
n→+∞

An.

当上下极限相等时, 称 {An} 收敛, 此时上下极限的公共值称为 {An} 的极
限, 记为 lim

n→+∞
An.

例 1.1.7 设 A2n+1 =
[
0, 2− 1

2n + 1

]
, A2n =

[
0, 1+

1
2n

]
, n = 1, 2, · · · . 求

{An} 的上下极限.
我们来考察R 中哪些点在 {An} 的上下极限中.
(1) 当 x 6∈ [0, 2) 时, 因为 x 6∈ An, n = 1, 2, · · · , 因此 x 6∈ lim sup

n→+∞
An;

(2) 当 x ∈ [0, 1] 时, x ∈ An, n = 1, 2, · · · , 故 x ∈ lim inf
n→+∞

An;

(3) 当 x ∈ (1, 2) 时, 由 An 的表达式可知, x ∈ A2n+1 =
[
0, 2− 1

2n + 1

]
对

充分大的 n 成立, 但是当 n 充分大时 x 6∈ A2n =
[
0, 1 +

1
2n

]
, 故 x ∈ lim sup

n→+∞
An

而 x 6∈ lim inf
n→+∞

An.

综上, lim sup
n→+∞

An = [0, 2), 而 lim inf
n→+∞

An = [0, 1].

由上下极限的定义可知以下定理成立:

定理 1.1.2

lim sup
n→+∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Am;

lim inf
n→+∞

An =
∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Am.

7. 单调集列

设 {An}∞n=1 为集合列, 若该集合列满足 An ⊂ An+1, n = 1, 2 · · · , 则称该集
合列为单调上升集列. 类似地, 若集合列满足 An ⊃ An+1, n = 1, 2 · · · , 则称其
为单调下降集列.
下面用An ↗ A表示集合列 {An}单调上升收敛到集合A;同理, An ↘ A表

示集合列 {An} 单调下降收敛到集合 A.

命题 1.1.4 单调集列必收敛.

(1) 对单调上升集列, An ↗
∞⋃

n=1

An(n → +∞);
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(2) 对单调下降集列, An ↘
∞⋂

n=1

An(n → +∞).

证明 以第一式为例. 因为 {An} 递增, 由定理 1.1.2, 有

lim sup
n→+∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Am =
∞⋂

n=1

( ∞⋃
m=1

Am

)
=

( ∞⋃
m=1

Am

)
;

同理

lim inf
n→+∞

An =
∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Am =
∞⋃

n=1

An = lim sup
n→+∞

An.

故结论成立.

例 1.1.8 设 f(x) 为 E 上的有限函数. 令 Fn =
{

x ∈ E
∣∣|f(x)| > 1

n

}
, 则

{Fn} 单调增加, 且

lim
n→+∞

Fn = {x ∈ E
∣∣f(x) 6= 0} = {x ∈ E

∣∣|f(x)| > 0}.

若令 En = {x ∈ E
∣∣|f(x)| > n}, 则 {En} 单调递减, 且

lim
n→+∞

En = ∅.

但是当 f(x) 可取 ±∞ 作为值时, 则有

lim
n→+∞

En = {x ∈ E
∣∣f(x) = ±∞}.

例 1.1.8 的结论后文多处用到, 请牢记.

1.2 基数的概念

对含有有限个元素的集合而言, 如果想知道该集合的元素个数, 只需要逐
个地数集合中的元素即可. 也就是将一个有限集合的元素和某个自然数集合
{1, 2, · · · , n} 对应起来. 从而任意两个有限集合都可以比较元素多少. 从理论
来说这一方法是可行的, 尽管当元素个数很大时这一方法很难实现. 比如一卡
车沙子的沙粒个数就无法数清. 另一方面, 给定两个有限集合, 从理论上说, 总
可以利用配对 (映射) 的方法确定两个集合是包含元素个数相同还是哪个集合
包含的元素更多.
当研究无限集合时, 该如何比较两个无限集合的元素个数, 或者说该如何

定义无限集合的元素个数, 从而说明两个不同的无限集合是包含的元素个数相
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同, 还是其中一个包含的元素更多? 例如, 自然数集N, 整数集 Z, 有理数集 Q
还有实数集R 都是无限集, 它们的元素个数有无区别?
需要说明的是, 在数学分析等课程中, 并没有考虑不同无限集合的元素个

数问题, 当时只是认为无限集合都包含无限个元素而已.
一个很自然的想法是对两个无限集合 A 和 B 而言, 如果 A ⊂ B, 但是

A 6= B, 则称 A 比 B 包含的元素个数少, 且 B \ A 中有多少元素就称 B 比 A

大多少. 这种思想也就是所谓“整体大于部分”. 对有限集合而言这种定义方式
毫无问题, 但是对互相不包含的无限集合元素个数问题无法讨论. 因为对无限
集合而言, 如果这样定义无限集合元素多少, 就会出现大量因为互不包含而不
可比较元素个数的集合.
下面来看一个例子. A = Z+, B = {n|n = 2k + 1, k = 0, 1, · · · }, C =

{n|n = 2k, k = 1, 2, · · · }. 按照上面的观点, A 比 B 以及 C 元素多应该毫无疑

问, 但是 B 和 C 根本无法比较元素多少, 从集合的表示方式似乎可以认为 B

和 C 包含元素个数相同. 因为直观上, B 是全体奇数而 C 中元素为 B 中元素

加 1. 也就是 f(n) = n + 1 可建立 B 和 C 之间的双射! 但是, 按照双射的观点,
A 和 B 的元素之间也可以建立起来双射: f(n) = 2n− 1. 这样说明 A 和 B 的

元素个数相同! 看来上述观点会引起很大困惑, 难以讨论下去.
事实上, 早在 1638 年, 伽利略就注意到了上述现象, 他注意到 Z+ 与

S = {12, 22, · · · , n2, · · · } 之间存在一有趣现象: 一方面, S 为 Z+ 的真子集, 另
一方面, 二者之间存在双射! 这就是历史上著名的“伽利略困惑”.
经过长期摸索, 人们发现通过确定两个集合之间是否存在双射来定义两个

集合是否包含元素个数相同最为合理.

定义 1.2.1 如果两个集合 A,B 之间存在一个双射, 则称它们对等, 记为
A ∼ B.

例 1.2.1 从前面的讨论我们可以看出, Z+ ∼ B = {n|n = 2k, k =
1, 2, · · · }.

例 1.2.2 设 A 为有限集, 则 A = ∅, 或者 A 和某个 {1, 2, · · · , n} 对等.

例 1.2.3 设 a < b, 则 (0, 1) ∼ (a, b), (0, 1) ∼ (−∞,+∞).

证明 只需令 ϕ1(x) = a + (b− a)x, ϕ2(x) = tan
(

πx− π
2

)
即可.

注 1.2.1 无限集合可以和它的真子集对等. 后面会看到, 这个性质是有限
集合和无限集合最本质的差异.
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定理 1.2.1 集合间的对等有以下性质:
(1) (自反性) A ∼ A.
(2) (对称性) 若 A ∼ B, 则 B ∼ A.
(3) (传递性) 若 A ∼ B,B ∼ C, 则 A ∼ C.

证明 证明是显然的, 从略.

定义 1.2.2 如果两个集合 A 和 B 对等, 则称 A 和 B 有相同的基数, 记
为

=

A=
=

B.

定义 1.2.3 当 A 6∼ B, 但是有 B∗ ⊂ B 使得 A ∼ B∗, 则称
=

A 小于
=

B, 记
为

=

A<
=

B 或者
=

B>
=

A.

和实数的情形相仿,
=

A6
=

B 表示
=

A=
=

B 或者
=

A<
=

B. 同样,
=

A>
=

B 表示
=

A=
=

B

或者
=

A>
=

B.
为了更好地理解下面的定理 1.2.2 的证明, 我们给出集合论中的一条基本

公理—— 选择公理.
选择公理(Axiom of Choice) 设 {Aα}α∈Γ 为以 Γ 为指标集的两两不交

的非空集族. 则存在集合 A ⊂ ⋃
α∈Γ

Aα, 使得对任意 α ∈ Γ , A
⋂

Aα 为单点集.

注 1.2.2 选择公理只是说明集合 A 的存在性, 它实际上就是从每个非空
集合 Aα 中选出一个元素来构成一个集合, 由于对一般集族而言, 不存在确定的
方法在每一个集合中选出一个元素, 因而这一公理被称为选择公理.

定理 1.2.2 设 A,B 为集合.

(1) 如果存在单射 f : A → B, 则
=

A6
=

B .

(2) 如果存在满射 f : A → B, 则
=

A>
=

B(此时称 B 为 A 的商集).

证明 (1) 只需令 B∗ = f(A) 即可.
(2) 对任意 y ∈ B, 取 xy ∈ A 使得 f(xy) = y, 令 A∗ = {xy|y ∈ B}, 则

A∗ ⊂ A, 且易知 f 导出双射 f |A∗ : A∗ → B, 其中 f |A∗ 表示 f 在子集 A∗ 上的

限制. 从而
=

A>
=

B.

注 1.2.3 为了完成定理 1.2.2(2) 的证明, 需要“构造”集合 A∗. 它实际
上是在一族两两不交的非空集族 {f−1(y)|y ∈ B} 中的每个集合 f−1(y) 中“选
出”一个代表元素来构成一个集合 A∗, 由于找不到一个确定的方法选出代表元
素, 因此不可避免的需要用到选择公理.


