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第十二章  套利定价模型
【学习要点及目标】

· 了解套利定价理论的来源，掌握套利定价理论的假设条件和线性因子模型。

· 掌握套利组合的定义。

· 掌握精确单因子模型和精确多因子模型。

· 理解极限套利的定义和极限套利情形下APT的证明。

· 了解极限套利与市场均衡的关系。
【核心概念】
套利定价理论  线性因子模型  因子风险  因子载荷系数  特异性风险  套利组合  精确因子模型  精确单因子模型  精确多因子模型  因子风险溢价  极限套利
【引导案例】

宏观经济变量对投资收益的影响

宏观经济因素作为经济总体状况的代表，对投资收益的改变有明显影响。一家公司的股票价格反映的是投资者依据收益、现金流量等对公司业绩所做的预期，而公司业绩受整体经济运行状况的影响。股票价格和整体经济之间存在密切关系。宏观经济状况最终影响到所有的行业和公司。

国内宏观经济因素对上市公司业绩具有重要影响。股票收益取决于投资公司的收益情况，而公司的经营状况又与所处的经济和行业环境密切相关。不管公司自身的资产状况及技术、管理水平多么优良，经济和行业环境都会对公司的成功及股票的实际收益率产生重大影响。

比如，在2003年年初拥有国内钢铁公司的股票并持有到2004年年初，2002年年底开始的投资增长使国内经济处于快速扩张期，各种生产资料供不应求，钢铁价格逐级上涨，这家公司的销售额和收益率都会随之上涨，这只钢铁股票的股价必然上涨，投资收益也会有较大增长。

相反，如果是在2004年宏观调控之后购入钢铁股票，并一直持有至今，因经济过热得到抑制，钢铁价格一路下滑，股票的收益自然会下降。

总之，没有哪个公司或行业能避免受到宏观经济环境的影响。因此，在评估证券的未来价值时，应首先分析宏观经济因素。

(资料来源：徐钧. 多因素模型在中国股市的应用研究[D]. 济南：山东大学博士学位论文，2006：69)
【案例导学】

资产的收益率是各种因素综合作用的结果，受到宏观经济变量诸如GDP的增长、通货膨胀的水平、市场利率变化水平等因素的影响，并不仅仅只受证券组合内部风险因素的影响。由此产生了更合理和易于为人们接受的证券收益的多因素模型，这就是本章要讲的套利定价模型。
第一节  资产收益风险的因子模型

一、套利定价理论简介

在资本资产定价模型中，一个风险证券相对于市场组合的
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系数，完全刻画了这只风险证券对于投资者所持证券组合风险程度的贡献。资本资产定价模型的成立依赖于对投资者的偏好和证券收益率的严格假设，这些假设过于严格，与现实不符。正因为CAPM的局限性促使了APT(套利定价理论模型)的产生和发展。

罗斯(Ross，1976)给出了一个以无套利定价为基础的多因素资产定价模型，也称套利定价理论模型(Arbitrage Pricing Theory，APT)。该模型由一个多因素收益生成函数推导而来，其理论基础为一价定律(The Law of One Price)，即两种风险-收益性质相同的资产不能按不同价格出售。该模型推导出的资产收益率取决于一系列影响资产收益的因素，而不完全依赖于市场资产组合，而套利活动则保证了市场均衡的实现。

同时，APT的假设相对于CAPM更为宽松、更接近实际，从而较CAPM具有更强的现实解释能力。

二、套利定价理论的假设条件

【假设12-1】  资本市场上任意资产的收益率与若干因素线性相关，风险资产i的收益率由K因子模型生成，即
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式中：
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为第i项金融资产的预期收益率。
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是影响资产收益率的随机变量(因素)，反映了资产所包含的由K个风险因子所描述的风险。需要强调的是，这些风险因子对所有资产而言都是共同的，它们反映了系统风险，因此，称为因子风险(Factor Risk)。
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是资产i对因素k的敏感度(或称为资产i所包含的第k个因子风险的大小)，称为资产i对因素k的因子载荷系数(Factor Loading)。
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是残差项，描述的是与因子风险无关的剩余风险，由第i项金融资产的特殊性质所决定，反映了资产的非系统风险，称为资产i的特异性风险(Idiosyncratic Risks or Residual)。

对于上述生成函数，模型假定如下。
(1) 随机误差项与因子风险的期望值为零，即
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(2) 任意两种资产的随机误差项之间、各项因子风险之间、因子风险与随机误差项之间相互独立，即
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(3) 各风险资产的非系统风险的方差是有界的，即
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(4) 因子风险平方的期望值为1，即
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假设12-1是APT的核心假设。

【假设12-2】  所有投资者具有同质预期，即对
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的预期完全相同。

【假设12-3】  资本市场为完全竞争市场、无摩擦的。

【假设12-4】  投资者为非厌足的，当投资者发现套利机会时，他们会构造尽可能多的套利组合来赚钱，直到市场均衡。

【假设12-5】  经济中存在的风险资产数量N比因素的数目K要大得多。

与CAPM模型的假设比较起来，APT没有对个体风险偏好做任何假设。从以上假设可以推断出所有因子载荷系数相同的资产或资产组合的期望收益率是相同的；否则就会存在第二类套利机会，市场就不会均衡，投资者就会构造套利组合来消除这种套利机会，从而使市场达到均衡。这就是APT的核心所在。

三、线性因子模型

套利定价理论(APT)建立在线性因子模型(或称线性指数模型，Linear Factor Model)上，这一模型假设资产的收益率由若干因素的线性关系所决定。

采用矩阵符号，式(12-1)可以表示为
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其中
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式中；
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为因子风险；
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为因子载荷系数；
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为特异性风险。
式(12-2)就是线性因子模型的矩阵表示形式。

CAPM建立了资产风险特别是由市场
[image: image22.wmf]b

值来度量的系统风险及其风险溢价或期望收益之间的关系，从这个意义上讲，CAPM提供了一个定价模型。这里，希望达到同样的目的，要建立资产风险特别是由因子载荷系数度量的系统风险与其期望收益之间的关系。也就是说，要找出从
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的映射。

定价的过程实际上就是确定
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的过程。APT模型给出的
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是线性形式，若能证明
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可以表示成式(12-2)所呈现的线性形式，就可以说明APT理论中线性定价模型的正确性。

线性因子模型式(12-2)与CAPM中的定价公式有明显的相似之处。它们的出发点是一样的，就是把风险分解成两个相加的成分，即系统风险和非系统风险。然而，它们之间也存在着重要差别。首先，CAPM确定了单一因子风险即市场组合收益风险，而线性因子模型只是说存在一组因子风险却没有指明是什么风险。其次，CAPM对非系统风险的协方差矩阵没有限制条件，而线性因子模型则有。

第二节  精确因子模型的套利定价理论

一、套利与套利组合

套利(Arbitrage)，有时也称为差价交易。套利就是不承担风险就能赚取利润的行为，它利用证券间定价的不一致性进行资金转移，从中获取利润。因为根据定义套利获取的是无风险利润，所以投资者一旦发现这种机会就会利用它们赚取无风险利润，随着投资者套利行为的发生，这些获利机会将被消除，使市场达到均衡。

现在我们来给出套利组合的正式定义。

【定义12-1】  如果一个投资组合
[image: image28.wmf]P

x

满足以下3个条件，即
(1) 它是一个不需要投资者任何额外资金的组合，即
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(2) 套利组合对任何因素的敏感性为0，组合对某一因素k的敏感性恰好是组合中各证券对该因素敏感性的加权平均，即
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(3) 套利组合的期望收益率必须为正，即
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称符合上述3个假设条件的证券组合为套利组合。

下面举一个例子来形象地说明套利组合。

【例12-1】 假定投资者拥有3种证券，他所持的每种证券当前的市值为3000美元，这样投资者的投资额为9000美元。这3种证券具有以下的预期收益率和因子载荷系数。如表12-1所示，这样的预期收益率与因子载荷系数是否代表一个均衡状态？如果不是，证券价格和预期收益率将怎样变化来恢复均衡状态。

表12-1  3种证券的预期收益率和因子载荷系数

	资  产
	预期收益率
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	因子载荷系数
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	证券1
	10
	0.9

	证券2
	20
	1.2

	证券3
	25
	1.5


【解】根据套利组合的定义，可知一个套利组合(
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通过计算发现，满足这3个条件的解有无数多个，比如(-0.1，0.2，-0.1)，此时
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因此(-0.1，0.2，-0.1)就是一个套利组合。以此为例，每个投资者都想构造套利组合，故都会买入证券2，卖出证券1和证券3。由于每个投资者都采用这样的策略，这必将会影响证券的价格和收益率，证券2的价格上升收益下降，而证券1和证券3的价格下降收益上升，直到不存在任何套利机会，市场达到均衡。

具体来讲，该套利组合包括购买1800美元
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证券2，出售900美元
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证券3。该投资组合不需要任何额外资金，没有任何因素风险，却能带来正的预期收益。对套利组合的实际效果，在表12-2中进行了总结。

表12-2  套利组合的实际效果

	
	原组合
	套利组合
	新组合

	权重
	x1
	0.333
	-0.1
	0.233

	
	x2
	0.333
	0.2
	0.533

	
	x3
	0.333
	-0.1
	0.233

	性质
	E(rP) 
	18.333%
	0.5%
	18.833%
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	1.2
	0
	1.2


买卖行为导致套利机会减少最终消失，如果找不到满足预期收益率大于0的资产组合，则说明市场均衡。

二、精确单因子模型

在套利定价理论中，把风险分为若干个因子风险和特异性风险。精确因子模型是指资产的收益仅依赖因子风险，而不考虑资产特异性风险的套利定价模型，是套利定价理论的一种简化形式。

精确单因子模型不仅不考虑特异性风险，而且假设所有资产的收益仅依赖唯一一种因素。在此假设下，资产的收益生成函数为
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首先构造一个无风险投资组合
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，假设存在两项金融资产i和j，且有
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。投资组合
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仅包含这两项金融资产，权重分别为a和1-a，组合的收益率为
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要构造组合
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为无风险投资，就必须去掉唯一的因子风险
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，因此选取组合
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中的权重
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由此解出
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这时通过选择权重
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的值把投资组合中的两项金融资产的风险
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互相对冲掉，这样，就成功构造了一个无风险投资组合
[image: image59.wmf]P

x

。根据无套利原理，无风险投资组合
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的收益率就是无风险收益率，即有
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可以把上面的等式重新写成
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则
[image: image63.wmf]l

为个体承受单位因子风险应得的超额收益补偿，称为因子风险溢价(Factor Risk Premium)，也就是因子风险的风险价格。它和具体的金融资产i或j的选择无关，只与宏观因素有关，这一点可以推广到所有的单项金融资产
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因为对所有的金融资产
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总结得出以下定理。

【定理12-1】  如果资产收益由精确单因子模型式(12-3)描述，那么有
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也就是说，单项金融资产的收益高于无风险资产收益的补偿(即资产的风险溢价)等于它所负载的因子风险(由它的因子载荷系数度量)乘以因子风险溢价
[image: image69.wmf]l

。这就是在精确单因子模型下的资产收益的“套利定价理论”。

很显然，精确单因子模型是一个线性模型，自变量是
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b

，因变量是
[image: image71.wmf])

~

(

i

r

E

，因此在
[image: image72.wmf]i

b

-
[image: image73.wmf])

~

(

i

r

E

坐标系中为一条直线，如图12-1所示。
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图12-1  精确单因子模型的资产定价线

在图12-1中，对任意证券，因子载荷系数和期望收益率都应该落在这条直线上，如果不落在这条直线上，就必然存在套利机会。证券E就是一个例子，它位于套利定价理论资产定价线之下。可以选取适当比例的组合A和C，构造一个恰好位于套利定价理论资产定价线上的新组合B，使得
[image: image75.wmf]BE
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，但组合B的预期收益率高于组合E，即在B和E之间存在套利机会，投资者会卖空E而购买B。卖空E的结果是，组合E的价格将下降，进而预期收益率上升直到它位于套利定价理论资产定价线上为止。同样，如果组合F位于套利定价理论资产定价线之上，套利的力量会使其预期收益率下降，直到它落到这条线上为止。

三、精确多因子模型

精确多因子模型是不考虑特异性风险，所有资产的收益仅依赖若干因素的定价模型。在此假设下，资产的收益生成函数采用向量和矩阵的记号表示为
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其中
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现在来观察一个套利组合
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根据无套利原理，到
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时期，任意状态下这个零投资、零风险组合的收益率必为零，否则就会出现套利机会。

采用式(12-6)，这个组合的收益率为
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综上所述，对于精确多因子模型，不存在套利机会意味着
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总结得出以下定理。

【定理12-2】  给定共有K个因素的精确多因子模型，不存在无风险套利机会意味着
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，是因子k的因子风险溢价，它和第k项宏观经济因素相联系。另外，如果存在无风险资产，就应该有
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。这就是精确多因子模型的套利定价理论模型。对于精确多因子模型的套利定价理论而言，单项金融资产的收益高于无风险资产的收益补偿(即资产的风险溢价)等于它所负载的因子风险(由它的因子载荷系数度量)乘以因子风险溢价的和。 

作为精确多因子模型的一个例子，可以考虑一个精确双因子模型。

【例12-2】  假定证券的回报率可由精确双因子模型产生，4种证券的预期收益率和因子载荷系数如表12-3所示。这样的预期收益率与因子载荷系数是否代表一个均衡状态？如果不是，证券价格和预期收益率将怎样变化来恢复均衡状态。
表12-3  4种证券的预期回报率和因子载荷系数

	资  产
	预期收益率
[image: image102.wmf])

~

(

i

r

E

/%
	因子载荷系数
[image: image103.wmf]1

i

b


	因子载荷系数
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	证券1
	15
	0.9
	2.0

	证券2
	21
	3.0
	1.5

	证券3
	12
	1.8
	0.7

	证券4
	8
	2.0
	3.2


【解】一个套利组合(
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通过计算发现，满足这4个条件的解有无数多个，比如(0.1，0.088，-0.108，-0.08)，此时
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因此(0.1，0.088，-0.108，-0.08)就是一个套利组合。以此为例，该套利组合不需要任何额外资金，没有任何因素风险，却能带来正的预期收益。每个投资者都想构造这样的套利组合，故都会买入证券1和证券2，卖出证券3和证券4。由于每个投资者都采用这样的策略，这必将影响证券的价格和收益率，证券1和证券2的价格上升收益下降，而证券3和证券4的价格下降收益上升，直到不存在任何套利机会，市场达到均衡。即当满足前面3个等式的组合的预期回报率为0时，市场达到均衡。
如果找不到满足预期收益率大于0的资产组合，此时存在非负的常数
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，即精确双因子模型的套利定价模型。

第三节  极限套利和套利定价理论

一、特异性风险与极限套利

精确因子模型(第二节)和一般的线性因子模型(第一节)相比较，在精确因子模型中，未考虑特异性风险。因此，在存在特异性风险的情况下，上述线性的套利定价公式是否适用？

在精确因子模型中，可以用K个因子组合来完全复制其他资产的收益，从而由无套利原理立即可以得到APT给出的定价关系。但在一般的因子模型中，因子组合只能复制一个资产的因子风险部分，而不能复制或消除特殊风险的部分。一般来说，如果每种资产都有自己的特异性风险，则无法通过构造无风险套利组合的方法来确定套利定价关系，也就不能给出无套利定价条件。但是，如果因子的个数远远小于资产的个数，那么可以使用多种资产来构造组合以分散每个资产的特异性风险。所以，从直觉上讲，如果经济中存在的资产种类足够多，对这些资产做适当的分散投资，所得的资产组合可将各项资产的特异性风险降至接近于零的水平。

而且，概率论中的大数定理表明，如果经济中的风险资产数目充分大，且不同资产的特异性风险是不相关的。那么，当每种资产上的投资额都很小时，组合投资中各资产的特异性风险几乎为零。这样，对于充分分散化的投资组合来说，特异性风险实际上就不再发生作用，就可以仿照精确因子模型的做法进行套利定价。这就是极限套利(Limiting Arbitrage)。

下面正式给出极限套利的定义。

【定义12-2】 在一个有n种风险资产的经济中，如果一个包含所有风险资产的套利组合
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中金融资产的收益率向量，则称
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是一个极限套利组合(系列)，称此时存在极限套利机会(Limiting Arbitrage Opportunity)。

在极限套利的定义中，当n越来越大时，组合
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就变成一个风险充分分散化的投资组合。条件(1)说明组合
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零投资；条件(2)说明组合的收益率为正；条件(3)说明组合的收益率几乎是确定性的。综合3个条件，说明组合
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在零投资的情况下，却可以获得确定性的正收益率，这就在极限意义下符合套利的定义。

如果存在极限套利机会，则表明个体可以不花费正的投资成本，仅承担可以忽略的风险情况下获得可观的收益。

二、极限套利下的APT

下面利用极限套利的定义来证明当资产组合中的资产种类无限增加时，对绝大多数的证券来讲，组合中各证券的特异性风险将趋近于零，从而得到在考虑特异性风险条件下的多因素线性定价公式，即它们的预期收益率之间近似地存在线性关系。

当存在特异性风险的时候，精确因子模型不成立，但可以通过极限套利得到以下定理。

【定理12-3】 如果风险资产收益率由K因子模型给出，即
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，并且特异性风险
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有界。在不存在极限套利机会的情况下，就存在一个与n无关的常数A，使得
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其中
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则
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其中
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套利组合
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套利组合
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选择
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由定义12-2知，式(12-16)说明存在极限套利机会，而这与假设不符。由此证明了
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有界，定理得到证明。

与定理12-3的思想类似，Stephen Ross在1976年发表了下面的定理。

【定理12-4】  不存在极限套利机会，意味着
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其中
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。证明参考Ross(1976)。记
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为APT中资产i的定价误差。这个定理意味着对于任意
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的资产数目是有限的。因此，APT对大多数资产都成立。

下面用更加简单的方法来证明APT。

选择证券组合
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，使其成本为零，即卖空一些证券，再用所得的收入购买另外一些证券。用数学语言表示，就是
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该证券组合的收益率为
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为了得到无风险的证券组合，必须消除因子风险和非因子风险。这就要求证券满足以下3个条件：

(1) 所包含的证券数目n足够大；
(2) 所选的每个证券的权重充分小，
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；
(3) 对每个因子风险的因子载荷为零，
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简言之，这3个条件就是所选的每个证券的权重充分小，所包含的证券数量足够大，该组合对每个因子风险的因子载荷系数为零。

根据线性因子模型的假设，特异性风险
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是独立的，由大数定律可知，当n越来越大时，随机项的加权之和趋向于零。即通过分散化的投资，不需要任何成本就能消除非因子风险，这与CAPM是类似的。因此，可以得到
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又因为证券组合对每个因子风险的因子载荷为零。所以，所有因子风险也被消除了。可以得到
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构造的是无成本的投资组合，没有成本，也没有风险，如果该组合的收益率不为零，那它就是一个套利组合，这不可能存在于一个均衡的市场中。因此，
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上面的讨论可以总结如下。
任取一个向量
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，如果它既正交于单位常向量，即
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又正交于每个因子载荷向量，即
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那么，它一定正交于期望收益率向量，即
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如果有以上条件，任取一个向量，它既正交于单位常向量，又正交于每个因子载荷向量，那么，它一定正交于期望收益率向量。根据Farkas引理
，期望收益率向量就一定可以表示成单位常向量和因子载荷向量的线性组合，即存在
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如果存在无风险证券，其收益率为
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以上是对APT的简单证明。

这样，对于资产数目远大于n的经济，大多数资产期望收益率之间近似成立线性关系，即
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这一定价关系就是罗斯(Ross)于1976年提出的套利定价理论(APT)。

假设
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是对第j个因子有单位敏感度但对别的因子的敏感度等于零的证券组合j(又叫作“基准因素资产组合”)的期望收益率，则由式(12-19)可得
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【例12-3】  考虑一个充分分散化的资产A，资产A受因素1、因素2的影响，这两个因素对应的因素资产收益率的期望值分别为
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。根据套利定价公式, 资产的应得收益率为多少？但若实际上，
[image: image202.wmf]A

()14%

Er

=

%

，会出现什么情况？

【解】精确双因子模型的资产收益公式为
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多因素套利定价公式可以写为
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根据套利定价公式, 资产的应得收益率为4%+0.6×(8%-4%)+0.8×(11%-4%)=12%，但若实际上，
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，高于应得收益，说明其价格被低估，由此有了套利机会。这个套利机会一旦被投资者发现，他就会找到与资产风险相同而且满足套利定价公式的资产组合
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, 用于与资产A之间进行套利。事实上，资产组合
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只需由无风险资产和两个因素资产构造而成，其中因素1、因素2的权重分别为
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即资产
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的收益率符合套利定价公式。

第四节  极限套利与均衡

一、极限套利和市场均衡问题

套利定价理论(APT)是建立在极限套利的基础之上的，即当不存在极限套利机会的时候，给在市场上交易的金融资产定价。我们知道，不存在套利机会是金融市场均衡的必要条件。那么，不存在极限套利机会是否也是金融市场均衡的必要条件呢？答案是否定的，无极限套利不是一个均衡要求。通过一个例子来说明这点。

【例12-4】  这个例子满足以下几项条件。
(1) 共有N只风险资产，它们到期的支付(即变现价值)是
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都是独立同分布的随机变量，服从相同的正态分布，有
[image: image217.wmf])

,

0

(

~

~

2

s

e

N

i

。

(2) 存在一项无风险资产，并且假设
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(3) 假设经济中只有一位投资者，他的禀赋是一单位的每种风险资产。另外，他的效用函数是常数绝对风险厌恶的，即
[image: image219.wmf]()e

w

uw

-

=-

。

在
[image: image220.wmf]0

=

t

时期，金融市场均衡时，所有N只风险资产的均衡价格都为
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此时均衡是存在的。于是，这N只风险资产的收益率为
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于是显然有
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如果用套利定价理论的模型
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来分析这个问题。比照式(12-21)和式(12-23)，显然在式(12-23)的模型中，应该有
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)，这是因为式(12-21)的资产收益中没有共同的因子风险，所以因子载荷系数都为0，所有的风险都是特异性风险。并且，因为有无风险资产存在，所以
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这显然与式(12-22)相矛盾。说明对于这个例子来说，套利定价理论不适用。

套利定价理论在这里不成立是因为此时存在极限套利机会，考虑以下组合：卖出
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单位，于是该组合在0时期的净投资为0，在1时期的支付(变现价值)为
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此时，
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因此，这是一个极限套利机会。存在极限套利机会的原因是参与者具有常数绝对风险厌恶偏好。当
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趋近于无穷而其风险厌恶度不变。他对每一风险增量要求的风险溢价都相同。

由例12-4得到重要的理论结论：存在极限套利机会并不是金融市场均衡的必要条件。换言之，即使市场是均衡的，也可能存在极限套利机会。

套利定价理论是建立在极限套利的基础之上的，所以，即使金融市场处于均衡状态，套利定价理论也可能是不适用的。

二、CAPM与APT的比较

从以上过程可看出CAPM与APT之间具有以下关系。
(1)  APT与CAPM最根本的区别在于：CAPM是典型的收益-风险权衡所主导的市场均衡，APT特别强调的是无套利均衡原则。收益-风险权衡关系建立的市场价格均衡和无风险套利机会建立的市场价格均衡有着本质的区别：收益-风险权衡关系所主导的市场价格均衡，一旦价格失衡，就会有许多投资者调整自己的投资组合来重建市场均衡，但每个投资者只对自己的头寸做有限范围的调整。在CAPM中，每一位投资者都按照自己的收益-风险偏好选择有效组合边界上的投资组合。如果市场组合中的某一项证券价格失衡，资本市场线就会发生移动，所有投资者都会吸纳价值被低估的证券而抛出价值被高估的证券。所以重建市场均衡的力量来自许多投资者的共同行为。套利则不然，一旦出现套利机会，每一个套利者都会尽可能大地构筑头寸，因此从理论上讲，只需少数几位(甚至只需一位)套利者就可以重建市场均衡。

(2) APT是比CAPM更为一般的资产定价模型。APT是一个多因素模型，它假设均衡中的资产收益取决于多个不同的外生因素，而CAPM中的资产收益只取决于一个单一的市场组合因素。从这个意义上看，CAPM只是APT的一个特例。CAPM可看作单因素APT的特殊情形。考察单因素APT公式，即
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式中：
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为因素基准资产的收益率。
当系统因素就是市场投资组合的意外收益时，有
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式中：
[image: image249.wmf]M
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为市场组合的收益率。
该式与资本资产定价模型(CAPM)具有相同的形式。也就是说，若影响证券收益的共同因素仅有市场因素，且该因素的影响可用市场组合收益的变动来衡量时，CAPM与APT是一致的。

(3)  CAPM建立在效用理论基础上，它依赖于对投资者风险厌恶程度的假定，CAPM成立的条件是投资者具有均值-方差偏好、资产收益分布呈正态分布；而APT不需要CAPM赖以成立的那些有关市场假设的条件。APT建立在相同的商品以相同的价格出售这一经济原则之上，对投资者的偏好并无明确的前提要求。APT与CAPM一样，要求所有投资者对资产的期望收益和方差、协方差的估计一致。

(4)  CAPM仅考虑来自市场的风险，可能会遗漏来自市场外的宏观经济环境对证券收益的影响。而多因素APT不仅考虑了市场内的风险，还考虑了市场外的风险，对证券收益的解释性较强。实际上，即使是来自市场内的风险，也可能不止一个，有的影响整个市场中的全部证券，有的只影响市场中的部分证券。

(5) 在CAPM中，证券的价格依赖于市场组合的回报率，需要对其进行估计。CAPM所依赖的市场组合往往难以观测。而APT假设证券的预期收益率是由因子模型产生，需要对因子风险溢价进行估计。APT中要求的基准资产组合不一定是整个市场组合，任何与影响证券收益的系统因素高度相关的充分分散化的资产组合均可充当基准资产组合。

(6)  CAPM对所有证券及投资组合均成立，而APT不能排除个别资产违反期望收益率与风险敏感度的关系，这是由于APT的假设不如CAPM严格所致。

(7)  CAPM明确指出，证券收益依赖整个市场组合。APT虽然建立在因素模型基础上，但并没有明确指出影响证券收益的因素具体有哪些。由于这一原因，尽管在应用方面有很大的吸引力，但它仍不能取代CAPM。

本 章 小 结

(1) 本章主要介绍了套利定价理论。套利定价理论由一个多因素收益生成函数推导而来，其理论基础为一价定律。一价定律就是两种风险-收益性质相同的资产必须按同一价格出售。套利定价理论有5个假设条件，其中第一个线性因子模型的假设条件是核心假设。套利定价理论建立在线性因子模型上，线性因子模型假设资产的收益率由若干因素的线性关系所决定。APT给出的资产的期望收益率是线性形式。APT的假设相对于CAPM更为宽松。

(2) 套利就是不承担风险就能赚取利润的行为，它利用证券间定价的不一致性进行资金转移，从中获取利润。套利组合就是可以在零投资、零风险的情况下，却可以获得正收益的组合。在套利定价理论中，把风险分为若干个因子风险和特异性风险。精确因子模型是指资产的收益仅依赖于因子风险，而不考虑资产特异性风险的套利定价模型，是套利定价理论的一种简化形式。精确因子模型又可以分为精确单因子模型和精确多因子模型。

(3) 如果因子的个数远远小于资产的个数，那么可以使用多种资产来构造组合以分散每个资产的特异性风险，当每种资产上的投资额都很小时，组合投资中各资产的特异性风险几乎为零。这样，对于充分分散化的投资组合来说，特异性风险实际上就不再发生作用，就可以仿照精确因子模型的做法进行套利定价。这就是极限套利。

(4) 极限套利情形下APT的主要证明思路为，如果经济中不存在极限套利机会，那么只要经济的规模足够大(经济中交易的证券数量足够大)，对绝大多数证券来讲，它们的预期收益率之间就近似地存在着线性的关系。

(5) 存在极限套利机会并不是金融市场均衡的必要条件。换言之，即使市场是均衡的，也可能存在极限套利机会。套利定价理论是建立在极限套利的基础之上的，所以，即使金融市场处于均衡状态，套利定价理论也可能是不适用的。

实 训 课 堂
套利超额收益的分析过程：
在多元情形，套利定价模型表达式
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)称为套利平面，它是n维空间的一个超平面。套利平面表示的是一种综合平衡的情况，它的建立考虑了多方面因素的互相影响。
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表示在综合平衡时第i种证券收益率的理论期望值。可是，实际证券交易过程总是处于不平衡状态。另一个统计量为
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，表示第i种证券收益率在T个观察时段的实际平均值。如果
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，则
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位于套利平面之上，买进第i种证券可获得较高的实际收益率。

以具体例子说明如何使用APT 来建立套利证券组合获得套利机会。设有3个证券X、Y、Z(即n=3)，有两个公共因子
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(即k= 2 )。对证券收益率
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以及
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各有5 次观测值列于表12-4中，单位都是1%。无风险收益率则假定为10%。

表12-4  观测情况

	序  号
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	1
	-55.23
	623.99
	53.00
	-10.00
	-5.00

	2
	70.70
	10.00
	413.37
	-5.00
	38.48

	3
	-9.00
	25.00
	-1493.12
	25.00
	8.00

	4
	-12.47
	-3771.42
	1058.75
	40.00
	-1.44

	5
	61.00
	3237.44
	83.00
	50.00
	0.00

	平均
	11.0
	25.0
	23.0
	20.0
	8.0


表中正交因子
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满足正交条件
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两个公共因子的APT 模型为
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 (资料来源：童恒庆. 套利定价理论及实例[J]. 统计与决策，2008) 

思考讨论题：

1. 根据表中数据估计出
[image: image272.wmf]1
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与
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。
2. 根据APT模型计算出证券X、Y、Z的期望收益率，你是否发现其中有套利机会？

3. 若没有套利机会，请说明理由；若有，请问应如何套利？
分析要点：

(1) 首先需要根据表中数据分别估计证券X、Y、Z与
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的协方差与
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的方差


[image: image278.wmf]5

X11

1

1

Cov(,)(11)(20)285.0

5

t

Xt

t

rr

dd

=

=--=

å



[image: image279.wmf]5

2

11

1

1

Var()(20)570.0

5

t

t

dd

=

=-=

å



[image: image280.wmf]X1X11

Cov(,)/Var()285.0/570.00.5

r

bdd

===


类似地，可以计算出
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(2) 代入APT模型中得
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对比实际收益平均值, 可以发现恰好
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那么，单纯在证券X、Z之间进行买卖将无套利可言。但是注意到
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，这就给予套利的机会，即在不增加风险的情况下，可以增加收益。

(3) 具体套利操作需要计算买进卖出数量
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。由套利组合的定义得线性方程组
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 EMBED Equation.3  [image: image294.wmf]
对此线性方程组的系数矩阵作初等变换，解得
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按照-1∶2∶-1的比例买进卖出可获套利。不妨假定开始时某投资者拥有证券X、Y、Z各占1/3，此时他应获利为
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他所承担的风险为
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        (对因素1)
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         (对因素2)
现在他按-1∶2∶-1的比例买进卖出，不妨取极端情况，取


[image: image300.wmf]XYZ

1/3,2/3,1/3

www

=-==-


即他将证券X、Z全部抛出，又全部用来买进证券Y。此时他的风险位置不变，即
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但是他获利增加了5.33 %，因为
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在这里
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都恰好在套利平面上，处于均衡状态。
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也在套利平面上，而
[image: image308.wmf]Y

25%

r

=

在套利平面之上，于是存在套利机会。如果有较多的人认识到这个机会都来大量购进证券Y，则Y的价格会上升，从而使Y的收益率下降而回落到套利平面的均衡点。

复习思考题

一、基本概念

套利定价理论  线性因子模型  因子风险  因子载荷系数  特异性风险  套利组合  精确因子模型  精确单因子模型  精确多因子模型  因子风险溢价  极限套利

二、判断题

1. 套利定价理论推导出的资产收益率取决于一系列影响资产收益的因素，而不完全依赖于市场资产组合。                           
    

         
(    )

2. 在套利定价理论中，把风险分为若干个因子风险和特异性风险。


(    )

3. 当市场达到均衡时，不存在极限套利机会。
                     
(    )

三、单项选择题

1.
某只股票的非系统风险(    )。
A. 在一个成长中的市场中会较高
B. 是由这家公司特有的因素决定的
C. 依赖于市场变动率
D. 不能通过分散化消除
2.
以下关于套利定价理论的描述，错误的是(    )。
A. 该模型由一个多因素收益生成函数推导而出
B. 理论基础为一价定律
C. 该模型推导出的资产收益率不完全依赖于市场资产组合
D. APT的假设相对于CAPM更为严格

3.   线性因子模型采用矩阵符号可以表示为
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表示(    )。
A. 因子风险        　　　　　　 B. 因子载荷系数

C. 特异性风险　　　　　　　　　 D. 因子风险溢价
四、简答题

1. 简单说明套利定价模型的假设条件。

2. 比较套利定价模型与资本资产定价模型。

3. 说明什么是极限套利。

五、论述题

叙述套利定价模型与资本资产定价模型的基本内容，并对它们的适用范围与应用特点进行分析。






















� 设有矩阵A，向量x和b。方程Ax=b，x≥0无解的充要条件是A(T)y≥0，b(T)y<0有一个解。y是一个向量(Fang和Puthenpura，1993，p.60)。这个定理常被用来证明Kuhn-Tucker定理。
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