
在生产调度研究领域,单机车间调度问题一直是研究的热点,理论上单机车间

调度问题可以看作其他调度问题的特殊形式。因此,深入研究单机车间调度问题

可以更好地理解复杂的其他调度问题的结构,求解单机车间调度问题的启发式算

法亦可以作为求解复杂调度问题算法的基础。

3.1 单机调度问题描述

单机调度(single
 

machine
 

scheduling,SMS)问题[1]可以描述为,n 项相互独立的

任务需要在系统中的一台机器上序贯处理,每项任务有加工时间、交货期等参数,此
外还要满足一些调度环境和约束条件的要求,调度目标就是要找到一个最优的任务

序列使得系统总成本最小。该问题可用三参数法进行表示,如1|rj,prmp|∑ωjCj

表示一个单机调度问题,其工件j 在其提交日期rj 进入系统,允许中断。该问题

的优化目标是最小化加权完成时间和。
在理论上,单机调度可看作其他调度问题的特殊形式,因此深入研究单机调度

问题可以更好地理解复杂的多机调度问题的结构,求解单机调度问题的启发式算

法也可以作为求解复杂调度问题算法的基础。在生产实践中,复杂调度问题往往

可以分解为多个单机问题来解决,若一条生产线上的某台机器成为瓶颈,则整条生

产线的调度可以围绕该机器进行,就可以转化为一个单机调度问题。单机调度问

题也是一类经典的NP-Hard问题,对单机调度问题求解算法的研究可以提供求解

复杂调度问题的算法基础。

3.2 单机调度问题的数学模型

3.2.1 单机总加权完成时间调度问题的数学模型

  单机总加权完成时间[3]的三参数表示法是1∑ωjCj,其中,工件j的权重ωj
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是一个重要的因素,可以表示为每单位时间的持有成本,或者是已经附加到工件j
上的价值。 这个问题引出了调度理论中非常有名的规则———加权最短加工时间

优先(weighted
 

shortest
 

processing
 

time
 

first,WSPT)规则[1]。根据这个规则,工
件按ωj/pj 的降序来排列。

现设定如下一些假设:
 

(1)
 

工件在该台机器上加工时不能被其他工件抢占。
(2)

 

该机器同一时刻至多加工一个工件。
(3)

 

该台机器一直可用,并且在时刻0时机器处于空闲状态。
(4)

 

该台机器前有无限缓存区。
(5)

 

工件之间没有加工次序约束。
(6)

 

工件完工后立即被运走。
(7)

 

工件准备时间已作为其加工时间的一部分。
下面针对第一种情况给出相应的数学模型:

 

目标:
 

z=min∑
n

j=1
ωjCj (3-1)

  约束:
 

p1
ω1
≤

p2
ω2
≤ … ≤

pn

ωn
(3-2)

pj ≥0, j=1,2,…,n (3-3)

  目标函数(3-1)表示加权完工时间和最小,约束条件(3-2)保证工序按照

WSPT规则排列,约束条件(3-3)表示所有工件的加工时间应该大于或者等于0。

3.2.2 单机提前/拖期调度问题的数学模型[4]

提前/拖期调度问题在准时制(just
 

in
 

time,JIT)生产中有重要意义。该问题

是近20年来重要的研究课题,取得了许多研究成果,它的重要性体现在准时交货,
可以避免不必要的在制品与成品的库存,加速资金周转,提高生产率,增强企业在

客户中的信誉,提高企业产品的竞争能力。在市场经济发展的今天,这一问题的研

究具有十分重要的实际意义。从理论上讲,这一领域中还有许多困难问题尚未解

决,所以对它的研究具有重要的理论意义。
单机提前/拖期调度问题可以描述如下:

 

设有n 个工件j1,j2,…,jn,等待在

同一台机器上加工,工件之间的加工顺序无约束。工件ji 的加工时间为pi,工件

ji 的交货期为di,设工件ji 的实际完工时间为ci,如果ci<di,则工件ji 受到提

前惩罚,如果ci>di,则工件ji 受到拖期惩罚。工件ji 的单位提前、拖期惩罚系

数分别为hi 和ωi(i=1,2,…,n),则工件ji 所受到的提前、拖期惩罚总数为:
 

gi(ci)=hi·max{0,di-ci}+ωj·max{0,ci-di} (3-4)
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  调度目标是确定工件的加工顺序和每个工件的实际开工时间,使得工件的提

前/拖期惩罚最小,即

min∑
n

i=1
gi(cj)

s.t
 

ci ≤cj -pj 或  cj ≤ci-pi
 ∀i,j, i≠j, ci ≥pi

 ∀i
(3-5)

3.3 单机调度问题的典型调度规则

单机调度相关问题的最优启发式规则包括经典的 WSPT规则、EDD规则和

LST规则。不同的调度规则在不同场景中表现的性能亦存在差异。如运用工件

集合中工件所需的加工时间最小的优先规则SPT可使平均流水时间最短[6];
 

运

用交货期在前的工件优先的规则EDD,可使工件集合的最大拖期时间最短。

3.3.1 WSPT规则

WSPT规则对1∑ωjCj 是最优的。

证明 采用反证法。假设一个非 WSPT的调度S 是最优的。在这个调度里,
必须至少有两个相邻的工件,比方说工件j,后面接着工件k,使得

ωj

pj
<

ωk

pk
(3-6)

  假设工件在时间t开始加工,对工件j和工件k 执行所谓的邻对交换。在原

来的调度S 中,工件j在时间t开始加工,紧跟着是工件k;
 

而在新的调度规则下,
工件k在时间t开始加工,紧跟着是工件j,所有其他工件还是保持在原来的位置

上。这里把新的调度叫作S'。在工件j和k之前加工的工件总加权完成时间不受

交换的影响。在工件j和k 之后加工的工件总加权完成时间也不受交换的影响。
因此,在调度规则S 和S'下,目标值的不同仅仅取决于工件j和k(见图3-1)。在

调度规则S 下,工件j和k的总加权完成时间是:
 

(t+pj)ωj +(t+pj +pk)ωk (3-7)

  而在调度规则S'下其总加权完成时间是:
 

(t+pk)ωk +(t+pk +pj)ωj (3-8)

  很容易验证,如果ωj/pj<ωk/pk,则在调度规则S'下的两个加权完成时间之

和严格小于在调度规则S 的。这和调度规则S 的最优性相矛盾。
根据 WSPT规则,对工件进行排序所需的计算时间是根据两个参数的比率对

工件进行排序所需的时间,其时间复杂度O(nlog(n))。
优先约束如何影响总加权完成时间的最小值呢? 考虑优先约束最简单的形式
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(即并行链形式的优先约束,见图3-2),这个问题仍然可以通过相对简单而有效(多
项式时间)的算法解决。这个算法是基于带有优先约束调度的基本性质提出的。

图3-1 工件j和k的邻对交换[6]

  
图3-2 链式优先约束

考虑2条工件链条:
 

定义第一链条Ⅰ,由工件1,2,…,k组成;
 

而另一条链,定
义第二链条Ⅱ,由工件k+1,k+2,…,n 组成。其优先约束如下:

 

1→2→…→k
以及

k+1→k+2→…→n
定理3.1基于如下假设:

 

如果调度者决定开始加工一条链上的工件,在他可

以继续加工另一条链上的工件之前,他必须完成整个链上的工件。问题是:
 

如果

调度者想要最小化n 项工件的总加权完成时间,那么两条链中的哪一条应该先加

工呢?
定理3.1 如果

∑
k

j=1
ωj

∑
k

j=1
pj

> (<)
∑
n

j=k+1
ωj

∑
n

j=k+1
pj

(3-9)

  那么,在工件链k+1,k+2,…,n 之前(后)加工工件链1,2,…,k是最优的。
证明 采用反证法。在顺序1,2,…,k,k+1,k+2,…,n 下,总加权完成时

间是:
 

ω1p1+…+ωk∑
k

j=1
pj +ωk+1∑

k+1

j=1
pj +…+ωn∑

n

j=1
pj (3-10)

  而在顺序k,k+1,k+2,…,n,1,2,…,k下,总加权完成时间是

ωk+1pk+1+…+ωn ∑
n

j=k+1
pj +ω1 ∑

n

j=k+1
pj +p1  +…+ωk∑

n

j=1
pj  (3-11)

  如果
 

∑
k

j=1
ωj

∑
k

j=1
pj

>
∑
n

j=k+1
ωj

∑
n

j=k+1
pj

(3-12)
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  那么,第1种顺序的总加权完成时间比第2种顺序的总加权完成时间小。结

论成立。

2条 邻 近 工 件 链 间 的 互 换 通 常 被 称 为 邻 近 顺 序 互 换(adjacent
 

sequence
 

interchange)。这样的互换是邻对互换的一般化。
链1→2→…→k的一个重要特征定义如下:

 

存在l*满足

∑
l*

j=1
ωj

∑
l*

j=1
pj

=max
1≤l≤k

∑
l

j=1
ωj

∑
l

j=1
pj  (3-13)

  左边的比率被称为链1,2,…,k的ρ因子,并记为ρ(1,2,…,k)。工件l*被称

为确定该链ρ因子的工件。
假设现在调度者允许在处理另一条链之前不必把第一条链的所有工件完成。

他可以在处理某一条链的一些工件(只要坚持优先约束)时转到另一条链,然后在

晚一点的时间再返回第1条链。在多条链的情况下,如果目标函数是总加权完成

时间,那么下面的结果成立。
定理3.2 如果工件l*确定ρ(1,2,…,k),那么存在一个最优顺序:

 

连续加

工工件1,2,…,l*,而没有来自其他链的工件打断。
证明 采用反证法。假设在最优顺序下,子顺序1,2,…,l*的加工被来自其

他链的工件v 中断。最优顺序包含子顺序1,2,…,u,v,u+1,u+2,…,l*,称为

子顺序S。足以说明,子顺序v,1,2,…,l*(称为S'),或者子顺序1,2,…,l*,v
(称为S″)的总加权完成时间小于子顺序S。如果第一个S'顺序不小于子顺序S,
那么第二个S″顺序必然小于S,反之亦然。由定理3.1可以得出,如果S 小于S'
的总加权完成时间,那么

ωv

pv
<

ω1+ω2+…+ωu

p1+p2+…+pu
(3-14)

  由定理3.1也能得出,如果S 小于S″的总加权完成时间,那么

ωv

pv
>

ωu+1+ωu+2+…+ωl*

pu+1+pu+2+…+pl*
(3-15)

  如果l*是确定链1,2,…,k的ρ因子的工件,那么

ωu+1+ωu+2+…+ωl*

pu+1+pu+2+…+pl*
>

ω1+ω2+…+ωu

p1+p2+…+pu
(3-16)

  如果S 比S″好,那么

ωv

pv
>

ωu+1+ωu+2+…+ωl*

pu+1+pu+2+…+pl*
>

ω1+ω2+…+ωu

p1+p2+…+pu
(3-17)

  因此,S'比S 好。如果链由多项工件打断,则可以进行同样的讨论。
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定理3.2的结果是直观的。定理的条件意味着权重除以顺序1,2,…,l*中工

件加工时间的比率在某种意义上是递增的。如果已经决定开始加工一串工件,那
么一直加工至工件l*完成而没有任何其他工件在中间加工是最好的调度方案。

前面的两个定理包含了一个简单算法的基础,当优先约束表现为链式时,该算

法可以最小化总加权完成时间。
算法3.1 (带链式约束的总加权完成时间):

 

只要机器空闲了,选择剩下链中

具有最高ρ因子的链,无中断地加工该链直到并包括确定它的ρ因子的工件为止。
例3.1说明了如何使用该算法。

例3.1 (带链式约束的总加权完成时间)考虑下面两条链:
 

1→2→3→4 和 5→6→7
表3-1给出了工件的权重和加工时间。

表3-1 例3.1工件的权重和加工时间

工件 1 2 3 4 5 6 7

ωj 6 18 12 8 8 17 18
pj 3 6 6 5 4 8 10

第1条链的ρ因子是(6+18)/(3+6)并且是由工件2确定。第2条链的ρ因

子是(8+17)/(4+8)并且是由工件6确定。由于24/9大于25/12,所以工件1和

工件2先加工。第1条链剩下部分的ρ因子是12/6并且是由工件3确定的。由

于25/12大于12/6,所以工件5和6接着工件1和2进行加工。第2条链剩下部

分的ρ因子是18/10并且是由工件7确定的,所以工件3在工件6之后加工。由

于工件7的ωj/pj 比率高于工件4的比率,所以工件7在工件3之后加工,工件4
最后加工。

对于1|prec|∑ωjCj,已经得到比刚才考虑的并行链更一般的优先约束的

多项式时间算法。然而,对于任意的优先约束,该问题是强NP-Hard问题。
到目前为止,假设所有工件在零时刻均是可加工的。考虑工件到达时间不一

致且允许中断的情况,即1|rj,prmp|∑ωjCj 。首先要考虑的问题是,WSPT规

则的中断形式是否是最优的。一个 WSPT规则的中断形式可简述如下:
 

在任何时

间点,选择权重和剩余加工时间比率最大的可加工工件进行加工。因此当工件加

工时,它的优先级会增加;
 

正因为如此,一个工件不会被另一个同样可加工的工件

所中断。然而,一个工件可能被新提交的具有更高优先因子的工件所中断。尽管

这个规则看起来像无中断的 WSPT规则的逻辑性扩展,但它并不一定能够得到最

优调度,因为这个问题是强NP-Hard问题。

如果所有的权重是相等的,那么1|rj,prmp|∑Cj 问题就很容易。但是这个

问题的无中断形式 即1|rj|∑Cj  仍然是强NP-Hard问题。
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总加权折扣完成时间∑ωj(1-e
-rcj)(其中r是折扣因子),在某种程度上被

描述成是总加权(无折扣)完成时间的一般化目标。1∑ωj(1-e
-rcj)问题提出

了一个不同的优先级规则,即按公式(3-18)

ωje
-rpj

1-e
-rpj

(3-18)

的降序调度工件的规则。在后续章节中,这条规则被称为权重折扣最短加工时间

优先(weight
 

discounted
 

shortest
 

processing
 

time
 

first,WDSPT)规则。

3.3.2 EDD规则[7]

EDD规则考虑的目标和交货期相关。考虑与交货期相关的一般性问题,也就

是问题1prechmax,这里

hmax=max(h1(c1),h2(c2),…,hn(cn)) (3-19)

  其中,hj(j=1,2,…,n)是非减成本函数,其目标与工期相关。即使当工件受

限于任意优先约束,这个问题也可以用后向动态规划算法进行有效求解。

显然,最后一项工件的完工时间Cmax=∑pj,这与调度方案是无关的。J 表

示已经调度的工件集合,它们在时间区间内进行加工。

Cmax-∑
j∈J

pj,Cmax  (3-20)

  集合J 的补集为集合Jc,表示仍然等待调度的工件集合,而Jc的子集J'表示

在J 前可以立即调度的工件集合(即所有直接后续已经在J 中的工件集合)。集

合J'称作可调度工件集。下面是后向算法得到最优调度。
算法3.2 (最小化最大成本)
步骤1 设J=⌀,Jc={1,2,…,n},而J'是没有后续的所有工件集合。
步骤2 使j*满足

hj* ∑
j∈Jc

pj  =
 

min
j∈J'

hj ∑
k∈Jc

pk    (3-21)

  将J*加到J,从Jc中删除J*,修改J'使它表示新的可调度工件集合。
步骤3 如果Jc=⌀,则停止,否则跳转到步骤2。
定理3.3 对1prechmax应用算法3.2得到一个最优调度方案。

证明 采用反证法。假设在一个给定的迭代中从J'中选出工件J**,在J'所

有的工件中不具有最小完成成本

hj* ∑
j∈Jc

pj  (3-22)

  则J**是选择的工件。最小成本工件J*必然在晚一些的迭代中进行调度,这
意味着J*必须在J**之前出现在顺序中。许多工件可能会出现在J*和J**之
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间,如图3-3所示。

图3-3 定理3.3的最优性证明

为说明这个顺序不可能是最优的,选取工件J*,将其插入工件J**后面且紧

随其后,那么最初的调度中在J*和J**之间的所有工件,包括J**,均得到提前。
唯一的完成成本增加的工件是J*。然而,由定义知道,现在它的完成成本比最初

调度下工件J**的完成成本小,因此在插入工件J*后最大完成成本降低了。
例3.2 (最小化最大成本)
考虑表3-2中的3个工件:

 

表3-2 例3.2的3个工件

工  件 1 2 3

pj 2 3 5
hj(Cj) 1+C1 1.2C2 10

制造期Cmax=10并且h3(10)<h1(10)<h2(10)(因为10<11<12)。因此,
工件3最后进行调度并且必须在时间5的时候开始加工。为确定哪个工件在工件

3之前进行加工,必须比较h2(5)和h1(5)。在最优调度中,工件1和2都可以在

工件3前进行加工,因为h2(5)=h1(5)=6,所以有两个调度是最优的:
 

1,2,3和

2,1,3。
问题1‖Lmax是1prechmax 的最有名的特例。函数hj 定义为Cj-dj,按

算法3.2获得的工期升序排列工件的调度方案,即最早交货期(EDD)规则。
动态规则的一个例子是最小松弛(minimum

 

slack,MS)[8,9]优先。
另一个常用到的规则就是先来先服务规则,等同于提交日期最早优先(earliest

 

release
 

date,ERD)规则。这个规则试图让各工件的等待时间相等(也就是说最小

化等待时间的方差)。

3.3.3 总加权滞后时间[10]

问题1 ∑ωjTj 是1∑Tj 问题的重要的一般化。许多学者研究了这个问

题并且已经试验出了很多不同的方法。这些方法涵盖了从非常复杂的密集型计算

机技术到相当粗糙的起初为应用目的而设计的启发式算法。
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该问题描述的对1∑Tj 的动态规划算法也可以处理一致的权重,pj ≥

pk⇒ωj ≤ωk。
定理3.4 如果有两个工件

 

j和k,dj≤dk,pj≤pk 及ωj≥ωk,那么,存在工

件j在工件k之前的最优调度。
证明基于(不必是相邻的)成对交换的讨论。

遗憾的是,对任意权重的1∑ωjTj 不能得到有效的算法。

定理3.5 问题1∑ωjTj 是强NP-Hard问题。

证明 证明再次基于对1∑ωjTj 的三划分归结而完成。归结基于如下变

形:
 

再一次选择工件的数量n=4t-1,以及

dj =0, pj =aj, ωj =aj, j=1,2,…,3t

dj =(j-3t)(b+1), pj =1, ωj =2, j=3t+1, 3t+2,…,4t-1
  使

z= ∑
1≤j≤k≤3t

ajak +
1
2
(t-1)tb (3-23)

  可以证明,存在目标值为z 的调度,当且仅当三划分问题存在解。前3t个工

件的ωj/pj 比率等于1,并且在时间0到期。有t-1个ωj/pj 比率等于2的工

件,它们的工期是在b+1,2b+2,等等。可以得到值为z的解,如果这t-1个工件

可以精确地在区间

[b,b+1], [2b+1,2b+2], …, [(t-2)b+t-2,(t-1)b+t-1]
进行加工(见图3-4)。为把t-1个工件填到t-1个区间中,前3t个工件必须拆分

成t个子集,每个子集含3个工件,每个子集中3个加工时间的和等于b。可以验

证,这种情况下加权滞后之和等于z。

图3-4 1 ∑ωjTj 的三划分归结

当不存在这样一个划分时,那么至少存在一个子集,其中3个工件的加工时间

之和大于b,并且另一个子集中3个工件的加工时间之和小于b。可以验证,在这

种情况下,加权滞后之和大于z。

通常,分枝定界法[12]用于1∑ωjTj。 一般来说,调度从末端开始构造(即

后向时间)。在搜索树的j层上,工件被放在第(n-j+1)位置。所以从j-1层的

每个顶点,有n-j+1个分枝到达j 层。没有必要评估所有可能的顶点,如定

理3.4中描述的支配结论可以删除许多顶点。J层顶点数量的上界是n!/(n-j)!。
后向构造顺序的依据是目标函数中较大的项可能和放在调度后面的工件相关联,
所以从末端开始构造顺序是有利的。
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有很多不同的定界技巧,较简单的定界技巧之一是将问题松弛为运输问题。
在这个程序中,每个(整数)加工时间pj 的工件j分成pj 个工件,每项是单位加工

时间。如果工件j的一个单位工件在时间区间(k-1,k)内加工,那么决策变量

xjk 就是1,否则是0。这些决策变量xjk 必须满足两组约束:
 

∑
cmax

k=1
xjk =pj, j=1,2,…,n (3-24)

∑
n

j=1
xjk =1, k=1,2,…,Cmax (3-25)

  显然,满足这些约束的解并不保证是没有中断的可行调度。定义成本系数

cjk,它满足

∑
l

k=l-pj+1
cjk ≤ωjmax(l-dj,0), j=1,2,…,n;

 

 l=1,2,…,Cmax

(3-26)

  那么最小成本解提供了一个下界,因为对于xjk=1(k=Cj-pj+1,…,Cj)
的运输问题的任何解,等式(3-27)成立:

 

∑
cmax

k=1
cjkxjk = ∑

cj

k=cj-pj+1
cjk ≤ωjmax(Cj -dj,0) (3-27)

  非常容易找到满足这个关系的成本函数。例如,设

cjk =
0, k≤dj
 
ωj,k>dj (3-28)

  运输问题的解为1∑ωjTj 提供了一个下界。这个定界技巧适用于树的每个点

所对应的未调度工件。如果这个下界比任何已知的调度解大,那么就可以删除该点。
例3.3 (最小化总加权滞后时间)
考虑表3-3中的4个工件:

 

表3-3 例3.3的4个工件

工件 1 2 3 4

ωj 4 5 3 5

pj 12 8 15 9

dj 16 26 25 27

由定理3.4立即得到在最优顺序中,工件4跟在工件2后面,工件3跟在工件

1后面。根据时间后向构造分枝定界树。只有两个工件需考虑作为最后一个位置

的候选,即工件3和工件4。图3-5中描述了需要考查的分枝定界树的顶点。为了

先选一分枝进行搜索,对1层的两个点确定边界。


