
第 5 章 数组和稀疏矩阵

本章学习目标

• 理解数组的基本操作和存储方式;

• 掌握特殊矩阵的压缩存储方法;

• 掌握稀疏矩阵的表示方法;

• 掌握快速转置算法和乘法算法的实现方法。

本章重点介绍数组的概念及其抽象数据类型、特殊矩阵的压缩存储和

稀疏矩阵的表示。

5.1 数组的概念与表示

数组是计算机运作中非常重要的概念,几乎每种编程语言都有数组。
作为一种数据结构,数组可以看作线性表的推广,其特点是结构中的元素

本身可以是原子类型,也可以是具有某种结构的数据,但所有元素都属于

同一数据类型。

5.1.1 数组的概念

数组是有序排列的相同类型的数据元素的集合。
由上述定义可以得到数组具有如下两个特征。
(1)数组中的元素是有序的。数组中的元素可以用数组名和下标指

定,下标指出了该元素在数组中的顺序。
(2)数组的元素都是相同类型的。数组中存储的所有元素必须是同一

种数据类型,不能是多种数据类型的混合。
除了上述两个特征,通常还认为数组是一种静态的数据结构,即一旦

定义了某个数组,它包含的元素个数(数组的大小)将不再改变,不能再增

加和删除数组中的元素。可动态改变大小的动态数组不在本书的讨论范

围内。因此,对数组的操作一般只有两类:
(1)获得特定位置的元素值;
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  (2)修改特定位置的元素值。
由此可以将数组看作是从下标集到元素集的一个映射。
如果下标依次指出了数组的第1个元素、第2个元素、……、第n个元素,即下标集为

{1,2,…,n},则这样的数组称为一维数组,该数组的长度为n。在该一维数组中,除最后

一个元素(第n个元素)外,每个元素都有唯一的一个后继元素。
如果要指定数组中的某个元素,需要两个下标分别指定该元素在数组中位置,这样的

数组称为二维数组。二维数组中的所有元素形成了一个有行有列的矩形结构,要指定一

个m行n列的二维数组中的某个元素,需要指定它所在的行下标和列下标,即下标集为

{(1,1),(1,2),…,(m,n)}。通常,第1个下标为行下标,第2个下标为列下标,该数组在

行这一维度的长度为m,在列这一维度的长度为n。在该二维数组中,除最后一列元素

(列下标为n的元素)外,每个元素都有一个行相同但位于下一列的后继元素;同理,除最

后一行元素(行下标为 m 的元素)外,每个元素都有一个列相同但位于下一行的后继

元素。
多维数组可以由此推广得到,n维数组需要n个下标确定数组元素在数组中的位置。
由此可以得到数组的抽象数据类型:

 ADT Array{

 数据对象:D = {aj1j2…jn
| n(>0)是数组的维数,ji 是数组的第 i 维下标,

1≤ji≤bi,bi 是数组的第 i 维的长度,aj1j2…jn∈ElemSet }

 数据关系:R = { R1 ,R2 ,…,Rn }

Ri = {<aj1…ji…jn
,aj1…ji +1…jn

>|1≤jk≤bk,1≤k≤n 且 k≠i,

1≤ji≤bi-1,aj1…ji…jn
,aj1…ji + 1…jn∈D,i=1,2,…,n}

 基本操作:

 InitArray(&A,n,b1,b2,…,bn)

 初始条件:维数 n 和各维的长度合法

 操作结果:构造相应的数组 A,并返回 TRUE

 DestroyArray(&A)

 初始条件:数组 A 存在

 操作结果:销毁数组 A,并返回 TRUE

 GetValue(A,&e,j1,j2,…,jn)

 初始条件:n 维数组 A 存在,各下标 ji 合法

 操作结果:用 e 返回数组 A 中由 j1,…,jn 指定的元素的值

 SetValue(&A,e,j1,j2,…,jn)

 初始条件:n 维数组 A 存在,各下标 ji 合法

 操作结果:将数组 A 中由 j1,…,jn 指定的元素的值置为 e

} ADT Array

在上述数组抽象数据类型的描述中,数组中的每个数据元素都对应了一组下标(j1,…,

jn),每个下标的取值范围是1≤ji≤bi,其中i=1,2,…,n。
在上述数据关系中,Ri描述的是第i维的后继关系,即数据元素aj1…ji…jn在第i维的后

继元素是aj1…ji+1…jn。仅就单个关系而言,仍是线性关系。
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举例来说,当n=1时,n维数组就退化为一维数组,即定长的线性表,假设它的长度为

k,则它的唯一后继关系R={<a1,a2>,<a2,a3>,…,<ak-1,ak>|ai∈D,i=1,2,…,k}。
当n=2时就是二维数组,假设它第一维的长度为m,第二维的长度为n,则它的两个

数据关系分别为:行方向上的后继关系R1={<aij,ai,j+1>|1≤j≤n-1,aij,ai,j+1∈D,i=
1,2,…,m};列方向上的后继关系R2={<aij,ai+1,j>|1≤i≤m-1,aij,ai+1,j∈D,j=1,

2,…,n}。
抽象地讲,n(n>1)维数组也可以看作一个特殊的一维数组,该一维数组的每个元素

本身是一个n-1维数组。如n=2时,如果把二维数组看作一个特殊的一维数组,则该一

维数组中的每个元素也是一个一维数组。
例如,下面是以m行n列矩阵形式表示的二维数组Am×n。

Am×n=

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
︙ ︙ ⋱ ︙

am1 am2 … amn
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数组Am×n可以看作一个由行向量构成的一维数组

Am×n=(a1,a2,…,am)

=((a11,a12,…,a1n),(a21,a22,…,a2n),…(am1,am2,…,amn))
其中,每个元素ai对应Am×n的每一行,即ai=(ai1,ai2,…,ain),1≤i≤m。

数组Am×n也可以看作一个由列向量构成的一维数组

Am×n=(a1,a2,…,an)=

a11
a21
︙

am1
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a1n
a2n
︙

amn
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其中,每个元素aj对应A的每一列,即aj=(a1j,a2j,…,amj),1≤j≤n。
数组作为一个抽象数据类型,用户可以根据应用的需要增加其他必要的运算,如数组

的整体赋值运算等,但不应当违背数组是静态数据结构的特性。
本节定义的数组的抽象数据类型Array可以用C语言的数组定义机制实现。

5.1.2 数组的顺序表示

由于数组是一种静态的数据结构且数组元素有序,因此采用顺序存储结构表示数组

是非常自然的。对于一维数组,只需要按顺序依次分配数组元素的存储单元即可;但是对

于多维数组,当数组元素在一维结构的存储单元中连续存储时,就会产生存储的次序

问题。
对于任意二维数组Am×n,可以从行和列两个方向把它看作一个特殊的一维数组,相

应的,二维数组就有按行序为主序和按列序为主序两种存储方式。在实际的高级语言中,
不同的语言可能采用不同的存储结构,例如C语言采用按行序为主序的存储方式,而
FORTRAN则是采用按列序为主序的存储方式。

对于二维数组Am×n,按行序为主序的存储方式和按列序为主序的存储方式如图5.1
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所示。

图5.1 二维数组的两种存储方式

对于二维数组Am×n,只要给出了首元素a11的存储地址,并且知道每个元素所占的存

储空间,就可以计算出任意元素aij的地址。
假设二维数组Am×n的每个元素占L个存储单元,首元素a11的地址为Loc(1,1)。对

于按行序为主序的存储方式,元素aij排在第i行、第j列,它前面的第i-1行有n×(i-1)
个元素,在第i行aij前面还有j-1个元素。由此得到aij地址的计算公式为

Loc(i,j)=Loc(1,1)+(n×(i-1)+(j-1))×L (5.1)

  对于按列序为主序的存储方式,也可以得到类似的计算公式,在此不再赘述。
对于任意三维数组Bm×n×p,同样可以把它看作一个特殊的一维数组

Bm×n×p=(b1,b2,…,bm)
其中,每个元素bi对应一个n×p的二维数组。因此,以第一维的顺序为主序,然后

依次考虑第二维的顺序和第三维的顺序,存储三维数组Bm×n×p存储序列为

b111,b112,…,b11p,b121,b122,…,b12p,…,b1n1,b1n2,…,b1np,

b211,b212,…,b21p,b221,b222,…,b22p,…,b2n1,b2n2,…,b2np,…,

bm11,bm12,…,bm1p,bm21,bm22,…,bm2p,…,bmn1,bmn2,…,bmnp.
  同样,给出首元素b111的存储地址,并且知道每个元素所占的存储空间,就可以计算

出任意元素bijk的地址。
假设三维数组Bm×n×p的每个元素占L个存储单元,首元素b111的地址为Loc(1,1,1)。

按上面的存储方式,元素bijk与bi11在同一个二维数组中,由公式(5.1)

Loc(i,j,k)=Loc(i,1,1)+(p×(j-1)+(k-1))×L
而bi11前面有i-1个n×p的二维数组,因此

Loc(i,1,1)=Loc(1,1,1)+(n×p×(i-1))×L
由此可得bijk地址的计算公式为
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Loc(i,j,k)=Loc(i,1,1)+(n×p×(i-1)+p×(j-1)+(k-1))×L (5.2)

  推广到一般情况,对于n维数组Cb1b2…bn,如果以第一维的顺序为主序,然后依次考虑

第二、三、…、n维的顺序,存储n维数组C。若已知首元素c11…1的存储地址为Loc(1,1,
…,1),并且知道每个元素所占的存储空间L,可得任意元素Cj1j2…jn地址的计算公式为

Loc(j1,j2,…,jn)=Loc(1,1,…,1)+(b2×…×bn-1×bn×(j1-1)+b3×…

×bn-1×bn×(j2-1)+…+bn×(jn-1-1)+(jn-1))×L
  该公式可简写为

Loc(j1,j2,…,jn)=Loc(1,1,…,1)+ ∑
n-1

i=1

(ji-1)∏
n

k=i+1
bk+(jn-1)( )×L (5.3)

  注意:以上讨论的前提是数组每维的下标均从1开始。在实际应用中,C语言允许

下标下界为0,而Pascal允许下标下界为负整数、0或正整数。在这种情况下,地址计算

公式就与前面的讨论有所不同了,仿照前面的推导过程,读者不难推导出这类数组中任意

元素的存储地址的计算公式。

5.1.3 特殊矩阵的压缩存储

5.1.2节介绍的数组的顺序表示方法适用于具有完整结构的数组,即数组元素的各下

标在各自独立的范围内(n维数组对1≤k≤n,1≤jk≤bk)改变,并且大部分元素值不为0。
但也有许多情况不适用,例如,对于对称矩阵,上述表示方法将会有大约一半的存储空间

是多余的。因此,为了节省存储空间,可以对这些特殊矩阵进行压缩存储。这些特殊矩阵

的共同特点是其元素的分布有明显的规律性,从而可将其压缩到一维数组中,并找到每个

元素在一维数组中的对应位置。
下面对三种特殊矩阵加以讨论。

图5.2 下三角矩阵

的存储

1.下三角矩阵

对于一个n阶矩阵An×n,若当i<j时有aij=0,则称此矩阵为下三角矩阵,下三角矩

阵的形式如下。

An×n=

a11 0 … 0 … 0
a21 a22 … 0 … 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ 0
ai1 ai2 … aii … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱ 0
an1 an2 … ani … ann
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对于下三角矩阵的压缩存储,只存储下三角中的元素,其余的0
元素则不存储。

对于下三角矩阵An×n,下三角中共有n(n+1)/2个元素,若按行

序为主序的原则,可以将矩阵下三角中的所有元素压缩存储到一个

长度为n(n+1)/2的存储空间中,如图5.2所示。
若已知首元素a11的存储地址为Loc(1,1),并且知道每个元素

所占的存储空间L,An×n下三角中任意元素aij前面的i-1行共有
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1+2+3+…+(i-1)个元素,在第i行前面共有j-1个元素。由此得到aij地址的计算

公式为

Loc(i,j)=Loc(1,1)+(i×(i-1)/2+(j-1))×L,i≥j (5.4)

2.上三角矩阵

对于一个n阶矩阵An×n,若当i>j时有aij=0,则称此矩阵为上三角矩阵,上三角矩

阵的形式如下。

An×n=

a11 a12 … a1i … a1n
0 a22 … a2i … a2n
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙

0 0 … aii … ain
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … 0 … ann
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对于上三角矩阵的压缩存储,同下三角矩阵类似,只存储上三角中的元素,对于其余

的零元素则不存。
同样,若按行序为主序的原则,可以将矩阵上三角中的所有元素压缩存储到一个长度

为n(n+1)/2的存储空间中,按以下序列存储:

a11,a12,…,a1n,a22,a23,…,a2n,…,ann
因此,可得aij地址的计算公式为

Loc(i,j)=Loc(1,1)+((2n-i+2)×(i-1)/2+(j-i))×L,i≤j (5.5)

3.对称矩阵

若矩阵中的所有元素均满足aij=aji,则称此矩阵为对称矩阵。对称矩阵的形式如下。

An×n=

a11 a12 … a1n
a12 a22 … a2n
︙ ︙ ︙ ︙

a1n a2n … ann
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对于对称矩阵,因其元素满足aij=aji,可以为每一对相等的元素分配一个存储空间,
即只存下三角(或上三角)矩阵,从而将n2 个元素压缩到n(n+1)/2个存储空间中。

5.2 稀 疏 矩 阵

在许多科学与工程应用中经常会遇到这样一种矩阵:矩阵规模很大,但其中大多数

元素的值为零,只有少部分元素的值非零,并且这些非零元素在矩阵中的分布没有规律

性,这种矩阵称为稀疏矩阵。稀疏矩阵经常出现在大规模集成电路设计、电力输配系统、
图像处理、城市规划等应用领域。

例如,式(5.6)表示的矩阵 M及其转置矩阵。
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M=

32 0 0 17 0 0
0 0 5 9 0 0
0 0 0 0 0 0
0 13 0 0 0 0
41 0 0 0 0 0
0 0 0 0 12 0
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, MT=

32 0 0 0 41 0
0 0 0 13 0 0
0 5 0 0 0 0
17 9 0 0 0 0
0 0 0 0 0 12
0 0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(5.6)

  在上述矩阵 M及其转置矩阵中,在36个元素中只有7个非零元素,显然是个稀疏矩

阵。但非零元素要少到多少才称为稀疏矩阵并无确切定义,这是人们直观进行分辨的

概念。
由此,可以得到稀疏矩阵的抽象数据类型:

 ADT SMatrix{

 数据对象:D = {aij| 1≤i≤m,1≤j≤n,

aij∈ElemSet,m 和 n 分别是矩阵的行数和列数 }

 数据关系:R = {Row,Col}

Row = {<aij,ai,j+1>| 对 1≤j≤n-1,aij,ai,j+1∈D,1≤i≤m }

Col = {<aij,ai+1,j>| 对 1≤i≤m-1,aij,ai+1,j∈D,1≤j≤n }

 基本操作:

 CreateSMatrix(&M,n,n)

 操作结果:创建一个 m 行 n 列的稀疏矩阵

 DestroySMatrix(&M)

 初始条件:稀疏矩阵 M 存在

 操作结果:销毁稀疏矩阵 M

 PrintSMatrix(M)

 初始条件:稀疏矩阵 M 存在

 操作结果:输出稀疏矩阵 M

 CopySMatrix(M,&T)

 初始条件:稀疏矩阵 M 存在

 操作结果:将稀疏矩阵 M 复制得到稀疏矩阵 T

 Transpose(M,&T)

 初始条件:稀疏矩阵 M 存在

 操作结果:求 M 的转置矩阵 T

 Multiply(M,N,&P)

 初始条件:稀疏矩阵 M 的列数等于稀疏矩阵 N 的行数

 操作结果:求矩阵 M 与 N 的乘积 P

} ADT SMatrix

5.2.1 稀疏矩阵的三元组表示

由于没有特殊矩阵中非零元素分布的规律性,稀疏矩阵的压缩存储要比特殊矩阵复

杂。为了节省稀疏矩阵的存储空间,按照压缩存储概念,只需要存储稀疏矩阵中的非零元

素。但是,由于非零元素的分布没有规律性,为了保证实现矩阵的各种运算,除了需要存



70    算法与数据结构

储非零元素的值外,还必须同时记录它所在的行和列,这样一个三元组(i,j,aij)便能唯一

确定矩阵中的一个非零元素,其中aij表示矩阵第i行第j列非零元素的值。下面7个三元

组表示了式(5.6)中矩阵 M的7个非零元素:
(1,1,32),(1,4,17),(2,3,5),(2,4,9),(4,2,13),(5,1,41),(6,5,12)

若以某种方式(如上,按行序为主序的顺序)将7个三元组排列起来,则形成的表就能

唯一确定稀疏矩阵,从而得到稀疏矩阵的一种压缩存储方式,即三元组顺序表,其结构描

述如下:

 //稀疏矩阵的三元组顺序表存储结构

#define MAXSIZE 1000     //非零元素的个数最多为 1000

typedef struct

{

 int row,col;      //该非零元素的行下标和列下标

 ElemType data;      //该非零元素的值

} Triple;

typedef struct

{

 Triple data[MAXSIZE+1];  //非零元素的三元组顺序表,data[0]未用

 int   m,n,len;      //矩阵的行数、列数和非零元素的个数

}SMatrix;

在此,data域中表示非零元素的三元组是按行序为主序的顺序排列的。
表5.1表示了稀疏矩阵 M中data域的排列情况。

表5.1 矩阵 M的三元组顺序表表示

row col data

1 1 32

1 4 17

2 3 5

2 4 9

4 2 13

5 1 41

6 5 12

  在矩阵足够稀疏的情况下,这种表示方法对存储空间的需求量比通常的方法少得多。
例如式(5.6)中的矩阵 M若用三元组顺序表表示,在每个元素占一个存储单元的情况下,
则只需要21个存储单元;若直接用二维数组按通常办法表示,则需要36个单元。矩阵越

大,越稀疏,其优越性越明显。
下面以稀疏矩阵的转置运算和乘法运算为例,介绍采用稀疏矩阵三元组顺序表表示

的实现方法。



第 5 章　数组和稀疏矩阵　 71   

1.转置运算

矩阵的转置。通过变换元素的位置,把位于(row,col)位置上的元素换到(col,row)
位置上,得到了一个新的矩阵。也就是说,把元素的行列互换。如式(5.6)中矩阵 M 及其

转置矩阵。一般地,一个m×n的矩阵的转置矩阵就是n×m的矩阵。
采用矩阵的正常存储方式时,实现矩阵转置的经典算法如算法5.1所示。
【算法5.1】 

 Transpose(ElemType src[n][m],ElemType dst[m][n])

{

  //src 和 dst 分别为转置前的源矩阵和转置后的结果矩阵(用二维数组表示)

  int i, j;

  for (i=0; i<m; i++)

  for (j=0; j< n; j++)

  dst[j][i]=src[i][j];

} //Transpose

很显然,该算法执行的基本操作就是变换元素的位置,把位于第i行第j列的元素换

到第j行第i列的位置上,这样的变换操作需要对矩阵中每个元素进行,因此转置运算的

时间复杂度为O(m×n)。如果源矩阵src是一个稀疏矩阵,则结果矩阵dst也是一个稀

疏矩阵。而对于三元组顺序表表示的稀疏矩阵src,若三元组顺序表中的某一行为(i,j,

x),则结果矩阵dst的三元组顺序表中应有(j,i,x),但如果仅仅是简单地对矩阵src的行

列进行交换,所得到矩阵dst的三元组顺序表将由源矩阵的按行序进行存储变为按列序

进行存储,为了保证dst的三元组顺序表仍按行序为主序存储,需要对行列互换后的三元

组顺序表按行序进行重新排序。
表5.2表示了式(5.6)中稀疏矩阵 M的转置矩阵 MT 的三元组顺序表表示。

表5.2 矩阵 M的转置 MT 的三元组顺序表表示

row col data

1 1 32

1 5 41

2 4 13

3 2 5

4 1 17

4 2 9

5 6 12

  为了保证转置后矩阵的三元组顺序表仍按行序为主序存储,使用稀疏矩阵的三元组

顺序表存储结构需要按照col从小到大的顺序完成元素位置的变换。显然,为了找到 M
中每列的所有非零元素,需要对其data域从第1行起整个扫描一遍。具体算法描述如算
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法5.2所示。
【算法5.2】 

 void Transpose (SMatrix src, Smatrix* dst)

{

  //把矩阵 src 转置到 dst 所指的矩阵中,矩阵用三元组顺序表存储结构

  int  i , j, k ;

  dst->m= src.n ; dst ->n= src.m ; dst ->len= src.len ;

  if(dst->len>0)

  {

    j=1;

    for(k=1; k<= src.n; k++)

    for(i=1; i<= src.len; i++)

    if(src.data[i].col==k)

    {

      dst->data[j].row = src.data[i].col;

      dst->data[j].col = src.data[i].row;

      dst->data[j].data = src.data[i].data;

      j++;

    }

  }

} //Transpose

算法5.2中设置了一个计数器j,用于指向src当前元素转置后应放入dst所指的三

元组顺序表中的位置。处理完src中的一个元素后,j加1,j的初值为1。
算法使用了一个二重循环:外循环用来控制扫描的次数,每执行一次外循环体,dst

所指的矩阵相当于排好了一行;内循环则用来扫描src三元组顺序表中的每一行,并判断

表中每行相应的元素在该轮中是否需要转换。算法的时间耗费主要在此二重循环中,其
时间复杂度为O(src.n×src.len)。在最坏的情况下,当非零元素个数src.len=src.m×
src.n时,算法的时间复杂度为O(src.n×src.n2),这比直接采用矩阵转置的经典算法的时

间复杂度O(src.n×src.n)要差。
不难看出,此算法之所以耗费时间,问题在于其每形成转置矩阵的一行,都必须从头

到尾扫描src.data中的每一行。能否在实施转置时只对src.data扫描一次,就能得到按

行序为主序存储的dst->data呢? 为此提出了一种快速转置算法,它依赖于以下条件。
(1)待转置矩阵src每一列中非零元素的个数(转置后dst指向矩阵的每一行中非零

元素的个数)。
(2)待转置矩阵src每一列中第一个非零元素(转置后dst指向矩阵的每一行中第一

个非零元素)在dst->data中的正确位置。
为此,需要设两个数组num[]和position[],其中num[col]用来存放待转置矩阵src

第col列中非零元素的个数(转置后dst指向矩阵第col行非零元素的个数),position
[col]用来存放待转置矩阵src第col列(转置后dst指向矩阵中第col行)中第一个非零元


