
绪论 条件充分性判断题

条件充分性判断是管理类联考数学部分第二题型，引自于国外GMAT考试。该题型主

要考查学生的逆向思维能力，需结合数学和逻辑推理知识求解，要求较高，很多考生做此类

题型时错误率极高。本部分将详细介绍此种题型的解法。

一、充分性定义

两个命题 A和 B，若由命题 A成立，可以肯定推出命题 B也成立（即 A⇒ B为真命题），

则称命题A是命题 B成立的充分条件。

二、解题说明及选项含义

条件充分性判断题由一个结论、两个条件和五个选项组成。此类题要求判断所给的条

件是否能够完全肯定地推出题干中的条件，即只需要分析条件是否充分即可。五个选项是

固定的，其所规定的含义严格按照考试大纲给出的标准定义，呈现如下：

若条件（1）充分，但条件（2）不充分，选A；

若条件（1）不充分，但条件（2）充分，选 B；
若条件（1）和（2）单独都不充分，但条件（1）和（2）联合起来充分，选 C；
若条件（1）充分，条件（2）也充分，选D；

若条件（1）和（2）单独都不充分，条件（1）和（2）联合起来也不充分，选 E。

三、基本解法

（1）自下而上：由条件推导结论，这是最基本的解法，但需保证条件的所有情况都可以

肯定推出结论，则条件才是充分的。

（2）自上而下：如果结论比较复杂，找不到条件和结论的关联，可以先从结论出发，找到

结论的同义替换，再从条件推导结论（其本质仍然回归到自下而上）。

四、解题技巧

（1）特值法：从条件中取特值，代入结论验证。此种情况需要注意：从条件中取特值代

入结论符合，但条件不一定充分。

（2）反例法：从条件中找到一个反例推翻了结论，则条件一定不充分。

注意：基础阶段只需要掌握前两种技巧即可，下面的技巧需要经过大量题型训练之后，

再学习利用，否则效果不佳。

（3）两条件矛盾型：当两个条件矛盾时，一般考虑选A、B、D、E。
（4）两条件等价型：当两个条件为等价命题时，一般考虑选D，E。
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（5）两条件包含型：当两条件具备包含关系时，比如条件（2）的范围包含了条件（1）的范

围，一般考虑选A、D、E。
（6）两条件红花绿叶型：当其中的一个条件是等量表达式（红花），另一个条件是范围限

定（绿叶），一般考虑选 C、E。
（7）当两个条件至少有一个是充分的，不再考虑联合，一般考虑选A、B、D。

（8）当两个条件都不充分时，才考虑联合，一般考虑选 C、E。

五、例题精讲

【例 1】1< x< 10。
（1）2< x< 6。 （2）x= 4。
【解析】条件（1），x的范围被包含在结论里，充分；条件（2），x= 4在结论范围里，也充

分，答案选D。

【例 2】3< x< 16。
（1）1< x< 8。 （2）5< x< 18。
【解析】条件（1），举反例 x= 2，推不出结论，不充分；条件（2），举反例 x= 17，推不出结

论，也不充分；考虑联合，取其交集为 5< x< 8，此时是结论的子集，联合充分，答案选 C。
【例 3】| x |= 1。
（1）x= 1。 （2）x=-1。
【解析】把条件（1）和（2）中的 x值都代入结论符合，两个条件都充分，答案选D。

【例 4】x=±1。
（1）x= 1。 （2）x=-1。
【解析】x=±1表示 x= 1或 x=-1，包含两种情况，条件（1）和（2）均为结论的子集，

都充分，答案选D。

【例 5】x≥ 1。
（1）x> 1。 （2）x= 1。
【解析】x≥ 1表示 x> 1或 x= 1，包含两种情况，条件（1）和（2）均为结论的子集，都充

分，答案选D。

【例 6】x> 5。
（1）x≥ 5。 （2）x≥ 6。
【解析】条件（1），举反例 x= 5，不能推出结论，不充分；条件（2），x≥ 6是结论的子集，

充分，答案选 B。
【例 7】( x+ 3 )( x- 5 )= 0。
（1）x=±5。 （2）x> 0。
【解析】结论为 x=-3或 x= 5。条件（1），举反例 x=-5，不能推出结论，不充分；条

件（2），x> 0，也不充分；条件（1）和（2）联合取交集为 x= 5，是结论的子集，充分，答案选 C。
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1.1 知识要点归纳

一、实数的基本概念和应用

1. 整数、自然数

整数：-2，-1，0，1，2这样的数称为整数。整数包含正整数、0和负整数，符号为 Z。

自然数：0，1，2，3，…，符号为N（最小的自然数是 0）。

2. 奇数、偶数

奇数：不能被 2整除的数，一般用 2n+ 1( n∈ Z )表示。

偶数：能被 2整除的数，一般用 2n ( n∈ Z )表示。注意 0能被 2整除，所以 0是偶数。

奇偶组合性质如下。

奇数+奇数=偶数；奇数+偶数=奇数；偶数+偶数=偶数；

奇数×奇数=奇数；奇数×偶数=偶数；偶数×偶数=偶数。

3. 质数、合数

质数：除了 1和它本身以外，不能被其他自然数整除的正整数，如 5只能被 1和 5整除。

合数：除了 1和它本身以外，还能被其他自然数整除的正整数，如 4不仅能被 1和 4整除，

还能被 2整除。

质数、合数的重要性质如下。

（1）小于 20的质数：2，3，5，7，11，13，17，19。
（2）最小的质数是 2，2既是质数也是偶数，2是唯一的质偶数，除 2以外的质数都是奇数。

（3）若两个正整数 a，b满足 a× b=质数，则 a，b中必有一个为 1（质数只能分解为 1和
它本身相乘）。

（4）如果两个质数的和或者差是奇数，则其中必有一个是 2；如果两个质数的积是偶数，

则其中也必有一个是 2。
（5）最小的合数是 4，把一个合数分解成几个质数乘积的形式，称为分解质因数，如 30=

5× 3× 2。
（6）互质数：公约数只有 1的两个数称为互质数，如 9和 16。

4. 有理数、无理数

实数是有理数和无理数的统称。

有理数包括整数、有限小数和无限循环小数。

无理数指无限不循环小数。

实数的具体分类见图 1‑1。
常见的无理数有：

（1）圆周率 π，自然对数 e；
（2）带有根号，如 2 和 3；
（3）对数函数，如 log2 3。
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图1⁃1 实数的分类

5. 整除、倍数、约数

整除：当整数 a除以非零整数 b，商是整数时，则称 a能被 b整除。

整除特点如下。

（1）能被 2整除的数：个位为 0，2，4，6，8；
（2）能被 3（9）整除的数：各数位的数字之和必能被 3（9）整除；

（3）能被 4（8）整除的数：末两（三）位数字必能被 4（8）整除；

（4）能被 5整除的数：个位为 0或 5；
（5）能被 6整除的数：同时能被 2和 3整除；

（6）能被 10整除的数：个位必为 0；
（7）能被 11整除的数：从右向左，奇数位的数字之和减去偶数位的数字之和能被 11整

除（包括 0）。

倍数、约数：当 a能被 b整除时，则 a是 b的倍数，b是 a的约数。

最小公倍数：几个数公有的倍数称为公倍数，其中最小的一个数称为这几个数的最小公

倍数。a，b两个数的最小公倍数可以表示成 [ a，b]，如 6，9的最小公倍数为 [6，9]= 18。
最大公约数：几个数公有的约数称为公约数（又称公因数），其中最大的一个数称为最大

公约数。a，b两个数的最大公约数可以表示成 ( a，b )，如 6，9的最大公约数为 ( 6，9 )= 3。
求最小公倍数有以下两种方法。

（1）公式法。两数乘积=最大公约数×最小公倍数，即 a× b=( a，b )× [ a，b]。若已知

两数乘积及这两数的最大公约数，则可利用此公式求最小公倍数；若要求三个数的最小公倍

数，仍可利用上述公式，先求得其中两个数的最小公倍数，再求这个最小公倍数与第三个数

的最小公倍数即为所求结果。

（2）短除法。先用这几个数的公约数除以每一个数，再用部分数的公约数去除，并把不

能整除的数移下来，一直除到所有的商中每两个数都是互质的为止，然后把所有的除数和商

连乘起来，所得的积就是这几个数的最小公倍数。

二、绝对值

1. 代数定义

| a |={a a≥ 0
-a a< 0
，

，

5
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2. 几何定义

| a |表示在数轴上 a点到原点 0的距离；

| a- b |表示数轴上 a点到 b点的距离。

3. 绝对值的性质

（1）对称性：| - a |= | a |；

（2）等价性： a2 = | a |，| a | 2= | a2 |= a2；

（3）自比性：-| a |≤ a≤ | a |，| a |= a 1， a> 0
；

a | a
=
| {-1， a< 0

（4）非负性：| a |≥ 0，a2≥ 0，a4≥ 0，⋯， a ≥ 0，4 a ≥ 0，⋯。

4. 绝对值基本不等式

| x |< a ( a> 0 )⇔-a< x< a（x到原点的距离小于 a）；

| x |> a ( a> 0 )⇔ x<-a或 x> a（x到原点的距离大于 a）。

5. 绝对值三角不等式

基本公式为 | a |- | b |≤ | a± b |≤ | a |+ | b |，等号成立的条件见表 1‑1。

表 1‑1 三角不等式中等号成立的条件

表达式 成立条件 举 例

| a+ b |= | a |+ | b | ab≥ 0 | 3+ 2 |= | 3 |+ | 2 |

| a- b |= | a |+ | b | ab≤ 0 | 3-(-2 ) |= | 3 |+ | (-2 ) |

| a+ b |= | a |- | b | ab≤ 0且 | a |≥ | b | | 3+(-2 ) |= | 3 |- | (-2 ) |

| a- b |= | a |- | b | ab≥ 0且 | a |≥ | b | | 3- 2 |= | 3 |- | 2 |

三、比和比例

1. 比

a
两个数 a，b相除又可称为这两个数的比，即 a∶ b=

b
。若 a除以 b的商为 k，则称 k为

a∶ b的比值。

2. 比例

a c
如果 a∶ b和 c∶d的比值相等，则称 a，b，c，d成比例，记做 a∶ b= c∶d或

b
=
d
。其中

a和 d叫作比例外项，b和 c叫作比例内项，当 a∶ b= b∶ c时，称 b为 a和 c的比例中项。

3. 正比和反比

正比：若 y= kx（k≠ 0，k为常数），则称 y与 x成正比，k为比例系数；

反比：若 y= k
（k≠ 0，k为常数），则称 y与 x成反比，k为比例系数。
x

6
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4. 比例基本定理

（1）更比定理：
a= c ⇔ a= b

；
b d c d

（2）反比定理：
b
a=

d
c ⇔

a
b= d

c
；

（3）合比定理：
a= c ⇔ a+ b= c+ d

（等式左右同加 1）；
b d b d

（4）分比定理：
a
b
=
d
c ⇔ a-

b
b= c-

d
d
（等式左右同减 1）；

（5）合分比定理：
a= c ⇔ a+ b= c+ d

（（3）式除以（4）式）；
b d a- b c- d

a c e a+ c+ e
（6）等比定理：

b
=
d
=
f
=
b+ d+ f

（b+ d+ f≠ 0）。

四、平均值

1. 平均值基本定义

（1）算术平均值

有 n个实数 x1，x2，⋯，xn，称
x1+ x2+⋯+ xn

为这 n个数的算术平均值，记为
-
x=

n
1 ∑

n

xi。n i= 1

（2）几何平均值

有 n个正实数 x1，x2，⋯，xn，称
n x1 x2⋯xn 为这 n个数的几何平均值，记为 xg= ∏

n

xi。
i= 1

n

2. 平均值定理

有 n个正实数 x1，x2，⋯，xn，其算术平均值大于等于其几何平均值，即
x1+ x2+⋯+ xn≥

n

x1 x2⋯xn（当且仅当 x1= x2=⋯= xn时，取等号）。
n

3. 平均值定理的运用

对于两个数：a> 0，b> 0，a+ b≥ ab（当且仅当 a= b时，取等号）。2
转化（1）：a+ b≥ 2 ab（当 a，b两数乘积为定值时，可得两数之和的最小值）；

2

转化（2）：ab≤ （当 a，b两数之和为定值时，可得两数乘积的最大值）；( a+ b
2 )

转化（3）：a+ 1 ≥ 2（a> 0）；a+ 1 ≤-2（a< 0）；
a a

2+ b2
转化（4）：

a ≥ a+ b≥ ab ≥ 1
2
1。2 2 +

a b
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对于三个数：a> 0，b> 0，c> 0，a+ b+ c≥ 3 abc（当且仅当 a= b= c时，取等号）。3
求最值口诀：一正，二定，三相等。

1.2 基础精讲例题

一、奇数、偶数、质数、合数

【例 1-1】如果 a，b均为质数，且 3a+ 7b= 97，则 a+ b=（ ）。

A. 14 B. 15 C. 16 D. 17 E. 18
【解析】97为奇数，一奇一偶相加所得，又 a，b均为质数，所以 a，b必有一个为 2，当 a= 2

时，b= 13；当 b= 2时，a= 83
，不符合，因此 a+ b= 15，答案选 B。3

【套路】此类题是奇、偶、质、合联合考查，应先根据已知数据的奇偶性判定未知变量的

奇偶性，再通过质、合，讨论确定数值。

【例 1-2】（2014‑1）若几个质数（素数）的乘积为 770，则它们的和为（ ）。

A. 85 B. 84 C. 28 D. 26 E. 25
【解析】分解质因数，770= 11× 7× 5× 2，其和为 11+ 7+ 5+ 2= 25，答案选 E。
【例 1-3】（2015‑1）设m，n是小于 20的质数，满足条件 | m- n |= 2的{m，n}共有（ ）。

A. 2组 B. 3组 C. 4组 D. 5组 E. 6组
【解析】小于 20的质数分别是 2，3，5，7，11，13，17，19，满足条件的集合有{3，5}，{5，7}，

{11，13}，{17，19}，由于集合具有无序性，因此共有 4组，答案选 C。

【例 1-4】（2021‑1）设 p，q是小于 10的质数，则满足条件 1< q
p
< 2的 p，q有（ ）组。

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 E. 6

【解析】10以内的质数有 2，3，5，7，则满足条件的有 2
3
，3
5
，5
7
，共 3组，答案选 B。

二、有理数、无理数性质

【例 1-5】设m= 5 + 2，则m+
m
1

的整数部分为（ ）。

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 E.以上结论均不正确

1 5 - 2
【解析】m+ 1 =

5 +2 (
5 + 2+ = 5 +2+ = 5 +2+ 5 -

m 5 + 2 )( 5 - 2 )
2= 2 5 < 5，其整数部分是 4，答案选 C。

【例 1-6】如果 ( 2+ 2 )2= a+ b 2（a，b为有理数），那么 a- b等于（ ）。

A. 2 B. 3 C. 8 D. 10 E.以上结论均不正确

【解析】( 2+ 2 )2= 6+ 4 2 = a+ b 2，则 a= 6，b= 4，a- b= 2，答案选A。

【套路】已知 a，b，c，d为有理数， c， d 为无理数，满足 a+ c= b+ d，利用“门当
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户对”原则，则 a= b，c= d。

三、整除、余数问题

【例 1-7】三个数的和是 312，这三个数分别能被 7，8，9整除，而且商都相同，则最大的数

与最小的数相差（ ）。

A. 18 B. 20 C. 22 D. 24 E. 26
【解析】设商都为 n，则三个数分别为 7n，8n，9n，7n+ 8n+ 9n= 312，解得 n= 13，最大

的数与最小的数相差 9n- 7n= 2n= 2× 13= 26，答案选 E。
【例 1-8】若 n是正整数，则 n3- n一定有约数（ ）。

A. 5 B. 6 C. 7 D. 8 E. 12
【解析】n3- n= n ( n2- 1 )= n ( n+ 1 )( n- 1 )，根据定理：连续 n个整数乘积一定能被 n!

整除，又 n ( n+ 1 )( n- 1 )是三个连续的整数乘积，因此一定能被 3!= 6整除，答案选 B。
【技巧】特值法排除，令 n= 2，n3- n= 6；令 n= 3，n3- n= 24，观察选项都有约数 6，答

案选 B。
【例 1-9】自然数 n的 13倍除以 10的余数为 9，则 n的个位数字为（ ）。

A. 2 B. 3 C. 5 D. 7 E. 9
【解析】被除数=除数×商+余数，则 13n= 10×商+9，即 13n- 9= 10×商，所以

13n- 9是 10的倍数，可以推出 13n的个位数字为 9，因此 n的个位数字为 3，答案选 B。
【套路】被除数=除数×商+余数，可以转化为被除数-余数=除数×商。余数问题可

以转化为整除问题进行求解。

【技巧】通过代入法排除，当 n= 3时，13n= 39，除以 10的余数为 9，答案选 B。

四、公倍数与公约数

【例 1-10】甲每 9天进城一次，乙每 12天进城一次，丙每 15天进城一次，某天三人在城

里相遇，那么距离下次相遇的时间至少是（ ）天。

A. 60 B. 180 C. 270 D. 300 E. 360
【解析】要求距离下次相遇的最少天数，即求 9，12，15的最小公倍数，[9，12，15]=180，

答案选 B。
【例 1-11】将长为 18cm，宽为 12cm的长方形截成若干个相同的正方形（边长是整厘米

数）且没有剩余，则所截得的正方形最少为（ ）个。

A. 2 B. 4 C. 6 D. 8 E. 12
【解析】截成的正方形的边长应尽可能大，即求 18和 12的最大公约数。( 18，12 )= 6，则

18 12
所截得的正方形最少为 6 × 6 = 6个，答案选 C。

五、绝对值的代数意义

【例 1-12】已知 t 2- 3t- 18≤ 0，则 | t+ 4 |+ | t- 6 |=（ ）。

A. 2t- 2 B. 10 C. 3 D. 2t+ 2 E.以上结论均不正确

【解析】根据题意，( t+ 3 )( t- 6 )≤ 0，解得-3≤ t≤ 6，则 t+ 4> 0，t- 6≤ 0，去掉绝

9
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对值符号可得 | t+ 4 |+ | t- 6 |=( t+ 4 )+( 6- t )= 10，答案选 B。
【技巧】特值法，当 t= 0时，符合不等式，代入原式结果为 10，答案选 B。

【例 1-13】已知
|||
||
5x- 3 |||

||= 3- 5x
，则实数 x的取值范围为（ ）。

| 2x+ 5 | 2x+ 5

A. x<-2
5
或 x≥ 5

3 B.- 2
5 ≤ x≤ 5

3 C.- 2
5 < x≤ 5

3

D.- 35 ≤ x< 5
2 E.以上结论均不正确

||| 5x- 3 ||| 3- 5x
【解析】已 知

|
|| 2x+ 5 |

||= 2x+ 5，去 掉 绝 对 值 变 为 了 相 反 数 ，则 绝 对 值 里 面 的 数

5x- 3 ≤ 0，即{( 5x- 3 )( 2x+ 5 )≤ 0，解得-5 < x≤ 3
，答案选 C。2x+ 5 2x+ 5≠ 0 2 5

【套路】①若 | a |=-a，则 a≤ 0；② f ( x ) ≥ (≤ )0⇔
ì
í
f ( x ) g ( x )≥ (≤ )0

。
g ( x ) g ( x )≠ 0î

【技巧】通过特值法排除，x= 0符合等式，排除 A；分母不能为零，即 x≠- 52，排除 B；

x= 2不符合等式，排除D，答案选 C。
【例 1-14】（2019‑1）设 a，b满足 ab= 6，| a+ b |+ | a- b |= 6，则 a2+ b2=（ ）。

A. 10 B. 11 C. 12 D. 13 E. 14
【解析】ab= 6> 0，则 a，b同号。令 a> b> 0，去掉绝对值符号，则 | a+ b |+ | a- b |=

( a+ b )+( a- b )= 2a= 6，则 a= 3，b= 6= 2，因此 a2+ b2= 13，答案选D。
a

【技巧】特值法，由 ab=6很容易想到 ab=6= 1× 6= 2× 3，代入 | a+ b |+ | a- b |=6
验证，得到 a= 2，b= 3，符合，因此 a2+ b2= 13，答案选D。

六、绝对值的非负性

【例 1-15】已知 | x- y+ 1 |+(2x- y )2= 0，那么 logy x=（ ）。

A. 1 B.-1 C. 0 D. 2 E. 3
ì x- y+ 1= 0 ìx= 1

【解析】利用非负性得í2x- y= 0 ，解得í y= 2，则 logy x= log2 1= 0，答案选 C。
î î

【套路】具有非负性式子：| a |≥ 0，a2≥ 0， a ≥ 0。

非负性基本题型模板：若 | a |+ b2+ c= 0，则 a= b= c= 0。
【例 1-16】（2008‑10）| 3x+ 2 |+ 2x2- 12xy+ 18y 2= 0，则 2y- 3x=（ ）。

14 2 2 14A.- B.- C. 0 D. E.9 9 9 9
【解析】配方得 |3x+ 2|+ 2( x- 3y )2= 0，利用非负性得：3x+ 2= 0，x- 3y= 0，解得

2 2 14
x=-23，y=-

2
9，则 2y- 3x= 2× (- 9 )- 3× (- )= 9 ，答案选 E。3

10
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七、绝对值的自比性

a b c abc
【例 1-17】a，b，c是非零实数，则

| a |
+
| b |
+
| c |
+
| abc |

的所有值共有（ ）种情况。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
【解析】分以下几种情况讨论。

① 三个正：令 a> 0，b> 0，c> 0，则原式= 1+ 1+ 1+ 1= 4；
② 两正一负：令 a> 0，b> 0，c< 0，则原式= 1+ 1- 1- 1= 0；
③ 两负一正：令 a> 0，b< 0，c< 0，则原式= 1- 1- 1+ 1= 0；
④ 三个负：令 a< 0，b< 0，c< 0，则原式=-1- 1- 1- 1=-4。
综上，所有取值共有 3个，答案选 C。

【套路】绝对值的自比性
a = | a | 1 a> 0

，核心是正、负符号的判定。
| a | a

={-1 a< 0
【扩展】如果在题干前加入限定条件 a+ b+ c= 0，此时三个数只能为两正一负或两负

一正，原式的值为 0。

八、绝对值三角不等式

【例 1-18】已知 | a |= 5，| b |= 7，ab< 0，则 | a- b |=（ ）。

A. 2 B.-2 C. 12 D.-12 E.以上结论均不正确

【解析】方法（1），根据题意{a= 5 或{a=-5，则 | a- b |= 12，答案选 C。
b=-7 b= 7

方法（2），根据三角不等式公式，因为 ab< 0，则 | a- b |= | a |+ | b |= 5+ 7= 12，答案

选 C。
【例 1-19】已知 | x- a |≤ 1，| y- x |≤ 1，则有（ ）。

A. | y- a |≤ 2 B. | y- a |≤ 1 C. | y+ a |≤ 2
D. | y+ a |≤ 1 E.以上结论均不正确

【解 析】 根 据 三 角 不 等 式 公 式 ，可 得 | y- a |= | ( x- a )+( y- x ) |≤ | x- a |+

| y- x |≤ 2，答案选A。

九、绝对值的几何意义

【例 1-20】设 y= | x- 1 |+ | x- 3 |，则下列结论正确的是（ ）。

A. y没有最小值

B.只有一个 x可使 y取到最小值

C.有无穷多个 x可使 y取到最大值

D.有无穷多个 x可使 y取到最小值

E.以上结论均不正确

【解析】| x- 1 |+ | x- 3 |表示 x到 1和 3的距离之和。分段讨论：当 1≤ x≤ 3时，x到 1

11
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的距离与 x到 3的距离之和等于 2（即 1到 3的距离）；当 x< 1时，x到 1的距离与 x到 3的距

离之和必然大于 2；当 x> 3时，x到 1的距离与 x到 3的距离之和必然大于 2，综上：当 1≤
x≤ 3时，| x- 1 |+ | x- 3 |有最小值为 | 1- 3 |= 2，答案选D。

【套路】形如 | x- a |+ | x- b | b的距离之和， 有（令 a< b）表示 x到 a， 当 a≤ x≤ b时，

最小值为 | a- b |，无最大值。

十、基本比例计算问题

【例 1-21】（2015‑1）若实数 a，b，c满足 a∶ b∶ c= 1∶ 2∶ 5，且 a+ b+ c= 24，则 a2 +
b2 + c2 =（ ）。

A. 30 B. 90 C. 120 D. 240 E. 270
【解析】待定系数法，设 a= k，b= 2k，c= 5k，则 a+ b+ c= k+ 2k+ 5k= 24，解得 k=

3，则 a= 3，b= 6，c= 15，因此 a2+ b2+ c2= 32+ 52+ 152= 270，答案选 E。
1

【例 1-22】设 ∶ 1∶ 1 = 4∶ 5∶ 6，则使 x+ y+ z= 74成立的 y值是（ ）。
x y z

A. 24 B. 36 C. 74 D. 37 E.以上结论均不正确3 2
1 1 1 1

【解析】方法（1），x∶ y∶ z= ∶ 1∶ 1，利用待定系数法，令 x= a，y= a，z= a，4 5 6 4 5 6

则 x+ y+ z= 1
a+ 1

a+ 1
a= 74，解得 a= 120，则 y= 1

a= 24，答案选A。4 5 6 5
1 1

方 法（2），x∶ y∶ z= ∶ 1∶ 1 = × 60∶ 1× 60∶ 1× 60= 15∶ 12∶ 10，又 x+4 5 6 4 5 6
y+ z= 74，观察得到 y= 24，答案选A。

【套路】对于 x∶ y∶ z= 1∶ 1∶ 1（a，b，c为常数）的多比例题型，有以下两种方法。
a b c

方法（1），待定系数法，令 x=
a
1
k，y=

b
1
k，z= 1

c
k，根据题干的等量关系式求出 k值。

方法（2），求出分母 a，b，c的最小公倍数，将分数比化为整数比，通过观察分数对应的具

体数值，直接找到答案。

十一、合（分）比定理

2011 2012 2013
【例 1-23】若 a= 2012，b= 2013，c= 2014，则 a，b，c的大小关系为（ ）。

A. a< b< c B. a< c< b C. c< b< a

D. c< a< b E.以上结论均不正确

1 1 1
【解 析】 利 用 分 比 定 理 ，则 有 a= 1- 2012，b= 1- 2013，c= 1- 2014，明 显

a< b< c，答案选A。

【技巧】分子比分母小 1，由于
1
2 <

2
3 <

3
4，则 a< b< c，答案选A。

12
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十二、等比定理

【例 1-24】
a+ b= a+ c= b+ c=（ ）。
c b a

A. 2 B.-1 C. 2或-1 D. 1 E. 1或 2
a+ b a+ c b+ c

【解析】方法（1），当 a+ b+ c≠ 0时，利用等比定理，可得
c

=
b

=
a

=

2( a+ b+ c ) = 2；当 a+ b+ c= 0时，代入题干，
a+ b=-c=-1，答案选 C。

a+ b+ c c c
ìa+ b= kc

方法（2），待定系数法。令
a+ b= a+ c= b+ c= k，则

ïïïï
ía+ c= kb，三式相加得：

c b a ïïïïîb+ c= ka
2( a+ b+ c )= k ( a+ b+ c )，整 理 ( a+ b+ c ) ( k- 2 )= 0，则 k= 2 或 a+ b+ c= 0。 当

a+ b+ c= 0时，k= a+ b=-c=-1，综上所述，k= 2或 k=-1，答案选 C。
c c

【套路】解分式连等式题型方法如下。

a c e a+ c+ e
（1）等比定理 = = = (b+ d+ f≠ 0)，需要讨论分母是否为零；

b d f b+ d+ f

（2）待定系数法，连等分式全部拆开并化为整式，再整合成一个式子，求出待定系数。

十三、正比、反比

1 3
【例 1-25】已知 y= y 1- y 2，且 y 1与 2 成反比例，y 2与 x+ 2 成正比例。当 x= 0时，

2x
y=-3；当 x= 1时，y= 1，那么 y与 x的表达式是（ ）。

3x2 3 2 6 6A. y= - B. y= 3x - C. y= 3x2+2 x+ 2 x+ 2 x+ 2
3x2 3 3D. y=- + E. y=-3x2-2 x+ 2 x+ 2

【解析】根据题意，y1=
k1 = 2k1 x2，y2=

3
k2，则 y=2k1 x2-

3
k2。将 ( 0，-3 )，1 x+2 x+2

2x2

ì 3

( 1，1 )代入得

ïï
ïï
í
-3=- 2 k2

，解得 k1 =
3
，k2 = 2，因此 y= 3x2 - 6

，答案选 B。3 2 x+ 2ïï1= 2k1 - k2ïïî 1+ 2
【技巧】特值法验证排除，将 x= 0，y=-3代入五个选项中，只有 B选项符合，答案

选 B。

十四、平均值基本定义

【例 1-26】（2017‑1）在 1到 100之间，能被 9整除的整数的平均值是（ ）。

A. 27 B. 36 C. 45 D. 54 E. 63

13
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9+ 18+⋯+ 99
【解 析】 由 题 意 可 得 ，最 小 为 9，最 大 为 99，则 平 均 数 为 11 =

9×(1+ 2+⋯+ 11 ) = 54，答案选D。11
Sn a1+ an 9+ 99

【技巧】对于等差数列，平均数为
n
= 2 = 2 = 54，答案选D。

【例 1-27】如果 x1，x2，x3三个数的算术平均值为 5，则 x1 + 2，x2 - 3，x3+ 6与 8的算术

平均值为（ ）。

A. 3 14 B. 6 C. 7 D. 7 12 E. 9 15
【解析】根据题意，x1+ x2+ x3= 15，则 x1 + 2，x2 - 3，x3+ 6 与 8 的算术平均值为

( x1+ 2 )+( x2- 3 )+( x3+ 6 )+ 8 15+ 13
4 = 4 = 7，答案选 C。

【技巧】x1，x2，x3的算术平均值为 5，直接令 x1= x2= x3= 5代入求值。

十五、平均值定理求最值

【例 1-28】已知 a+ b= 4，则 3a+ 3b的最小值为（ ）。

A. 3 2 B. 18 C. 9 D. 2 2 E. 6
3a+ b【解析】根据平均值定理，3a+ 3b≥ 2 3a× 3b = 2 = 2 34 = 18，答案选 B。

4 1
【例 1-29】已知 x> 0，y> 0，x+ y= 1，则

x
+
y
的最小值为（ ）。

A. 8 B. 9 C. 10 D. 12 E. 14
ö÷÷
ø

æçç
è

【解析】
x
4 +

y
1 =

x
4 + 1

y
( x+ y )= 5+ 4

x
y+ x

y
≥ 5+ 2 4

x
y x

y
4 = 9，答× = 5+ 2

案选 B。
【例 1-30】已知 x> 0，y> 0，且满足 4x+ 3y= 12，则 xy的最大值为（ ）。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 6
【解析】根据均值不等式，4x+ 3y= 12≥ 2 4x× 3y，解得 xy≤ 3（当且仅当 4x=

3y= 6，即 x= 2
3
，y= 2时，取到等号），答案选 C。

1.3 基础巩固习题

1.已知 p，q均为质数，且满足 3p- 5q= 11，则 p+ q=（ ）。

A. 8 B. 9 C. 10 D. 11 E. 12
2.若 a，b都是质数，且 a2+ b= 2003，则 a+ b的值等于（ ）。

A. 1999 B. 2000 C. 2001 D. 2002 E. 2003
3. 三名小孩中有一名学龄前儿童（年龄不足 6岁），他们的年龄都是质数（素数），且依次

相差 6岁，他们的年龄之和为（ ）。

A. 21 B. 27 C. 33 D. 39 E. 51

14
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4.（2012‑1）已知m，n是正整数，则m是偶数。

（1）3m+ 2n是偶数。

（2）3m 2+ 2n2是偶数。

5.（2013‑10）m 2 n2- 1能被 2整除。

（1）m是奇数。

（2）n是奇数。

6.已知 a，b为整数，能确定 a+ b为偶数。

（1）a- b为偶数。

（2）a2- b2为偶数。

y
7.代数式 x 的值为 2

5 。-
x- y x+ y

（1）x是 5 的小数部分，xy= 1。

（2）y是
y

5 的小数部分，x= 1
。

8.若 a为整数，则 a2+ a一定能被（ ）整除。

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 E. 6
9.一个小于 200的正整数，除以 24或 36都有余数 16，则这个正整数的取值有（ ）种。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
10.（2019‑1）设 n为正整数，则能确定 n除以 5的余数。

（1）已知 n除以 2的余数。

（2）已知 n除以 3的余数。

11.（2008‑10）n
是一个整数。14

（1）n是一个整数，且 14
3n

也是一个整数。

（2）n是一个整数，且
n
7也是一个整数。

12. m是一个整数。
p

（1）若m=
q
，其中 p与 q为非零的整数，且m 2是一个整数。

（2）若m= p
q
，其中 p与 q为非零的整数，且

2m
3
+ 4

是一个整数。

13. 老师将 100名学生分别抽签编号，依次分别为 1，2，…，100，已知编号为 5或 7的倍数

的学生可以获得免费的图书礼券一张，老师应送出（ ）张图书礼券。

A. 30 B. 31 C. 32 D. 33 E.以上结论均不正确

14.若
| x
x |= 1，则
|- 1

|x + 1
2x 的值为（ ）。

1 1 3 3A. 1 B. C.- D. E.-2 2 2 2
115. 对 任 意 实 数 x∈ ( 8，17 )，代 数 式 | 1 - 2x |+ | 1 - 3x |+ | 1 - 4x |+⋯+ | 1 -

15
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10x |=（ ）。

A. 1 B. 3 C. 4 D. 6 E. 10

16.（2008‑10）-1< x≤ 1
。3

（1）
|||
||
2x- 1 |||

||= 1- 2x
。 （2）

|||
||
2x- 1 |||

||= 2x- 1
。

| x2+ 1 | x2+ 1 | 3 | 3

17.
a
|
+
a |
a2
=- 1+

1
a
。

（1）a< 0。 （2）a<-1。
18. | b- a |+ | c- b |- | c |= a。

（1）实数 a，b，c在数轴上的位置见图 1‑2。
（2）实数 a，b，c在数轴上的位置见图 1‑3。

图 1‑2 图 1‑3

19.方程 | 5- 3x |- | 3x- 2 |= 3的解是空集。

（1）x> 3
5
。 （2）6

7 < x< 3
5
。

20.（2011‑1）若实数 a，b，c满足 |a- 3|+ 3b+ 5 +(5c- 4 )2= 0，则 abc=（ ）。

5 4 4A.-4 B.- C.- D. E. 33 3 5

21. | x- 1 |+ | x- 2 |
的值为-2。1- x x- 2

（1）1< x< 2。 （2）2< x< 3。
22. x，y是实数，则 | x |+ | y |= | x- y |。
（1）x> 0，y< 0。 （2）x< 0，y> 0。
23.（2009‑10）设 y= | x- a |+ | x- 20 |+ | x- a- 20 |，其中 0< a< 20，则对于满足

a≤ x≤ 20的 x值，y的最小值是（ ）。

A. 10 B. 15 C. 20 D. 25 E. 30
1∶ 1 12a+ 16b24.（2008‑10）若 a∶ b= 3 4，则 12a- 8b =（ ）。

A. 2 B. 3 C. 4 D. -3 E. -2
25.三个实数 1，x-2和 x的几何平均值等于 4，5和-3的算术平均值，则 x的值为（ ）。

A.-2 B. 4 C. 2 D.-2或 4 E. 2或 4

26. x> 0，y> 0，则 1 + 1 = 4。
x y

（1）x，y的算术平均值为 6，比例中项为 3。
（2）x2，y 2的算术平均值为 7，几何平均值为 1。
27.（2020‑1）若 a，b，c是实数，则能确定 a，b，c的最大值。

（1）已知 a，b，c的平均值。
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（2）已知 a，b，c的最小值。

28.若 x> 0，y> 0，且 x+ 2y= 4，则 lg x+ lg y的最大值为（ ）。

1A. lg2 B. 2lg2 C. lg2 D. 3lg2 E. lg32

29.已知 x> 0，则 y= x2+ 9
的最小值为（ ）。

x
A. 4 B. 5 C. 6 D. 8 E. 10

30.若正实数 x，y满足 x+ 2y+ 2xy- 8= 0，则 x+ 2y的最小值为（ ）。

A. 3 B. 4 C. 6 D. 8 E. 9

基础巩固习题详解

1.【解析】3p- 5q= 11，则 3p- 5q为奇数，可以推出 p，q为一奇一偶，又 p，q均为质数，

所以 p，q必有一个为 2，显然 q= 2，此时 p= 7，所以 p+ q= 9，答案选 B。
【套路】两数相减是奇数，则这两个数是一奇一偶。

2.【解析】a2+ b= 2003，2003是奇数，说明等式左边是一奇一偶，又 a，b都是质数，所以

必有一个是 2，当 b= 2时，a= 2001，不符合要求；当 a= 2时，b= 1999，均为质数，符合要

求，所以 a+ b= 2001，答案选 C。
3.【解析】小于 6的质数为 2，3，5，讨论可得三个小孩的年龄为 5，11，17符合要求，则年

龄之和 5+ 11+ 17= 33，答案选 C。
4.【解析】条件（1），3m+ 2n是偶数，又已知 2n为偶数，则 3m是偶数，3是奇数，所以 m

是偶数，充分；条件（2），3m 2+ 2n2是偶数，又已知 2n2是偶数，则 3m 2是偶数，3是奇数，则 m 2

是偶数，所以m是偶数，充分，答案选D。

5.【解析】m 2 n2- 1能被 2整除，1是奇数，所以 m 2 n2必然是奇数，条件（1）和（2）联合可

得m 2 n2为奇数，联合充分，答案选 C。
6.【解析】由于 ( a- b )+( a+ b )= 2a∈偶数，因此 a- b与 a+ b同奇或同偶。条件

（1），a- b为偶数，则 a+ b也为偶数，充分；条件（2），a2- b2=( a+ b ) ( a- b )为偶数，也能

确定 a+ b为偶数，也充分，答案选D。

y x+ y )- x- y ) x+ yx7.【解析】
y

x (
(

y (
y )

=
x- y

。条件- =
x- y x+ x- y ) ( x+

x+ y
（1），x= 5- 2，y= 5 + 2，代入得到

x- y
=- 2

5 ，不充分；条件（2），x= 5 + 2，y=

x+ y5 - 2，代入得到
x- y

= 2
5 ，充分，答案选 B。

8.【解析】连续 n个整数的乘积一定能被 n!整除，a2+ a= a ( a+ 1 )，是连续两个整数的

乘积，因此一定能被 2!= 2整除，答案选A。

9.【解析】这个数减去 16，即为 24和 36的公倍数，由于 24和 36的最小公倍数为 72，因此

此数为 72k+ 16( k∈ Z )；又 0< 72k+ 16< 200，解得 k= 0，1，2，则此数为 16，88或 160，共有

3种取值，答案选 C。
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【套路】①余数都相同时，“余同加余”；②当被除数小于除数时，商为 0，余数就是被除数

本身，如 16除以 24，商 0余 16。
10.【解析】显然单独都不充分，联合起来，可以举反例，假设 n除以 2和除以 3的余数都

为 0，则 n是 6的倍数，n= 6，12，18，⋯，此时 n除以 5的余数仍然在变化，不是唯一确定的数

值，联合也不充分，答案选 E。

11.【解析】条件（1），
3
14
n
是一个整数，因为 3与 14互质，所以 n是 14的倍数，充分；条件

n
（2），7是一个整数，则 n是 7的倍数，举反例，当 n= 7时，推不出结论，不充分，答案选A。

p 212.【解析】条件（1），m=
q
为整数或分数，即 m是有理数，又 m 是一个整数，所以 m一

定是整数，充分；条件（2），设 k法，令
2m+ 4 = k ( k∈ Z )，则 m= 3k- 2，当 k是偶数时，m是3 2

整数；当 k是奇数时，m不是整数，不充分，答案选A。

【技巧】条件（2），举反例，当m=-2
1
时，
2m
3
+ 4

是一个整数，但m不是整数，不充分。

13.【解析】考查公倍数，1 ∼ 100中 5的倍数共有 20个，7的倍数共有 14个，5和 7公有的

倍数有 35和 70两个，所以编号为 5或 7的倍数共有 20+14-2=32个，答案选 C。
x14.【解析】

| x |- 1
= 1整理为 x= | x |- 1，当 x≥ 0时，x= x- 1，方程无解；当 x< 0

1

时，x=-x- 1， ，代入
| x |+ 1= 2+ 1 =- 3，答案选 E。解得 x=-12 2x ( 1 ) 2

2× - 2
1 115.【解析】因为 < x< ，则 7x< 1，8x> 1。原式去掉绝对值符号为 ( 1- 2x )+8 7

( 1- 3x )+⋯+(1- 7x )+( 8x- 1 )+( 9x- 1 )+(10x- 1 )= 6- 3= 3，答案选 B。

16.【解 析】条 件（1），
2x- 1 ≤ 0，解 得 x≤ 1

，推 不 出 结 论 ，不 充 分 ；条 件（2），
x2+ 1 2

2x- 1 ≥ 0，解得 x≥ 1
，推不出结论，也不充分；联合可得 x= 1

，仍然不充分，答案选 E。3 2 2
【套路】若 | a |= a，则 a≥ 0；若 | a |=-a，则 a≤ 0。

17.【解析】
| a | = | a | =- 1

，则 a< 0且 a≠-1，条件（1）不充分，条件（2）
a+ a2 a ( 1+ a ) 1 + a

充分，答案选 B。
18.【解析】条件（1），c< b< 0< a，则| b- a |+ | c- b |- | c |=( a- b )+( b- c )+ c= a，

充分；条件（2），a< 0< b< c，则 | b- a |+ | c- b |- | c |=( b- a )+( c- b )- c=-a≠ a，

不充分，答案选A。

519.【解析】条件（1），x> ，去掉绝对值符号，则 ( 3x- 5 )-( 3x- 2 )= 3，明显方程无3
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解，充分；条件（2），
7 < x< 5

，去掉绝对值符号，则 ( 5- 3x )-( 3x- 2 )= 3，解得 x= 2
，不6 3 3

在条件的区间范围内，方程无解，也充分，答案选D。

20.【解析】由非负性可得，a= 3，b=-5， ，则 abc= 3× - 5 × 4=-4，答案3 c= 4
5 ( 3 ) 5

选A。

( x- 1 ) ( 2 - x )21.【解析】条件（1），原式= 1- x
+

x- 2 =-1- 1=-2，充分；条件（2），原

( x- 1 ) ( x- 2 )
式= 1- x

+
x- 2 =-1+ 1= 0，不充分，答案选A。

22.【解析】考查三角不等式，| x |+ | y |= | x- y |，只需满足 x，y异号即可。条件（1）和

（2）都充分，答案选D。

23.【解析】由于 a≤ x≤ 20，则 y=( x- a )+( 20- x )+( 20+ a- x )= 40- x，当 x=
20时，y取到最小值为 20，答案选 C。

【技巧】形如 | x- a |+ | x- b |+ | x- c | b， 当 x=（令 a< b< c）表示 x到 a， c距离之和，

b时，有最小值为 | a- c |。由于三个零点分别为 a，20，a+ 20，明显当 x= 20时，y取到最小

值为 20，答案选 C。
1 112× k+ 16× k

24.【解析】方法（1），待定系数法，设 a= 1
3 k，b=

1
4 k，则原式= 3

1 1
4 = 4，

12× k- 8× k3 4
答案选 C。

1 12× 4+ 16× 3
方法（2），a∶b= ∶ 1 = 4∶3，特值法，令 a= 4，b= 3，则原式= = 4，3 4 12× 4- 8× 3

答案选C。

25.【解析】根据题意，
3 1( x- 2 ) x = 4+ 5- 3

，解得 x=-2或 4。由于几何平均值概3
念中，要求每个元素都要为正数，则 x=-2不符合，答案选 B。

26.【解析】条件（1），x+ y= 12，xy= 3，则 1 + 1 = x+ y= 12 = 4，充分；条件（2），
x y xy 3

x2+ y 2= 14，xy= 1，则 ( x+ y )2= x2+ y 2+ 2xy= 14+ 2= 16，又 x> 0，y> 0，所 以 x+
1 1 x+ y 4

y= 4，则
x
+
y
=

xy
= 1= 4，也充分，答案选D。

27.【解析】显然两个条件单独都不充分，考虑联合。设 a≤ b≤ c，a，b，c的平均值已知，

设为 k，则 a+ b+ c= 3k；三个数的最小值 a已知，由于 b不能确定，仍然不能确定最大的数 c
的值，联合不充分，答案选 E。

28.【解析】根据平均值定理，4= x+ 2y≥ 2 x× 2y，解得 xy≤ 2，因此 lg x+ lg y=
lg xy≤ lg2，答案选A。

+ 929.【解析】根据均值不等式，则
x2

当且仅当x= 9
，即

x
= x+ 9

x
≥ 2 x× 9

x
= 6 ( x
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x= 3时，

2

取到等号 ，答案选 C。)
-( x+ 2y ) 2xy= x ⋅ 2y≤ 令 x+ 2y= t30.【解析】根据均值不等式，8 = ( x+ 2y2 ) ，

2

（t> 0），即 8- t≤ t
，整理为 ( t+ 8 )( t- 4 )≥ 0，解得 t≥ 4或 t≤-8（舍去），因此 x+( )2

2y的最小值为 4，答案选 B。

1.4 强化精讲例题

一、奇数、偶数、质数、合数

【例 1-31】20以内的质数中，两个质数之和还是质数的共有（ ）种。

A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 E. 6
【解析】20以内的质数有 2，3，5，7，11，13，17，19。质数+质数=质数，则等式右边的质

数大于 2，大于 2的质数又都是奇数，所以等式左边两个质数是一奇一偶，则其中必有一个质

数是 2，另外一个质数通过讨论为 3，5，11，17，共 4种，答案选 C。
【例 1-32】若 A，B，C为三个小于 20的质数，且满足 A+ B+ C= 30，则这三个数的乘

积为（ ）。

A. 372 B. 374 C. 376 D. 378 E. 380
【解析】三个数的和为偶数，又三个数均为小于 20的质数，只能是奇数+奇数+偶数=

偶数，因此必有一个为 2，通过列举，另外两个数分别为 11和 17，所以三个数的乘积为 2×
11× 17= 374，答案选 B。

二、有理数、无理数性质

1. 判定数是有理数还是无理数

1 2
【例 1-33】在 0.2， ， ， 2， 3 ， 16，2. 7

•
，π，0.1010010001⋯，log2 3这十个实数中，无2 7 2

理数的个数为（ ）个。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
【解析】有理数包含整数、有限小数和无限循环小数，其中有限小数和无限循环小数均

可以化为分数，而无理数是无限不循环小数，根据定义得 2， 3 ，π，0.1010010001⋯，log2 32
这 5个数均是无理数，答案选 E。

2. 有理数和无理数的组合性质

【例 1-34】（2009‑10）若 x，y是有理数，且满足 ( 1+ 2 3 ) x+(1- 3 ) y-2+5 3 = 0，
则 x，y的值分别为（ ）。

A. 1，3 B. -1，2 C. -1，3 D. 1，2 E.以上结论均不正确
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【解析】整理为 ( x+ y- 2 )+ 3 ( 2x- y+ 5 )= 0，根据无理数性质有
x+ y- 2= 0

，2x- y+ 5= 0

x=-1{
【套路】已知 a，b为有理数， m 为无理数，若满足 a+ b m = 0，则 a= 0，b= 0。

3. 无理数的整数部分及小数部分

【例 1-35】若
1

的整数部分是 a，小数部分是 b，则 a2+(1 - 7 ) ab 的值等
3 - 7

于（ ）。

A. 6 B. 7 C. 8 D. 9 E. 10

7 3+
【解析】

1
7
=
( 3-

3+
7 )
= 2

7
，又 2< 3+

2
7 < 3，因此整数部分

3- 7 )( 3+

7
a= 2，小 数 部 分 b= 3+ - 2= 7 - 1

，则 a2 +(1+ 7 ) ab= 22+(1+ 7 )× 2×2 2
7
2
- 1 = 4+ 6= 10，答案选 E。

【套路】无理数的整数部分：小于数本身的最大整数；无理数的小数部分：数本身减去整

数部分，如 5 的整数部分是 2，小数部分是 5 - 2。

ì
í
î

C解得 答案选 。，3y=

4. 无理式去根号

【例1-36】已知 a，b，c为有理数，且 5- 2 6 = a 2 + b 3 + c，则 a+ b+ c=（ ）。

A. -2 B. -1 C. 0 D. 1 E. 3
2 2

【解 析】配 方 去 根 号 ， 5- 2 6 = 3 + 2 - 2 3 × 2 = ( 3 - 2 )2 =

3 - 2，即 3 - 2 = a 2 + b 3 + c，利用对应项系数相等，则 a=-1，b= 1，c= 0，
因此 a+ b+ c= 0，答案选 C。

5. 无限循环小数化分数

··
【例 1-37】将纯循环小数 0.144化为最简分数，分母比分子大（ ）。

A. 855 B. 655 C. 105 D. 95 E. 85
·· 144 16

【解析】0.144 = 999 = 111，分母比分子大 111- 16= 95，答案选D。

3 23
【套路】有限小数化分数：如 0.3= 10，0.23= 100；

纯循环小数化分数：分子是循环节，循环节有几位，分母就是几个 9，最后进行约分，如

· 3 1 ·· 230.3 = 9 = 3，0.23 = 99；
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混循环小数化分数：分子为小数点后的数字减去不循环的部分，循环节有几位，分母就

·· 234- 2 232 116
是几个 9，循环节前有几位，分母中的 9后面就有几个 0，如 0.234 = 990 = 990 = 495。

三、整除、余数问题

【例 1-38】设 n为整数，则 ( 2n+ 1 )2- 25一定能被（ ）整除。

A. 5 B. 6 C. 7 D. 8 E. 9
【解 析】 ( 2n+ 1 )2- 25=( 2n+ 1+ 5 )( 2n+ 1- 5 )= 4( n+ 3 )( n- 2 )，又 ( n+ 3 )+

( n- 2 )= 2n+ 1，两数之和为奇数，则 ( n+ 3 )和 ( n- 2 )必然是一奇一偶，而偶数是 2的倍

数，因此 4 ( n+ 3 )( n- 2 )一定是 8的倍数，答案选D。

【技巧】特值法，n= 3时，( 2n+ 1 )2- 25= 24，排除 A，C，E；n= 4时，( 2n+ 1 )2- 25=
56，排除 B，答案选D。

【例 1-39】一个小于 100的正整数，除以 5余 1，除以 6余 1，则满足条件的数有（ ）个。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
【解析】这个数减去 1，即为 5和 6的公倍数，由于 5和 6的最小公倍数为 30，因此此数为

30k+ 1( k∈ Z )。又 0< 30k+ 1< 100，解得 k= 0，1，2，3，则此数为 1，31，61，91，共有四种

情况，答案选D。

【套路】余数都相同时， 。“余同加余”

【例 1-40】一个小于 100的正整数，除以 5余 4，除以 6余 5，则满足条件的数有（ ）个。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
【解析】此数加 1，即为 5和 6的公倍数，由于 5和 6的最小公倍数为 30，所以此数为

30k- 1( k∈ Z )。又 0< 30k- 1< 100，解得 k= 1，2，3，则此数为 29，59，89，共有三种情况，

答案选 C。
【套路】除数与余数的差值都相等时， 。“差同减差”

【例 1-41】一个小于 100的正整数，除以 5余 2，除以 6余 1，则满足条件的数有（ ）个。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
【解析】此数减去 7，即为 5和 6的公倍数，由于 5和 6的最小公倍数为 30，所以此数为

30k+ 7( k∈ Z )。又 0< 30k+ 7< 100，解得 k= 0，1，2，3，则此数为 7，37，67，97，共有四种

情况，答案选D。

【套路】除数与余数的和都相等时， 。“和同加和”

四、公倍数与公约数

1. 利用公式求公倍数与公约数

【例 1-42】甲数是 36，甲、乙两数的最大公约数是 4，最小公倍数是 288，求乙数为（ ）。

A. 18 B. 20 C. 28 D. 30 E. 32
【解析】公式法：两数乘积=最大公约数×最小公倍数，即 a× b=( a，b )× [ a，b]，可得

36×乙数= 4× 288，因此乙数为 32，答案选 E。
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2. 公倍数与公约数的应用

【例 1-43】甲、乙、丙三人沿着环形跑道跑步，甲跑完一圈需要 90s，乙跑完一圈需要

80s，丙跑完一圈需要 72s，三人同时、同向、同地起跑，当三人第一次在出发点相遇时，甲、乙、

丙三人各跑的圈数之和为（ ）。

A. 27 B. 30 C. 36 D. 39 E. 42
【解析】此时每个人跑的都是整数圈，即求三人时间的最小公倍数：[90，80，72]= 720s，

因此甲跑了
720 = 8圈，乙跑了

720 = 9圈，丙跑了
720 = 10圈，三人各跑的圈数之和为 8+90 80 72

9+ 10= 27圈，答案选A。

【例 1-44】有三根铁丝，长度分别是 120cm，180cm，300cm，现在要把它们截成相等的小

段，每根都不能有剩余，每小段最长为 acm，一共可以截成 b段，则 a+ b=（ ）cm。

A. 55 B. 60 C. 65 D. 70 E. 75
【解析】截成相等的最长小段，每根都不能有剩余，即求 120，180，300的最大公约数。

a=(120，180，300 )= 60，b= 120+ 180+ 300 = 10，答案选D。60 60 60

五、绝对值的代数意义

【例 1-45】（2011‑1）设 a，b，c是小于 12的三个不同的质数（素数），且 |a- b| + |b- c| +
|c- a| = 8，则 a+ b+ c=（ ）。

A. 10 B. 12 C. 14 D. 15 E. 19
【解 析】 设 a> b> c，则 | a- b |+ | b- c |+ | c- a |=( a- b )+( b- c )+( a- c )=

2( a- c )= 8，即 a- c= 4。又因为小于 12的质数有 2，3，5，7，11，只有 a= 7，b= 5，c= 3才
能满足，答案选D。

【例 1-46】（2011‑10）已 知 g ( x )={1 x> 0
，f ( x )= | x- 1 |- g ( x ) | x+ 1 |+

- x< 0
| x- 2 |+ | x+ 2 |，则 f ( x )是与 x无关的常数。

1
，

，

（1）-1< x< 0。 （2）1< x< 2。
【解析】条 件（1），-1< x< 0，则 g ( x )=-1，f ( x )=(1- x )+( x+ 1 )+( 2- x )+

( x+ 2 )= 6，充分；条件（2），1< x< 2，则 g ( x )= 1，f ( x )=( x- 1 )-( x+ 1 )+( 2- x )+
( x+ 2 )= 2，也充分，答案选D。

【例 1-47】（2021‑1）设 a，b为实数，则能确定 | a |+ | b |的值。

（1）已知 | a+ b |的值。

（2）已知 | a- b |的值。

【解析】条件（1），举反例，| a+ b |= 2，则当 a= b= 1时，| a |+ | b |= 2；当 a= 4，b=-2
时，| a |+ | b |= 6，因此不能确定 | a |+ | b |的值，不充分；同理条件（2）也不充分；考虑联合，设

ì
í
îïï

| a+ b |= m
，则 {a+ b= m

，{a+ b= m
，{a+ b=-m

，{a+ b=-m
，不 管 是 哪 一 组 ，

| a- b |= n a- b= n a- b=-n a- b= n a- b=-n

| a |+ | b |= | m+ n |+ | m- n |
，结果为定值，联合充分，答案选 C。2 2

23



MBA MPAcc MEM MPA 管理类联考 数学提分技巧

六、绝对值的非负性

1. 配方型非负性

12【例 1-48】已知 | x2+ 4xy+ 5y |+ z+ =-2y- 1，则 ( 4x- 10y )z=（ ）。2
2A. 1 B. 2 C. D. 2 E. 36

【解 析】 整 理 得 | x2+ 4xy+ 4y 2 |+ z+ 1 + y 2+ 2y+ 1= 0，配 方 为 ( x+ 2y )2 +2
1 1

z+ 2 +( y+ 1 )
2= 0，利用非负性，则 x= 2，y=-1，z=-2，因此 ( 4x- 10y )z= [ 4×

-1 1 12- 10×(-1 )] 2 = 18-2 = = 6
2 ，答案选 C。

3 2
【套路】通过配方构造平方形式，转化为 | a |+ b2+ c= 0的基本模型。

2. 定义域型非负性

【例 1-49】x，y，z满足 | x- y+ z |+( x- z )2= x+ y- 3 + 3- x- y，则 x+ y+
z=（ ）。

A. 5 B. 4 C. 3 D. 2 E. 1
【解析】 x+ y- 3 与 3- x- y 都有意义，则 x+ y- 3≥ 0，3- x- y≥ 0，则 x+

y- 3= 0，因此 | x- y+ z |+( x- z )2= 0，利用非负性得：x- y+ z= 0，x- z= 0，解得

x= 1，y= 2，z= 1，x+ y+ z= 1+ 2+ 1= 4，答案选 B。

【套路】当 a 与 -a 同时出现时，a= 0。

3. 两式型非负性

【例 1-50】（2009‑1）已知实数 a，b，x，y满足 y+ | x- 2 |= 1- a2 和 | x- 2 |= y-

1- b2，则 3x+ y+ 3a+ b=（ ）。

A. 25 B. 26 C. 27 D. 28 E. 29

【解析】两 式 相 加 得 ：y+ | x- 2 |+ | x- 2 |= 1- a2+ y- 1- b2，整 理 得 | x-

2 |+ | x - 2 |+ a2 + b2 = 0，利 用 非 负 性 得 ：x= 2，a= 0，b= 0，代 入 得 到 y= 1，则

3x+ y+ 3a+ b= 32+ 1 + 30+ 0 = 28，答案选D。

【套路】非负性的量分散到两个等式中，通过两式相加（减）转化为 | a |+ b2+ c= 0的
基本模型。

4. 利用非负性求最值

【例 1-51】设实数 x，y满足等式 x2- 4xy+ 4y 2+ 3 x+ 3 y- 6= 0，则 x+ y的最

大值为（ ）。
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33 2A. B. C. 2 3 D. 3 2 E. 3 32 3
【解析】原式配方为 ( x-2y )2+ 3 ( x+ y )- 6= 0，将目标表达式分离得 3 ( x+ y )=

-( x- 2y )2 + 6，利用平方的非负性得-( x- 2y )2+ 6≤ 6，则 x+ y≤ 6 = 2
3

3，即 x+ y

的最大值为 2 3，答案选 C。

七、绝对值的自比性

【例 1-52】可以确定
| x+ y |

= 2。
x- y

x x
（1）

y
= 3。

| x

（

+

2）

y

y

|

=

4

1
3
|

。

y | ì2， y> 0
【解析】条件（1），x= 3y，则

x- y
= 2y =

î
í-2， y< 0

，不充分；条件（2），y= 3x，

| x+ y | 4 | x | -2 x> 0
则

x- y
= -2x = 2{ x< 0

，也不充分；联合无交集，仍然不充分，答案选 E。，

，

【技巧】
| x+ y |

= 2> 0，由于分子 | x+ y |为正，则必须要求分母 ( x- y )也为正，而条
x- y

件（1）和（2）均不能确定 x，y的大小关系，因此两个条件都不充分，答案选 E。

八、绝对值三角不等式

【例 1-53】已知 | x |≤ 1
，| y |≤ 1

，则 | 2x- 3y |的最大值为（ ）。4 6
1 2 5 4A. B. C. D. 1 E.2 3 6 3

【解析】| 2x- 3y |≤ | 2x |+ | 3y |≤ 2×1+ 3×1 = 1，答案选D。4 6
【例 1-54】（2013‑1）已知 a，b是实数，则 | a |≤ 1，| b |≤ 1。
（1）| a+ b |≤ 1。 （2）| a- b |≤ 1。
【解 析】 方 法（1），条 件（1），反 例 a= 100，b=-100，不 充 分 ；条 件（2），反 例

a= b= 100，也不充分；条件（1）和（2）联合，根据绝对值三角不等式，2 | a |= | ( a- b )+
( a+ b ) ≤| a- b |+ | 所以 | a ≤ 1， b |= ( a- | | a-| a+ b |≤ 2， | 同理 2 | | b )-( a+ b ) ≤ b |+
| a+ b |≤ 2，所以 | b |≤ 1，联合充分，答案选 C。

方法（2），条件（1）和（2）联合，{aa
2

2

+ 2ab+ b2≤ 1
，相加整理得 2( a2+ b2 )≤ 2，即 a2+ b2≤

- 2ab+ b2≤ 1
1，则必有 | a |≤ 1且 | b |≤ 1，联合充分，答案选 C。

【例 1-55】（2015‑1）已知 x1，x2，x3 为实数，
-
x为 x1，x2，x3 的平均值，则 | xk-

-
x | ≤ 1，

k= 1，2，3。
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（1）| xk |≤ 1，k= 1，2，3。 （2）x1= 0。

【解析】当 k= 1时，| xk- -
x |= | x1- -

x |= ||
||
|
|
x1-

x1+ x
3
2+ x3 ||||

|
|
=
||
||
|
|
2x1-

3
x2- x3 ||||

|
|
，以此

类推，结论为
|||
||
|
2x1-

3
x2- x3 |||||

|
≤ 1且

|||
||
|
2x2-

3
x1- x3 |||||

|
≤ 1且

|||
||
|
2x3-

3
x1- x2 |||||

|
≤ 1。条件（1），

| x 1 |≤ 1，| x2 |≤ 1，| x 3 |≤ 1，举出反例，当 x1 = 1，x2 =-1，x3=-1时，||
|

||| 2x1-
3
x2- x3 ||

|

|||=

||| 2× 1-(-1 )-(-1 ) ||| 4
|| ||= > 1，不充分；条件（2），x1= 0，不能确定 x2，x3的值，也不充分；条
| 3 | 3

件（1）和（2）联合，则 ||
|

||| 2x1-
3
x2- x3 ||

|

|||= ||
|

||| 2× 0-
3
x2- x3 ||

|

|||= ||
|

||| x2+
3
x3 ||

|

|||≤
| x
3
2 |+ | x

3
3 |≤ 3

2
，

||| 2x2 - x1 - x3 ||| ||| 2x2 - x3 ||| 2 | x2 | | x 3 | ||| 2x3 - x1 - x2 ||| ||| 2x3 - x2 |||
同 理 ，||

| 3 ||
|
= ||
| 3 ||

|
≤ 3 + 3 ≤ 1，||

| 3 ||
|
= ||
| 3 ||

|
≤

2 |
3
x 3 |+ | x

3
2 |≤ 1，能推出结论，联合充分，答案选 C。

九、绝对值的几何意义

1. 形如 | x - a |+ | x - b |

【例 1-56】 f ( x )有最小值 2。
||| 5 ||| ||| 1 |||

（1）f ( x )=
|
|| x- 12 |

||+
|
|| x- 12 |

||。

| |（2）f ( x )= | x- 2 + 4- x |。

【解析】形如 | x- a |+ | x- b |有最小值 | a- b |。条件（1），f ( x )的最小值为
|||
||
5 -

| 12
1 ||| 1 2 + 充分，12 |

||= 3，不充分；条件（2），f ( x )= | x- | | x- 4 |的最小值为 | 2- 4 |= 2， 答案

选 B。

2. 形如 | x - a |+ | x - b |+ | x - c |

【例 1-57】| x- 1 |+ | x- 2 |+ | x- 3 |的最小值为（ ）。

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 E. 4
【解析】| x- 1 |+ | x- 2 |+ | x- 3 |表示 x到 1，2，3的距离之和。当 1≤ x≤ 3时，由于

| x- 1 |+ | x- 3 |有最小值 2，要使 | x- 1 |+ | x- 2 |+ | x- 3 |取到最小，则只需 | x- 2 |取
最小值，即 x= 2时，取到最小值为 | 1- 3 |= 2，答案选 C。

【套路】形如 | x- a |+ | x- b |+ | x- c | b， 当 x=（令 a< b< c）表示 x到 a， c距离之和，

b时，有最小值为 | a- c |，无最大值。

3. 形如 | x - a |+ | x - b |+ | x - c |+ | x - d |

【例 1-58】| x- 1 |+ | x- 2 |+ | x- 3 |+ | x- 4 |的最小值为（ ）。
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A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 E. 4
【解析】| x- 1 |+ | x- 2 |+ | x- 3 |+ | x- 4 |表示 x到 1，2，3，4的距离之和，由于 | x-

1 |+ | x- 4 |在 1≤ x≤ 4取最小值 | 1- 4 |，| x- 2 |+ | x- 3 |在 2≤ x≤ 3取最小值 | 2- 3 |，
所以当 2≤ x≤ 3时，| x- 1 |+ | x- 2 |+ | x- 3 |+ | x- 4 |取最小值 | 1- 4 |+ | 2- 3 |= 4，
答案选 E。

【套路】形如 | x- a |+ | x- b |+ | x- c |+ | x- d | b， d（令 a< b< c< d）表示 x到 a， c，

距离之和，当 b≤ x≤ c时，有最小值 | a- d |+ | b- c |，无最大值。

4. 形如 | x - a |- | x - b |

【例 1-59】| x- 2 |- | x- 5 |的最大值和最小值分别为（ ）。

A. 3，4 B. 3，-7 C. 4，-3 D. 4，-5 E. 3，-3
【套路】| x- 2 |- | x- 5 |表示 x到 2的距离与 x到 5的距离的差。当 x> 5时，x到 2的

距离与 x到 5的距离的差均为 3，见图 1‑4；当 x< 2时，x到 2的距离与 x到 5的距离的差均为

-3，见图 1‑5；当 2≤ x≤ 5时，x从 2移动到 5，x到 2的距离与 x到 5的距离的差从-3逐渐变

成 3，答案选 E。

2 5 x 2 5x

图 1‑4 图 1‑5

【套路】形如 | x- a |- | x- b |表示 x到 a，b距离之差，最大值为 | a- b |，最小值为

-| a- b |。
【例 1-60】（2017‑1）已知 a，b，c为三个实数，则min { | a- b |，| b- c |，| b- c | }≤ 5。
（1）| a |≤ 5，| b |≤ 5，| c |≤ 5。 （2）a+ b+ c= 15。
【解析】结论为 a到 b，b到 c，a到 c的距离的最小值小于等于 5，即三个距离至少有一个

小于等于 5，或三个不能都大于 5。条件（1），见图 1‑6，根据绝对值的几何意义，点 a，b，c到原

点的距离都小于等于 5，而点 a，b，c在-5和 5之间任意取值时，两两之间的距离至少有一个

小于等于 5，因此能推出结论，充分；条件（2），a+ b+ c= 15，举出反例 a= 5，b=-5，c= 15，
此时两两之间的距离都大于 5，不能推出结论，不充分，答案选A。

图 1‑6

【套路】①绝对值的几何意义：| m- n |表示在数轴上m到 n的距离；②min { x，y，z }≤ a

表示 x，y，z中最小值小于等于 a，即三个至少有一个小于等于 a，或三个不能都大于 a；同理

max { x，y，z }≥ a表示 x，y，z中最大值大于等于 a，即三个至少有一个大于等于 a，或三个不

能都小于 a。
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十、基本比例计算问题

【例 1-61】已知
x
3 =

y
4 = 5

z
，且 x+ y+ z= 48，那么 x=（ ）。

A. 12 B. 16 C. 20 D. 24 E. 28
【解析】待定系数法，令 x= 3k，y= 4k，z= 5k，则 x+ y+ z= 3k+ 4k+ 5k= 48，解得

k= 4，则 x= 3k= 12，答案选A。

十一、合（分）比定理

a c
【例 1-62】a，b，c，d均为正数，且

b
=
d
，则

a2+ b2
的值为（ ）。

c2+ d 2
2 b2 2a c b dA. B. C. D. E.
d 2 d 2 d 2 d b

2 2 2+ b2 2+ d 2
【解析】方法（1），

b
=
d
两边平方得

b2
=
d 2

，由合比定理得
b2

=
d 2

，更比定理
a c a c a c

a2+ b2 b2 a2+ b2 b
交换内项

c2+ d 2
=
d 2

，开方得
c2+ d 2

=
d
，答案选D。

a c a2+ b2
方 法（2），待 定 系 数 法 ，令 = = k ( k≠ 0 )，则 a= kb，c= kd，代 入 =

b d 2+ d 2c

k 2+ 1× b b( kb )2+ b2

( kd )2+ d 2
= =

d
，答案选D。

k 2+ 1× d

【技巧】特值法，
a= c

，令 a= 1，b= 2，c= 3，d= 6，此时
a2+ b2 = 1

，只有 D选项符
b d 2+ d 2 3c

合，答案选D。

十二、等比定理

【例 1-63】
a+

c
b- c= a+

b
c- b= b+

a
c- a=（ ）。

A. 1 B. 1或-2 C. -1或 2 D. -2 E.以上结论均不正确

【解析】方法（1），当 a+ b+ c≠ 0时，利用等比定理，可得
a+ b- c = a+ c- b =

c b
b+ c- a a+ b+ c a+ b- c -c- c

a
=
a+ b+ c

= 1；当 a+ b+ c= 0时，代入题干
c

=
c

=-2，答案

选 B。
ìa+ b- c= kc

方法（2），待定系数法，令
a+

c
b- c= a+

b
c- b= b+

a
c- a= k，则 í

ïïïï
a+ c- b= kb，

ïïïïîb+ c- a= ka

三 式 相 加 得 ( a+ b+ c )= k ( a+ b+ c )，整 理 ( a+ b+ c ) ( k- 1 )= 0，则 k= 1 或 a+ b+
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c= 0，当 a+ b+ c= 0时，k= a+ b- c=-c- c=-2。综上所述，k= 1或 k=-2，答
c c

案选 B。

十三、正比、反比

【例 1-64】若 y与 x- 1成正比，比例系数为 k 1；y又与 x+ 1成反比，比例系数为 k 2，且

k1∶ k2= 2∶ 3，则 x的值为（ ）。

15 15 15 10 10A.± B. C.- D.± E.-3 3 3 2 2
k 2 k 1

【解析】根据题意，y= k 1 ( x- 1 )，y= x+ 1，两式相除得 1=
k 2
( x- 1 )( x+ 1 )，即

x2- 1= 3
，解得 x=± 10 ，答案选D。2 2

十四、平均值基本定义

【例 1-65】六个数排成一行，它们的平均数是 27，前四个数的平均数是 23，后三个数的

平均数是 34，则第四个数是（ ）。

A. 24 B. 28 C. 30 D. 32 E. 34
【解析】六个数的和是 27× 6= 162，前四个数的和是 23× 4= 92，后三个数的和是

34× 3= 102，则第四个数的值为 92+ 102- 162= 32，答案选D。

【例 1-66】（2021‑1）某班增加了两名同学，则该班同学的平均身高增加了。

（1）增加的两名同学的平均身高与原来男同学的平均身高相同。

（2）原来男同学的平均身高大于女同学的平均身高。

【解析】条件（1）和（2）明显单独都不充分，联立可知，增加的两名同学平均身高=原来

男同学的平均身高>女同学的平均身高，即增加的两名同学平均身高>原来班级同学的平

均身高，则该班同学的平均身高增加了，答案选 C。

十五、平均值定理求最值

1. 凑系数型

【例 1-67】当 0< x< 4时，x ( 8- 2x )的最大值为（ ）。

A. 5 B. 6 C. 7 D. 8 E.以上结论均不正确

【解析】利用平均值定理可知和定积最大，通过凑系数让二者之和为定值。x ( 8- 2x )=
2

1 1 éêê
êê
ë

2x+(8- 2x ) ùúúúú
û
= 8，答案选D。× 2x×(8- 2x )≤ ×2 2

【套路】此类乘积形式无法直接用均值定理，但凑系数后可得到和为定值，从而利用平

均值定理 ab≤ ，求其乘积的最值。( a+ b
2 ) 2

2
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2. 凑项型

【例 1-68】已知 x< 5
，则 4x- 2+4

1
4x- 5的最大值为（ ）。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E.以上结论均不正确

5
【解析】4x- 2凑项为 ( 4x- 5 )+ 3，又 x< ，则 4x- 5< 0，需调整符号，则 4x- 2+4
1 1 úúúú+ 3≤ù

û
-2+ 3= 1，当 且 仅 当 5- 4x= 1

5- 4x，即 x= 1éêêêê
ë
( 5- 4x )+=-4x- 5 5- 4x

时，取等号，答案选A。

【套路】此类题需要凑项构造出 a+ 1
。利用平均值定理：当 a> 0时，a+ 1 ≥ 2；当 a<
a a

0时，a+ 1 ≤-2，求其和的最值。
a

3. 凑指数型

4
【例 1-69】x+

x2
( x> 0 )的最小值为（ ）。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E.以上结论均不正确

≥ 3
34 x x 4 4 x x 4x x 3，当且仅当 ，即 x= 2【解析】 x+ = + + × × = = =

x2 2 2 x2 2 2 x2 2 2 x2

时，取到等号，答案选 C。
4

【套路】此题关键是凑出乘积为定值。x与
x2

分母的次数不一样，调整系数是行不通

的，只能将二者中次数较低的拆成相等的项，再利用平均值定理
a+ b+ c≥3 abc3

，求其和

的最值。

【扩 展】 题 干 若 改 为“ 求 x2+ 4 ( x>0 ) 的 最 小 值 ”，则 x2+ 4 = x2+ 2 + 2 ≥
x x x x

3 2 2× 2= 3 43 ，当且仅当 x2= ，即 x= 23 时，取到等号。x2×3
x x x

4. 分离型

【例 1-70】求
x2+ 7x+ 10 ( x>-1 )的最小值为（ ）。

x+ 1
A. 6 B. 7 C. 8 D. 9 E.以上结论均不正确

【解析】
x2+ 7x+ 10= ( x+ 1 )

2+ 5( x+ 1 )+ 4=( x+ 1 )+ 4 + 5≥ 2 4 + 5= 9，
x+ 1 x+ 1 x+ 1

当且仅当 x+ 1= 4
，即 x= 1时，取到等号，答案选D。

x+ 1
【套路】此类题无法直接用平均值定理，可以将分子凑出含有 ( x+ 1 )的项，将其分离，

再利用平均值定理：当 a> 0时，a+ 1 ≥ 2；当 a< 0时，a+ 1 ≤-2，求其和的最值。
a a
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1
【扩展】①y= x+ 的图像形如双勾，因此称作双勾函数，见图 1‑7。由图可得：当 x>

x

0时，y= x+ 1 ≥ 2；当 x< 0时，y= x+ 1 ≤-2。
x x

6

1
x

4

2

O 1
�1

5

�2

�4

y

x

y = x

y = x+

图 1‑7 双勾函数

b b
x
b

x
b

ab，当且仅当 ax=
x
，即 x=② y= ax+ ( a> 0，b> 0 )：当 x> 0时，ax+ ≥ 2

a

时，取到等号；当 x< 0时，ax+ b ≤-2 ab，当且仅当 ax= b
，即 x=- b

时，取到等号。
x x a

a
【例 1-71】（2019‑1）设函数 f ( x )= 2x+ ( a> 0 )在 ( 0，+∞ )的最小值为 f ( x0 )= 12，2x

则 x0=（ ）。

A. 5 B. 4 C. 3 D. 2 E. 1
【解析】利用平均值定理 a+ b+ c≥ 3 3 abc（当且仅当 a= b= c时，取到等号），则

3a a a 3 a
f ( x )= 2x+ = x+ x+ ≥ 3 x× x× = 3 a = 12，当且仅当 x= x=

x2
= 4时，

x2 x2 x2

取到等号，即 x0= 4，答案选 B。
【套路】拆分时，为了保证取到最值，要进行平均拆分。

【例 1-72】（2020‑1）设 a，b是正实数，则
1+ 1

存在最小值。
a b

（1）已知 ab的值。

（2）已知 a，b是方程 x2-( a+ b ) x+ 2= 0的不同实根。

【解析】条件（1），
a
1 +

b
1 ≥ 2 1

，ab的值已知，则 存在最小值为 2 当且仅
ab

1
a
+ 1
b

1
ab (
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当
1
a
= 1
b
，即a= b时，取到等号 ，充分；条件（2），根据韦达定理可得 ab= 2，虽然已知 ab)

的值，但是 a≠ b，不满足均值不等式取最小值的条件，不充分，答案选A。

【例 1-73】（2018‑1）设 x，y为实数，则 | x+ y |≤ 2。
（1）x2+ y 2 ≤ 2。 （2）xy≤ 1。
【解析】方法（1），结论 | x+ y |≤ 2⇔ ( x+ y )2 ≤ 22，即

x2+ 2xy+ y 2≤ 4。条件（1），x2+ y 2≤ 2，根据平均值定理可

得，2xy≤ x2+ y 2 ≤ 2，则 2xy≤ 2，因此 x2 + y 2 + 2xy≤ 2+
2≤ 4，能推出结论，充分；条件（2），xy≤ 1，很容易找到反

例，当 x= 100，y= 1
时，| x+ y |> 2，不充分，答案选A。100

方法（2），针对条件（1）可以采用图像法，如图 1‑8所示。

因 为 x+ y=±2 是 圆 x2 + y 2 = 2 的 上 、下 两 条 切 线 ，而

x2 + y2 = 2
x + y = 2

x + y = �2
�2

�2

2

2

y

O x

| x+ y |≤ 2表示在两条直线之间的所有区域，又因为圆上和
图 1‑8 图像法

圆内所有的点都在两条直线之间，则条件的范围完全被包含在结论的范围中，充分。

1.5 强化提升习题

1.某人左右两手分别握了若干个石子，左手中石子数乘 3加上右手中石子数乘 4之和为

29，则右手中石子数是（ ）。

A.奇数 B.偶数 C.质数 D.合数 E.以上结论均不正确

2.若三个质数（素数）之积恰好等于它们和的 5倍，则这三个质数之和为（ ）。

A. 12 B. 14 C. 15 D. 18 E. 20
3.已知 x为正整数，且 6x2- 19x- 7的值为质数，则这个质数为（ ）。

A. 2 B. 7 C. 11 D. 13 E. 17
4.（2014‑10）m 2- n2是 4的倍数。

（1）m，n都是偶数。 （2）m，n都是奇数。

5.如果 a，b，c是三个连续的奇数，则 a+ b= 32。
（1）10< a< b< c< 20。 （2）b和 c为质数。

a26.若整数 a，m，n满足 - 4 2 = m- n，则m+ n+ a取值有（ ）种。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
··

7.纯循环小数 0.abc写成最简分数时，分子与分母之和是 58，这个循环小数是（ ）。
·· ·· ·· ·· ··

A. 0.567 B. 0.537 C. 0.517 D. 0.569 E. 0.562
8.若 1374除以某个质数，余数为 9，则这个质数为（ ）。

A. 7 B. 11 C. 13 D. 17 E. 19
9. 一个盒子装有 m (m≤ 100 )个小球，每次按照 2个、3个、4个的顺序取出，最终盒内都

只剩下 1个小球，如果每次取出 11个，则余 4个，求m的各位数上的数字之和为（ ）。

A. 9 B. 10 C. 11 D. 12 E. 13
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10. 一个自然数除以 2余 1，除以 3余 2，除以 5余 4，满足此条件且介于 100~200的自然

数有（ ）个。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
11.已知 a为小于 60的正整数，则可以确定 a的值。

（1）72除以 a的余数为 3。
（2）118除以 a的余数为 3。
12.已知两个正整数的最大公约数是 6，最小公倍数是 120，求这两个数的和是（ ）。

A. 126 B. 54 C. 126或 54 D. 124 E. 124或 54
13.（2008‑10）设 a，b，c 为 整 数 ，且 | a- b | 29 + | c- a | 41 = 1，则 | a- b |+ | a- c |+

| b- c |=（ ）。

A. 2 B. 3 C. 4 D.-3 E.-2
14.（2010‑1）a | a- b |≥ | a | ( a- b )。
（1）实数 a> 0。
（2）实数 a，b满足 a> b。
15.实数 a，b满足 | a | ( a+ b )> a | a+ b |。
（1）a< 0。 （2）b>-a。
16.（2008‑10）| 1- x |- x2- 8x+ 16 = 2x- 5。
（1）2< x。 （2）x< 3。
17.（2010‑10）若实数 a，b，c满足 a2+ b2+ c2= 9，则代数式 ( a- b )2+( b- c )2+( c- a )2

的最大值是（ ）。

A. 21 B. 27 C. 29 D. 32 E. 39
b+ c c+ a a+ b18.（2008‑1）
| a |

+
| b |

+
| c |

= 1。

（1）实数 a，b，c满足 a+ b+ c= 0。
（2）实数 a，b，c满足 abc> 0。
19.方程 | 2x- 11 |= | x- 3 |+ | x- 8 |的解集为（ ）。

A. 3< x< 8 B. x≤ 3 C. x≥ 8
D. x< 3或 x> 8 E. x≤ 3或 x≥ 8

20.方程 | 3x- 4 |+ | 3x+ 2 |= 6的整数解有（ ）个。

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5

21.已知 x≤ 5
，关于 | x- 1 |- | x- 3 |的最值，下列说法正确的是（ ）。2

A.最大值为 1，最小值为-1 B.最大值为 2，最小值为-1
C.最大值为 2，最小值为-2 D.最大值为 1，最小值为-2
E.无最大值和最小值

22.（2013‑10）方程 | x+ 1 |+ | x+ 3 |+ | x- 5 |= 9存在唯一解。

（1） x- | （2）| x- 2 || 2 ≤ 3。 ≥ 2。

23.已知
x = y = z

（a，b，c互不相等），则 x+ y+ z=（ ）。
a- b b- c c- a

A. 1 B.-1 C. 0 D. 0或 1 E. 2
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24. 已知 x1，x2，⋯，xn 的几何平均值为 3，前面 n- 1个数的几何平均值为 2，则 xn 的值

是（ ）。
n n n- 1 n+ 1

A. B. C. 2 D. E.9
2 ( 32 ) ( 32 ) ( 32 ) ( 32 )

25.（2014‑10）a，b，c，d，e五个数满足 a≤ b≤ c≤ d≤ e，其平均数 m= 100，c= 120，则
e- a的最小值是（ ）。

A. 45 B. 50 C. 55 D. 60 E. 65

26.已知 x> 0，函数 y= 2+ 3x2的最小值是（ ）。
x

3 3A. 2 6 B. 3 C. 4 2 D. 6 E.以上结论均不正确

27.（2010‑1）设 a和 b为非负实数，则 a+ b≤ 5
。4

1
（1）ab≤ 16。 （2）a2+ b2 ≤ 1。

28.（2020‑1）设 a，b，c，d是正实数，则 a+ d ≤ 2( b+ c )。
（1）a+ d= b+ c。 （2）ad= bc。

29.（2009‑10）a+ b+ c+ d+ e的最大值为 133。
（1）a，b，c，d，e是大于 1的自然数，且 abcde= 2700。
（2）a，b，c，d，e是大于 1的自然数，且 abcde= 2000。

30.（2009‑10）
a
1+

b
1+ 1

c
> a+ b+ c。

（1）abc= 1。
（2）a，b，c为不全相等的正数。

强化提升习题详解

1.【解析】左×3+右×4= 29，因为 29是奇数，右×4是偶数，所以左×3是奇数，则左

手中石子数是奇数。通过讨论左手中石子数为 3或 7时，右手中石子数为 5或 2，可判定右手

的石子数是质数，答案选 C。
2.【解析】设三个质数为 a，b，c，由题意得 abc= 5( a+ b+ c )，可知必有一个质数是 5。

设 a= 5，则 5bc= 5( 5+ b+ c )，即 bc= 5+ b+ c，整理为 bc- b- c+ 1= 6，分解得 ( b- 1 )

( c- 1 )= 6= 2× 3= 1× 6。又因为 b，c为质数，所以 {b- 1= 1，解得 {b= 2，所以 a+
c- 1= 6 c= 7

b+ c= 14，答案选 B。
3.【解析】6x2- 19x- 7=(3x+ 1 )( 2x- 7 )，由于质数只能分解为 1和它本身相乘，则

( 3x+ 1 )和 ( 2x- 7 )必有一个为 1。明显当 2x- 7= 1，即 x= 4时，6x2- 19x- 7= 13，则
这个质数为 13，答案选D。

4.【解析】m 2- n2=(m+ n ) (m- n )。条件（1），m和 n都是偶数，则 m+ n，m- n也都

是偶数，因此 m 2- n2必然是 4的倍数，充分；条件（2），m和 n都是奇数，则 m+ n，m- n也都

是偶数，因此m 2- n2必然是 4的倍数，也充分，答案选D。
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5.【解析】条件（1）和（2）显然单独都不充分，考虑联合，三个连续的奇数且 b和 c为质

数，讨论得 a= 15，b= 17，c= 19，所以 a+ b= 32，联合充分，答案选 C。
6.【解析】等式两边同时平方去根号：a2- 4 2 = m+ n- 2 mn，利用对应项相等，则

ìm= 8{m+ n= a2
，又 a，m，n均为整数，尝试分解法 mn= 8= 8× 1= 4× 2，则ïïïï

ín= 1mn= 8(m≥ n≥ 0 ) ïïïïîa=±3
ìm= 4ïïïï

或
ïïïï
ín= 2 （舍弃），则m+ n+ a的取值有两种，答案选 B。
îa=± 6

·· abc7.【解析】0.abc化为分数是 999。当化为最简分数时，因为分母大于分子，所以分母大

于 58÷ 2= 29，即分母是大于 29的两位数。由 999= 3× 3× 3× 37，推知 999的分母大于

21 21× 27 56729的两位数的约数只有 37，所以分母是 37，分子是 58- 37= 21，因为 37 = 37× 27 = 999，
··

所以这个循环小数是 0.567，答案选A。

8.【解析】分解质因数法，1374- 9= 1365= 3× 5× 7× 13，因为余数为 9，则除数必

然大于 9，这个质数为 13，答案选 C。
9.【解析】根据题意，m- 1能被 2，3，4整除，因此 m- 1是 12的倍数，即 m- 1= 12k，

m= 12k+ 1，而每次取出 11个余 4个，m= 12k+ 1= 11k+( k+ 1 )，则 k+ 1= 4，k= 3，
m= 12× 3+ 1= 37，因此各数位上的数字之和为 10，答案选 B。

10.【解析】此数加上 1，即为 2，3，5的公倍数。由于 2，3，5的最小公倍数为 30，所以此数

为 30k- 1( k∈ Z )。又因为 100≤ 30k- 1≤ 200，解得 k= 4，5，6，则此数为 119，149，179，共
有三种情况，答案选 C。

【套路】除数与余数的差值都相等时， 。“差同减差”

11.【解析】条件（1），72除以 a的余数为 3，则 a> 3且 a为 69的约数，因此 a= 23，充分；

条件（2），118除以 a的余数为 3，则 a> 3且 a为 115的约数，因此 a= 5或 a= 23，不能唯一确

定，不充分，答案选A。

12.【解析】设这两个正整数分别是 6m和 6n，且 (m，n )= 1，令 n> m> 0，则这两个数的

最小公倍数是 6mn= 120，所以mn= 20= 1× 20= 4× 5，则 m= 1
或

m= 4
，因此两个数{ {n= 20 n= 5

6m= 6 6m= 24
6n= 120或 6n= 30，6m+ 6n= 126或 54，答案选 C。{

【套路】

{
若已知两个数的最大公约数为 k，可设这两个数分别为 km和 kn，且 (m，n )= 1，

则最小公倍数为 kmn，这两个数的乘积为 k 2 mn。

13.【解析】采用特值法，令 a= b= 0，c= 1，满足 |a- b|20+ |c- a|41= 1，此时 | a- b |+
| a- c |+ | b- c |= 0+ 1+ 1= 2，答案选A。

14.【解析】条件（1），a> 0，不等式左边 a | a- b |≥ 0，一定能推出结论，充分；条件（2）
a> b，不等式右边 | a | ( a- b )≥ 0，可以找到反例：当 a< 0时，a | a- b |< 0，此时 a | a-
b |< | a | ( a- b )，不充分，答案选A。
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【扩 展】 若 结 论 改 为 a | a- b |> | a | ( a- b )，则 必 须 满 足 í
ìa | a- b |> 0

，解 得
| a | ( a- b )< 0î

a> 0
a- b< 0，即 0< a< b。{
15.【解析】| a | ( a+ b )> a | a+ b |成立，必须满足í

ì| |
，解得{a+ b> 0

，条
ïï

a ( a+ b )> 0
a a+ b < 0| | a< 0î

件（1）和（2）联合充分，答案选 C。
【扩展】若结论改为“| a | ( a+ b )≥ a | a+ b |”，则只需要满足 a+ b≥ 0或 a≤ 0，此时两

个条件都充分，答案选D。

16.【解析】| 1- x |- ( x- 4 )2 = | 1- x |- | x- 4 |，显然当 1- x≤ 0 且 x- 4≤ 0
时，| 1- x |- | x- 4 |=( x- 1 )-( 4- x )= 2x- 5，因此 1≤ x≤ 4，条件（1）和（2）联合充

分，答案选 C。
17.【解析】代数式展开整理为 2( a2 + b2 + c2 )-( 2ab+ 2ac+ 2bc )= 2× 9-( 2ab+

2ac+ 2bc )，又因为 2( ab+ ac+ bc )=( a+ b+ c )2-( a2+ b2+ c2 )，则 2× 9-( 2ab+ 2ac+
2bc )= 2× 9- [ ( a+ b+ c )2 - 9]= 27-( a+ b+ c )2 ≤ 27，因此代数式的最大值是 27，答
案选 B。

【技巧】极端赋值法，当 a= 4.5，b=- 4.5，c= 0时，取到最大值 27，答案选 B。

18.【解析】条件（1），
b+ c+ c+ a+ a+ b=-a+-b+-c，由于 a，b，c的正负性
| a | | b | | c | | a | | b | | c |

不确定，推不出结论，不充分；条件（2），abc> 0，没有等量关系，也推不出结论，不充分；条件

-a -b
（1）和（2）联合，可以得到 a，b，c必然是两负一正，令 a> 0，b< 0，c< 0，此时

| a |
+

| b |
+

-c =-1+ 1+ 1= 1，联合充分，答案选 C。
| c |

19.【解析】令 x- 3= a，x- 8= b，则 2x- 11= a+ b，题干方程即为 | a+ b |= | a |+
| b |。根据三角不等式，成立的条件为 ab≥ 0，即 ( x- 3 )( x- 8 )≥ 0，解得 x≤ 3或 x≥ 8，答
案选 E。

【技巧】特值法排除，x= 3，x= 8都是方程的解，排除A，B，C，D，答案选 E。

20.【解析】方程可以整理为 ||
|

|||
x- 3

4
||
|

|||+ ||
|

|||
x+ 3

2
||
|

|||= 2，根据绝对值几何意义，当-3
2 ≤

x≤ 4
3 时，

|||
||
|
x- 4

3
|||
||
|
+
|||
||
|
x+ 2

3
|||
||
|
有最小值

|||
||
|
4
3- (- 2

3 ) ||||||= 2，方程的解集即为-23 ≤ x≤ 4
3，又

x是整数，因此 x= 0或 1，答案选 B。
21.【解析】方法（1），分段讨论法。当 x≤ 1时，| x- 1 |- | x- 3 |=(1- x )-( 3- x )=

-2；当 1< x≤ 5
时，| x- 1 |- | x- 3 |=( x- 1 )-( 3- x )= 2x- 4，则当 x= 5

时，有最大2 2

值 2× 5
2- 4= 1，综上所述，最大值为 1，最小值为-2，答案选D。
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方法（2），| x- 1 |- | x- 3 |表示 x到 1的距离与 x到 3的距离的差。当 x≤ 1时，有最小

值-| 1- 3 |=-2；当 x≥ 3时，有最大值 | 1- 3 |= 2；当 1≤ x≤ 3时，x从 1移动到 3，函数值

从-2变成 2，又因为 x≤ 5
2，所以 x= 5

2时，函数有最大值
||
||
|
|
5
2- 1

||
||
|
|
-
||
||
|
| 2
5- 3

||
||
|
|
= 1，综上所述，

最大值为 1，最小值为-2，答案选D。

【套路】形如 | x- a |- | x- b |表示 x到 a和 b距离之差，最大值为 | a- b |，最小值为

-| a- b |。
22.【解析】整理为| x+ 3 |+ | x+ 1 |+ | x- 5 |，表示数轴上点 x到点-3，-1，5距离之和。

当x=-1时，最小值为| -3-5 |=8；当-3≤ x≤5时，| x+3 |+| x-5 |为定值| -3-5 |=8，
而 | x+ 3 |+ | x+ 1 |+ | x- 5 |= 9，则此时点 x到点-1距离应为 1，即 x=-2或 x= 0。条

件（1），| x- 2 |≤ 3，解得-1≤ x≤ 5，此时方程 | x+ 1 |+ | x+ 3 |+ | x- 5 |= 9在-1≤
x≤ 5区间只有唯一解 x= 0，舍去 x=-2，充分；同理，条件（2），| x- 2 |≥ 2，解得 x≥ 4或
x≤ 0，此时方程在 x≥ 4或 x≤ 0区间有两个解 x=-2或 x= 0，不充分，答案选A。

【套路】形如 | x- a |+ | x- b |+ | x- c | b， 无最（令 a< b< c）表示 x到 a， c距离之和，

大值，当 x= b时，有最小值 | a- c |。
ì x= k ( a- b )ïïïï23.【解析】待定系数法，令

x = y = z = k，则 í y= k ( b- c )，三式相加得
a- b b- c c- a ïïïï z= k ( a- c )î

x+ y+ z= 0，答案选 C。
ì

24.【解 析】考 查 几 何 平 均 值 的 定 义 ，根 据 题 意 得
ïï
í
x1 x2…xn = 3

，整 理 为

n

- 1ïïïï n x1 x2…xn- 1 = 2î
3n nì x1 x2⋯xn= n

í
x1 x2⋯xn- 1= 2n- 1

，两式相除得 xn=
3
2n- 1

= 2 ( 32 ) ，答案选 C。
î

25.【解析】当 e最小且 a最大时，e- a取得最小值，由于平均数 m< c，因此 a最大不能

取到 120，应该先考虑 e的值，120= c≤ d≤ e，因此 e最小取 120，此时 c= d= e= 120，又
a+ b+ c+ d+ e= 100× 5= 500，a≤ b，要使 a最大，则 a= b= 70，因此 e- a的最小值

是 120- 70= 50，答案选 B。
3 1 126.【解析】利用平均值定理，平均拆分，y= 2 + 3x2= 1 + 1 + 3x2≥ 3 × × 3x2 =

x x x x x
3 123 3，当且仅当

1 = 3x ，即 x= 3 ，取到等号，答案选 B。
x

27.【解析】条件（1），举反例，当 a= 0，b= 2时，a+ b= 2> 4
5
，推不出结论，不充分；条件

5
（2），举反例，当 a= b= 2

2 时，a+ b= 2 > ，推不出结论，也不充分；考虑联合，( a+4
1 18 18 3 2 5

b )2 = a2 + b2 + 2ab≤ 1+ 2× 16 = 16 ，又 a，b为非负实数，则 a+ b≤ 16 = 4 < 4，

3
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联合充分，答案选 C。
2

d )2≤28.【解析】结论的等价形式为 ( a+ 2( b+ c ) ，即 a+ d+ 2 ad ≤ 2( b+ c )，
条件（1），a+ d= b+ c，而 a+ d≥ 2 ad，则 a+ d+ 2 ad ≤ 2( a+ d )= 2( b+ c )，充分；

条件（2），ad= bc，仍然确定不了 a+ d和 b+ c的大小关系，因此推不出结论，举反例，当 a= 9，
d= 1，b= c= 3时， a+ d= 3+ 1= 4， 2( b+ c ) = 2 3，则 a + d > 2( b+ c )，不
充分，答案选A。

29.【解析】当几个正数的乘积为定值时，这几个数相差越大，和越大。条件（1），

abcde= 2700，要求 a，b，c，d，e的和是最大值，应让这五个数相差尽可能大，则 abcde=
2700= 2× 2× 3× 3× 75，和的最大值为 2+ 2+ 3+ 3+ 75= 85≠ 133，不充分；同理，条

件（2），abcde= 2000= 2× 2× 2× 2× 125，和的最大值为 2+ 2+ 2+ 2+ 125= 133，充
分，答案选 B。

【套路】①平均值定理：当几个正数的乘积为定值时，这几个数越接近，和越小；这几个

数相差越大，和越大。②当几个正数的和为定值时，这几个数越接近，乘积越大；这几个数相

差越大，乘积越小。

【扩展】结论若改为“求 a+ b+ c+ d+ e的最小值”，则条件（1），abcde= 2700= 3×
5× 5× 6× 6，和 的 最 小 值 为 3+ 5+ 5+ 6+ 6= 25；条 件（2），abcde= 2000= 4× 4×
5× 5× 5，和的最小值为 4+ 4+ 5+ 5+ 5= 23。

30.【解析】条件（1），举反例 a= b= c= 1，推不出结论，不充分；条件（2），举反例 a= 1，

b= 1，c= 4，推不出结论，也不充分；联合起来，
1 + 1 + 1 = abc + abc + abc = bc+ ac+
a b c b c

ab ac
ab，根据平均值定理 bc+ ac+ ab= ( ab2 + ac

2 )+ ( ab2 + bc
2 )+

a

( ac2 + bc
2 )≥ 2 × +2 2

ab bc ac bc× + 2 × = a + b + c，又 a，b，c为不全相等的正数，取不到等号，因此2 2 2 2
1 1 1+ + > a + b + c，联合充分，答案选 C。
a b c
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