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第一章　极限与连续
【本章导读】

初等数学是用有限的方法研究常量的数学，高等数学是用极限的方法研究函数的数

学。因此，极限是高等数学区别于初等数学的一个标志，是初等数学向高等数学飞跃的

阶梯。极限的概念以及极限的思想方法将贯穿高等数学的始终。微积分学中的其他几

个重要概念，如连续、导数、定积分等，都是用极限表述的，并且微积分学中的很多定理也

是用极限方法推导出来的，所以准确理解极限的概念、熟练掌握极限的计算方法是学好

高等数学的基础。本章在对函数概念进行复习的基础上介绍数列与函数极限的概念、求

极限的方法及函数的连续性。

【学习目标】

了解反函数、函数的单调性、奇偶性、有界性、周期性的概念，左、右极限的概念，无

穷小、无穷大的概念，闭区间上连续函数的性质。

理解函数、基本初等函数、复合函数、初等函数、分段函数的概念，函数极限的定

义，无穷小的性质，函数在一点连续的概念，初等函数的连续性。

掌握复合函数的复合过程和极限四则运算法则。

会对无穷小进行比较；用两个重要极限求极限；判断间断点的类型；求连续函数和

分段函数的极限；用极限解决经济中的问题。

第一节　初 等 函 数

一、函数的有关概念

１．函数的定义

定义１　设犇是一个数集。如果对属于犇的每一个数狓，按照某种对应关系犳，都有

确定的数值狔和它对应，那么狔就叫作定义在数集犇 上的狓的函数，记为狔＝犳（狓）。狓

叫作自变量，数集犇叫作函数的定义域，当狓取数值狓０∈犇时，与狓０ 对应的狔的数值称

为函数在点狓０ 处的函数值，记为犳（狓０）；当狓取遍犇 中的一切实数值时，与它对应的函

数值的集合犕＝ 狔狔＝犳（狓），狓∈｛ ｝犇 叫作函数值的值域。

在函数的定义中，如对于每一个狓∈犇，都有唯一确定的狔与它对应，那么这种函数

称为单值函数，否则称为多值函数。如无特别说明，本书研究的函数都指单值函数。

２．函数的定义域

研究函数时，必须注意函数的定义域。在实际问题中，应根据问题的实际意义来确

定定义域。对于用数学式子表示的函数，它的定义域可由函数表达式本身来确定，即要

使运算有意义，一般应考虑以下几点。

（１）在分式中，分母不能为０。

（２）在根式中，负数不能开偶次方根。
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（３）在对数式中，真数不能取０和负数，底数大于０且不等于１。

（４）在三角函数式中，犽π＋
π
２
（犽∈犣）不能取正切，犽π（犽∈犣）不能取余切。

（５）在反三角函数式中，要符合反三角函数的定义域。

（６）如函数表达式中含有分式、根式、对数式或反三角函数式，则应取各部分定义域

的交集。

例１　求下列函数的定义域。

（１）狔＝
１

４－狓２
＋ 狓槡 ＋２；　（２）狔＝ｌｇ

狓
狓－１

；　（３）狔＝ａｒｃｓｉｎ
狓＋１
３
；　（４）狔＝ｌｎｃｏｓ狓。

解　（１）要使函数有意义，必须满足
４－狓２≠０

狓＋２≥｛ ０
，解得狓＞－２且狓≠２，所以函数的定

义域为（－２，２）∪（２，＋¥）。

（２）要使函数有意义，必须满足
狓
狓－１

＞０，解得狓＞１或狓＜０，所以函数的定义域为

（－¥，０）∪（１，＋¥）。

（３）要使函数有意义，必须满足－１≤
狓＋１
３
≤１，解得－３≤狓＋１≤３，即－４≤狓≤２，所

以函数的定义域为 －４，［ ］２ 。

（４）要使函数有意义，必须满足ｃｏｓ狓＞０，所以－
π
２
＋２犽π＜狓＜

π
２
＋２犽π（犽∈犣），故函

数的定义域为

－
π
２
＋２犽π，

π
２
＋２犽（ ）π （犽∈犣）

只有当两个函数的定义域和对应关系完全相同时，这两个函数才被认为是相同的。

例如，函数狔＝ｓｉｎ
２狓＋ｃｏｓ２狓与狔＝１是两个相同的函数；函数狔＝

狓２－１
狓－１

与狔＝狓＋１

是两个不同的函数。

３．邻域

定义２　设犪∈犚，δ＞０，称开区间（犪－δ，犪＋δ）为点犪的δ邻域，记为犝（犪，δ），即

犝（犪，δ）＝（犪－δ，犪＋δ）＝ 狓｜狓－犪 ＜｛ ｝δ ，称犪为邻域的中心，δ为邻域的半径；将犪的δ

邻域中心犪去掉后得犪的δ空心邻域，记为犝
ｏ

（犪，δ），即犝
ｏ

（犪，δ）＝（犪－δ，犪）∪（犪，犪＋δ）＝

狓｜０＜ 狓－犪 ＜｛ ｝δ 。点犪的δ邻域及点犪 的δ空心邻域有时又分别简记为犝（犪）与

犝
ｏ

（犪）。

４．函数的表示法

常用的函数表示法有公式法（解析法）、表格法和图像法三种。有时，会遇到一个函

数在自变量不同的取值范围内用不同的式子来表示。例如，函数

犳（狓）＝
槡狓， 狓≥０

－狓， 狓＜
烅
烄

烆 ０

是定义在区间（－¥，＋¥）内的一个函数。在定义域的不同范围内用不同的式子来表示

的函数称为分段函数。

·２·



第一章　极限与连续

５．函数的特性

函数具有奇偶性、单调性、有界性、周期性等特性，如表１１所示。

表　１１

特　　性 定　　义 几 何 特 性

奇偶性

如函数犳（狓）的定义域关于原点对

称，且对任意的狓，如果犳（－狓）＝

－犳（狓），那么犳（狓）为奇函数；如果

犳（－狓）＝犳（狓），那么犳（狓）为偶

函数 奇函数的图像关于原点对称；

偶函数的图像关于狔轴对称

单调性

对于任意的狓１，狓２∈（犪，犫），且

狓１＜狓２，如果犳（狓１）＜犳（狓２），那

么犳（狓）在（犪，犫）内单调增加；如果

犳（狓１）＞犳（狓２），那么犳（狓）在（犪，犫）

内单调减少 单调增函数的图像沿狓轴正向上升；

单调减函数的图像沿狓轴正向下降

有界性

对于任意的狓∈（犪，犫），存在 犕＞

０，有 犳（狓） ≤犕，那么犳（狓）在

（犪，犫）内有界；如果这样的数犕 不

存在，那么犳（狓）在区间（犪，犫）内

无界 区间（犪，犫）内的有界函数的图像全部

夹在直线狔＝犕 与狔＝－犕 之间

周期性

对于任意的狓∈犇，存在正数犾，使

犳（狓＋犾）＝犳（狓），那么犳（狓）为犇

上的周期函数，犾叫作这个函数的

周期
一个以犾为周期的周期函数的图像在定义域内

每隔长度为犾的区间上有相同的形状

二、反函数

定义３　设函数狔＝犳（狓），它的定义域是犇，值域为犕，如果对值域犕 中任意一个值

狔，都能由狔＝犳（狓）确定犇中唯一的狓 值与之对应，由此得到以狔为自变量的函数叫作

狔＝犳（狓）的反函数，记为狓＝犳
－１（狔），狔∈犕。

在习惯上，自变量用狓表示，函数用狔表示，所以可将反函数改写成狔＝犳
－１（狓），

狓∈犕。

由定义可知，函数狔＝犳（狓）的定义域和值域分别是其反函数狔＝犳
－１（狓）的值域和定

义域。函数狔＝犳（狓）和狔＝犳
－１（狓）互为反函数。

·３·
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例２　求函数狔＝３狓－２的反函数。

解　由狔＝３狓－２解得狓＝
狔＋２
３
，将狓与狔互换，得狔＝

狓＋２
３
，所以狔＝３狓－２（狓∈犚）

的反函数是狔＝
狓＋２
３
（狓∈犚）。

另外，函数狔＝犳（狓）和它的反函数狔＝犳
－１（狓）的图像关于直线狔＝狓对称。

三、基本初等函数

幂函数（狔＝狓α，α∈犚）、指数函数（狔＝犪
狓，犪＞０且犪≠１）、对数函数（狔＝ｌｏｇ犪狓，犪＞０且

犪≠１）、三角函数和反三角函数统称为基本初等函数。

一些常用的基本初等函数的定义域与值域、图像和特性如表１２所示。

表　１２

函　　数 定义域与值域 图　　像 特　　性

幂

函

数

狔＝狓
狓∈（－¥，＋¥）

狔∈（－¥，＋¥）
奇函数

单调增加

狔＝狓
２

狓∈（－¥，＋¥）

狔∈［０，＋¥）

偶函数，在（－¥，０）内单
调减少；在（０，＋¥）内单
调增加

狔＝狓
３

狓∈（－¥，＋¥）

狔∈（－¥，＋¥）
奇函数

单调增加

狔＝狓
－１

狓∈（－¥，０）∪（０，＋¥）

狔∈（－¥，０）∪（０，＋¥）

奇函数，在（－¥，０）内单
调减少；在（０，＋¥）内单
调减少

狔＝狓
１
２

狓∈［０，＋¥）

狔∈［０，＋¥）
单调增加

·４·
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续表

函　　数 定义域与值域 图　　像 特　　性

指

数

函

数

狔＝犪
狓

（犪＞１）

狓∈（－¥，＋¥）

狔∈（０，＋¥）
单调增加

狔＝犪
狓

（０＜犪＜１）

狓∈（－¥，＋¥）

狔∈（０，＋¥）
单调减少

对

数

函

数

狔＝ｌｏｇ犪狓

（犪＞１）

狓∈（０，＋¥）

狔∈（－¥，＋¥）
单调增加

狔＝ｌｏｇ犪狓

（０＜犪＜１）

狓∈（０，＋¥）

狔∈（－¥，＋¥）
单调减少

三

角

函

数

狔＝ｓｉｎ狓
狓∈（－¥，＋¥）

狔∈［－１，１］

奇函数，周期为２π，有

界， （在 ２犽π－
π
２
，２犽π＋

π）２ 内 单 调 增 加，

（

在

２犽π＋
π
２
，２犽π＋

３π）２ 内

单调减少（犽∈犣）

狔＝ｃｏｓ狓
狓∈（－¥，＋¥）

狔∈［－１，１］

偶函数，周期为２π，有

界，在 ２犽π，２犽π＋（ ）π 内

单调减少，在（２犽π＋π，

２犽π＋２π）内单调增加

（犽∈犣）

狔＝ｔａｎ狓
狓≠犽π＋

π
２
（犽∈犣）

狔∈（－¥，＋¥）

奇函 数，周 期 为 π，在

犽π－
π
２
，犽π＋

π（ ）２ 内单

调增加（犽∈犣）

狔＝ｃｏｔ狓
狓≠犽π（犽∈犣）

狔∈（－¥，＋¥）

奇函 数，周 期 为 π，在

（犽π，犽π＋π）内单调减少

（犽∈犣）

·５·
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续表

函　　数 定义域与值域 图　　像 特　　性

反

三

角

函

数

狔＝ａｒｃｓｉｎ狓

狓∈［－１，１］

狔∈［－
π
２
，π
２
］

奇函数，单调增加，有界

狔＝ａｒｃｃｏｓ狓
狓∈［－１，１］

狔∈［０，π］
单调减少，有界

狔＝ａｒｃｔａｎ狓

狓∈（－¥，＋¥）

狔∈（－
π
２
，π
２
）

奇函数，单调增加，有界

狔＝ａｒｃｃｏｔ狓
狓∈（－¥，＋¥）

狔∈（０，π）
单调减少，有界

四、复合函数和初等函数

１．复合函数

定义４　设狔是狌的函数，狔＝犳（狌）；而狌又是狓的函数，狌＝φ（狓），其定义域为数集

犃。如果在数集犃或犃 的子集上，狓的每一个值所对应的狌值都能使函数狔＝犳（狌）有定

义，那么狔就是狓的函数。这个函数叫作函数狔＝犳（狌）与狌＝φ（狓）复合而成的函数，简称

为狓的复合函数，记为狔＝犳φ（狓［ ］），其中狌叫作中间变量，其定义域为数集犃 或犃 的

子集。

例如，狔＝ｔａｎ
２狓是由狔＝狌

２ 与狌＝ｔａｎ狓复合而成的函数；狔＝ｌｎ（狓－１）是由狔＝ｌｎ狌

与狌＝狓－１复合而成的函数，它们都是狓的复合函数。

注意　 （１）不是任何两个函数都可以复合成一个函数。例如，狔＝ａｒｃｓｉｎ狌与狌＝２＋

狓２ 就不能复合成一个函数。

（２）复合函数也可以由两个以上的函数复合而成。例如，由狔＝２
狌，狌＝ｓｉｎ狏，狏＝

１

狓
这

三个函数可得复合函数狔＝２
ｓｉｎ
１
狓，这里狌和狏都是中间变量。

例３　指出下列各复合函数的复合过程。

（１）狔＝ １＋狓槡
２；　　（２）狔＝ａｒｃｓｉｎ（ｌｎ狓）；　　（３）狔＝ｅ

ｓｉｎ狓
２

。

·６·
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解　（１）狔＝ １＋狓槡
２是由狔＝槡狌与狌＝１＋狓

２ 复合而成。

（２）狔＝ａｒｃｓｉｎ（ｌｎ狓）是由狔＝ａｒｃｓｉｎ狌与狌＝ｌｎ狓复合而成。

（３）狔＝ｅ
ｓｉｎ狓

２

是由狔＝ｅ
狌，狌＝ｓｉｎ狏，狏＝狓２ 复合而成。

２．初等函数

定义５　由基本初等函数和常数经过有限次四则运算以及有限次的复合步骤所构成

的，并能用一个式子表示的函数称为初等函数。

例如，狔＝ｌｎｃｏｓ
２狓，狔＝

３

ｔａｎ槡 狓，狔＝
２狓３－１

狓２＋１
，狔＝ｅ

２狓ｓｉｎ（２狓＋１）都是初等函数。

在初等函数的定义中，明确指出是用一个式子表示的函数，如果一个函数必须用几

个式子表示，它就不是初等函数。例如，犵（狓）＝
２槡狓， ０≤狓≤１

１＋狓， 狓＞
烅
烄

烆 １
就不是初等函数，而称

为非初等函数。

五、建立函数关系举例

在解决实际问题时，通常要先建立问题中的函数关系，然后进行分析和计算。下面

举一些简单的实际问题，说明建立函数关系的过程。

例４　某工厂生产人造钻石，年生产量为狓ｋｇ，其固定成本为３１２万元，每生产１ｋｇ人

造钻石，可变成本均匀地增加５０元，试将总成本犆总（单位：元）和平均单位成本犆均（单

位：元／ｋｇ）表示成产量狓（单位：ｋｇ）的函数。

解　由于总成本＝固定成本＋可变成本，平均成本＝总成本／产量，所以

犆总＝３１２００００＋５０狓，犆均＝
３１２００００＋５０狓

狓
＝
３１２００００

狓
＋５０

例５　某运输公司规定货物的吨千米运价为：在犪ｋｍ以内，犽元／ｋｍ；超过犪ｋｍ时，

超过部分
４

５
犽元／ｋｍ。求运价犿与里程狊之间的函数关系。

解　根据题意可列出如下函数关系

犿＝

犽狊，　　　　　　　０＜狊≤犪

犽犪＋
４

５
犽（狊－犪）， 狊＞

烅

烄

烆
犪

这里运价犿和里程狊的函数关系是用分段函数表示的，定义域为（０，＋¥）。

图　１１

例６　将直径为犱的圆木料锯成截面为矩形的木材（见图１１），列

出矩形截面两条边长之间的函数关系。

解　设矩形截面的一条边长为狓，另一条边长为狔，由勾股定理得

狓２＋狔
２＝犱２。解出狔＝± 犱２－狓槡

２，由于狔 只能取正值，所以狔＝

犱２－狓槡
２，这就是矩形截面的两条边长之间的函数关系，它的定义域为

（０，犱）。

一般地，建立函数关系式应根据题意，先分析问题中哪些是变量，哪些是常量；在变

量中，哪个是自变量，哪个是函数，并用不同的字母表示；再根据问题中给出的条件，运用

数学、物理等方面的知识，确定等量关系；必要时，还要根据所给条件，确定关系式中需要

·７·
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习题讲解视频１１

确定的常数或消去式中出现的多余变量，从而得出函数关系式，并根据题意写出函数的

定义域。如果变量之间的关系式在自变量的各个取值范围内各不相同，则需进行分段考

察，并将结果写成分段函数。

思　考　题

１．如何作分段函数的图像？作出分段函数犳（狓）＝
狓＋１， 狓＜０

２狓， 狓≥
烅
烄

烆 ０
的图像。

２．几个函数能复合成一个函数的条件是什么？狔＝ｌｎ狌，狌＝ｃｏｓ狓，狓∈
π
２
，（ ）π 能否复

合成一个函数？为什么？

３．基本初等函数的特点是什么？

　　　　　习题１１

１．下列各题中所给的两个函数是否相同？为什么？

（１）狔＝狓和狔＝ 狓槡
２；

（２）狔＝狓和狔＝ 槡（ ）狓
２；

（３）狔＝（１－ｃｏｓ
２狓）

１
２和狔＝ｓｉｎ狓；

（４）狔＝ｌｇ狓
３ 和狔＝３ｌｇ狓。

２．求下列函数的定义域。

（１）狔＝ ３狓槡 ＋４； （２）狔＝ １－槡 狓 ； （３）狔＝
２

狓２－３狓＋２
；

（４）狔＝ ５－槡 狓＋ｌｇ（狓－１）； （５）狔＝ ２＋槡 狓＋
１

ｌｇ（１＋狓）
； （６）狔＝ａｒｃｃｏｓ ２槡狓。

３．设犳（狓）＝犪狓＋犫，犳（０）＝－２，犳（３）＝５，求犳（１）和犳（２）。

４．已知犳（狓＋１）＝狓
２＋３狓＋５，求犳（狓）。

５．判断下列函数的奇偶性。

（１）犳（狓）＝狓
４－２狓２＋３； （２）犵（狓）＝狓

２ｃｏｓ狓；

（３）犳（狓）＝
１

２
（ｅ狓＋ｅ－狓）； （４）犳（狓）＝ｌｎ（狓＋ １＋狓槡

２）。

６．证明函数狔＝
１

狓
在区间（－１，０）内单调减少。

７．将下列各题中的狔表示为狓的函数。

（１）狔＝槡狌，狌＝狓
２－１； （２）狔＝槡狌，狌＝１＋ｓｉｎ狓。

８．指出下列函数的复合过程。

（１）狔＝ｃｏｓ５狓； （２）狔＝（２－３狓）
１
２； （３）狔＝ｌｎ（ｓｉｎｅ

狓＋１）；

（４）狔＝５
ｃｏｔ
１
狓； （５）狔＝ｓｉｎ

２狓； （６）狔＝ｓｉｎ狓
２；

（７）狔＝ ｌｎ槡 狓； （８）狔＝ｌｎｔａｎ
１

狓２
； （９）狔＝ｓｉｎ

２（ｌｎ狓）；

（１０）狔＝ｓｉｎ
３

狓２槡 ＋１； （１１）狔＝ｌｇａｒｃｓｉｎ（狓＋１）； （１２）狔＝

３

ｔａｎ２ 狓＋（ ）槡
１

６
；
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第一章　极限与连续

（１３）狔＝ａｒｃｔａｎｅ槡
狓； （１４）狔＝ｌｎｃｏｓ 狓２槡 ＋１； （１５）狔＝ｓｉｎ

２ １－狓－狓槡
２；

（１６）狔＝ａｒｃｓｉｎ
２ ２狓

１－狓（ ）２ 。
９．国际航空信件的邮资标准是１０ｇ以内邮资４元，超过１０ｇ时超过的部分每克收取

０．３元，且信件重量不能超过２００ｇ，试求邮资狔与信件重量狓的函数关系式。

１０．用铁皮做一个容积为犞 的圆柱形罐头筒（带盖），试将它的表面积狊表示为底半

径狉的函数，并求其定义域。

第二节　数列的极限

一、数列极限的定义

前面已经学过数列的概念，现在进一步考察当狀无限增大时，数列狓狀＝犳（狀）的变化

趋势，先看下面两个数列：

（１）
１

２
，１
４
，１
８
，１
１６
，…，１
２狀
，…； （２）２，

１

２
，４
３
，３
４
，…，狀＋

（－１）狀－１

狀
，…。

为清楚起见，把这两个数列的前几项在数轴上表示出来，分别如图１２和图１３所示。

图　１２
　　　

图　１３

由图１２可以看出，当狀无限增大时，表示数列狓狀＝
１

２狀
的点逐渐密集在狓＝０的右

侧，即数列狓狀 无限接近于０；由图１３可以看出，当狀无限增大时，表示数列狓狀＝

狀＋（－１）狀－１

狀
的点逐渐密集在狓＝１的附近，即数列狓狀 无限接近于１。

归纳这两个数列的变化趋势，可知当狀无限增大时，狓狀 都分别无限接近于一个确定

的常数。一般地，有如下定义。

定义６　如果当狀无限增大时，数列 狓｛ ｝狀 无限接近于一个确定的常数犪，那么犪就叫

作当狀趋向无穷大时，数列 狓｛ ｝狀 的极限，记为

ｌｉｍ
狀→¥
狓狀＝犪　或　　　当狀→¥时，狓狀→犪

因此，数列（１）和数列（２）的极限分别记为ｌｉｍ
狀→¥

１

２狀
＝０；ｌｉｍ

狀→¥

狀＋（－１）狀－１

狀
＝１。

例７　观察下列数列的变化趋势，写出它们的极限。

（１）狓狀＝
１

狀
； （２）狓狀＝２－

１

狀２
； （３）狓狀＝（－１）

狀 １

３狀
； （４）狓狀＝－３。

解　列表考察这四个数列的前几项，当狀→¥时，它们的变化趋势如表１３所示。
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表　１３

狀 １ ２ ３ ４ ５ … →∞

（１）狓狀＝
１

狀
１

１

２

１

３

１

４

１

５
… →０

（２）狓狀＝２－
１

狀２
２－

１

１
２－

１

４
２－

１

９
２－

１

１６
２－

１

２５
… →２

（３）狓狀＝（－１）
狀 １

３狀
－
１

３

１

９
－
１

２７

１

８１
－
１

２４３
… →０

（４）狓狀＝－３ －３ －３ －３ －３ －３ … →－３

由表１３中各数列的变化趋势，根据数列极限的定义可知：

（１）ｌｉｍ
狀→¥
狓狀＝ｌｉｍ

狀→¥

１

狀
＝０；　　　　　　　　　（２）ｌｉｍ

狀→¥
狓狀＝ｌｉｍ

狀→¥
２－
１

狀（ ）２ ＝２；
（３）ｌｉｍ

狀→¥
狓狀＝ｌｉｍ

狀→¥
（－１）狀

１

３狀
＝０； （４）ｌｉｍ

狀→¥
狓狀＝ｌｉｍ

狀→¥
（－３）＝－３。

注意　 并不是任何数列都有极限。

例如，数列狓狀＝２
狀，当狀无限增大时，狓狀 也无限增大，但不能无限接近于一个确定的

常数，所以这个数列没有极限。

又如，数列狓狀＝（－１）
狀＋１，当狀无限增大时，狓狀 在１与－１两个数上来回跳动，不能无

限接近于一个确定的常数，所以这个数列也没有极限。

数列没有极限，也说数列的极限不存在。

二、数列极限的四则运算

设有数列狓狀 和狔狀，且ｌｉｍ
狀→¥
狓狀＝犪，ｌｉｍ

狀→¥
狔狀＝犫，则

（１）ｌｉｍ
狀→¥
（狓狀±狔狀）＝ｌｉｍ

狀→¥
狓狀±ｌｉｍ

狀→¥
狔狀＝犪±犫。

（２）ｌｉｍ
狀→¥
（狓狀·狔狀）＝ｌｉｍ

狀→¥
狓狀·ｌｉｍ

狀→¥
狔狀＝犪·犫。

（３）ｌｉｍ
狀→¥

狓狀

狔狀
＝
ｌｉｍ
狀→¥
狓狀

ｌｉｍ
狀→¥
狔狀
＝
犪
犫
（犫≠０）。

这里（１）和（２）可推广到有限个数列的情形。

推论　若ｌｉｍ
狀→¥
狓狀 存在，犮为常数，犽∈犖

＋，则

（１）ｌｉｍ
狀→¥
（犮·狓狀）＝犮·ｌｉｍ

狀→¥
狓狀； （２）ｌｉｍ

狀→¥
（狓狀）

犽＝（ｌｉｍ
狀→¥
狓狀）

犽。

例８　已知ｌｉｍ
狀→¥
狓狀＝５，ｌｉｍ

狀→¥
狔狀＝２，求：

（１）ｌｉｍ
狀→¥
（３狓狀）； （２）ｌｉｍ

狀→¥

狔狀
５
； （３）ｌｉｍ

狀→¥
３狓狀－

狔狀（ ）５ 。

解　（１）ｌｉｍ
狀→¥
（３狓狀）＝３ｌｉｍ

狀→¥
狓狀＝３×５＝１５

（２）ｌｉｍ
狀→¥

狔狀
５
＝
１

５
ｌｉｍ
狀→¥
狔狀＝

２

５

（３）ｌｉｍ
狀→¥
３狓狀－

狔狀（ ）５ ＝ｌｉｍ
狀→¥
（３狓狀）－ｌｉｍ

狀→¥

狔狀
５
＝１５－

２

５
＝１４

３

５
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例９　求下列各极限。

（１）ｌｉｍ
狀→¥
４－
１

狀
＋
３

狀（ ）２ ； （２）ｌｉｍ
狀→¥

３狀２－狀＋１

１＋狀２
；

（３）ｌｉｍ
狀→¥
１＋
１

２
＋
１

４
＋…＋

１

２（ ）狀 ； （４）ｌｉｍ
狀→¥

狀槡＋１－槡（ ）狀 。

解　（１）ｌｉｍ
狀→¥
４－
１

狀
＋
３

狀（ ）２ ＝ｌｉｍ狀→¥
４－ｌｉｍ

狀→¥

１

狀
＋３ｌｉｍ

狀→¥

１

狀２
＝４－０＋３×０＝４

（２）ｌｉｍ
狀→¥

３狀２－狀＋１

１＋狀２
＝ｌｉｍ
狀→¥

３－
１

狀
＋
１

狀２

１

狀２
＋１

＝

ｌｉｍ
狀→¥
３－ｌｉｍ

狀→¥

１

狀
＋ｌｉｍ
狀→¥

１

狀２

ｌｉｍ
狀→¥

１

狀２
＋ｌｉｍ
狀→¥
１

＝
３－０＋０

０＋１
＝３

（３）ｌｉｍ
狀→¥
１＋
１

２
＋
１

４
＋…＋

１

２（ ）狀 ＝ｌｉｍ狀→¥

１－（ ）１２
狀＋１

１－
１

２

＝２ｌｉｍ
狀→¥
１－

１

２狀（ ）＋１ ＝２

（４）ｌｉｍ
狀→¥
（狀槡＋１－槡狀）＝ｌｉｍ

狀→¥

（狀槡＋１－槡狀）（狀槡＋１＋槡狀）

狀槡＋１＋槡狀

＝ｌｉｍ
狀→¥

１

狀槡＋１＋槡狀
＝０

三、无穷递缩等比数列的求和公式

等比数列犪１，犪１狇，犪１狇
２，…，犪１狇

狀－１，…，当 狇 ＜１时，称为无穷递缩等比数列。现在来

求它的前狀项的和犛狀 当狀→¥时的极限。

由于犛狀＝
犪１（１－狇

狀）

１－狇
，则ｌｉｍ

狀→¥
犛狀＝ｌｉｍ

狀→¥

犪１（１－狇
狀）

１－狇
＝ｌｉｍ
狀→¥

犪１
１－狇

·ｌｉｍ
狀→¥
（１－狇

狀）＝
犪１
１－狇

（ｌｉｍ
狀→¥
１－ｌｉｍ

狀→¥
狇
狀）。

当 狇 ＜１时，ｌｉｍ
狀→¥
狇
狀＝０，所以ｌｉｍ

狀→¥
犛狀＝

犪１
１－狇

（１－０）＝
犪１
１－狇

。

我们把无穷递缩等比数列前狀项的和当狀→¥时的极限叫作这个无穷递缩等比数列

的和，并用符号犛表示，从而有公式

犛＝
犪１
１－狇

这个公式叫作无穷递缩等比数列的求和公式。

例１０　求数列
１

２
，１
４
，１
８
，…，１
２狀
，…各项的和。

解　因为 狇 ＝
１

２
＜１，所以它是无穷递缩等比数列，因此有犛＝

１

２

１－
１

２

＝１。

思　考　题

１．“对数列 狓｛ ｝狀 ，如果当狀无限增大时，狓狀 越来越接近于常数犃，则称数列 狓｛ ｝狀 以犃

为极限”，这种说法正确吗？

２．数列１，２，
１

２
，３
２
，１
３
，４
３
，…，１

狀
，狀＋１
狀
，…是否有极限？
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习题讲解视频１２

　　　 　习题１２

１．观察下列数列当狀→¥时的变化趋势，写出极限。

（１）狓狀＝
１

２狀
； （２）狓狀＝（－１）

狀 １

狀
； （３）狓狀＝２－

１

狀２
；

（４）狓狀＝
狀－１
狀＋１

； （５）狓狀＝１－
１

５狀
； （６）狓狀＝－５；

（７）狓狀＝（－１）
狀狀； （８）狓狀＝

１＋（－１）狀

２
。

２．已知ｌｉｍ
狀→¥
狓狀＝

１

２
，ｌｉｍ
狀→¥
狔狀＝－

１

２
，求下列各极限。

（１）ｌｉｍ
狀→¥
（２狓狀＋３狔狀）； （２）ｌｉｍ

狀→¥

狓狀－狔狀
狓狀

。

３．求下列各极限。

（１）ｌｉｍ
狀→¥
３－
１

狀（ ）２ ； （２）ｌｉｍ
狀→¥

２狀－１
３狀

； （３）ｌｉｍ
狀→¥

７狀２＋１

７狀２－３
；

（４）ｌｉｍ
狀→¥

－３狀３＋狀－５

３＋狀３
； （５）ｌｉｍ

狀→¥
３－
３

２狀
＋
１

狀（ ）２ ； （６）ｌｉｍ
狀→¥
１－
３

２（ ）狀 ６－
７（ ）狀 ；

（７）ｌｉｍ
狀→¥

４狀２＋５

３－２狀２
； （８）ｌｉｍ

狀→¥

狀２－３
狀＋１

－（ ）狀 ； （９）ｌｉｍ
狀→¥

２狀－１

１＋２狀
；

（１０）ｌｉｍ
狀→¥

１＋２＋３＋…＋狀
狀＋２

－
狀（ ）２ ；（１１）ｌｉｍ

狀→¥
（狀槡－１－槡狀）；（１２）ｌｉｍ

狀→¥

９狀２＋槡 狀
２狀＋５

；

（１３）ｌｉｍ
狀→¥
槡狀（狀槡－１－ 狀槡＋２）。

４．求下列无穷递缩等比数列的和。

（１）３，１，
１

３
，１
９
，…；　（２）１，－

１

３
，１
３２
，－
１

３３
，…；　（３）１，－狓，狓

２，－狓３，…（狓 ＜１）。

第三节　函数的极限

本节将讨论一般函数狔＝犳（狓）的极限，主要研究以下两种情形：

（１）当自变量狓的绝对值 狓 无限增大，即狓趋向无穷大（记为狓→¥）时，函数犳（狓）

的极限；

（２）当自变量狓任意接近于狓０，即狓趋向于定值狓０（记为狓→狓０）时，函数犳（狓）的极限。

图　１４　

一、当狓→¥时，函数犳（狓）的极限

先看下面的例子：

考察当狓→¥时，函数犳（狓）＝
１

狓
的变化趋势。由图１４可以看

出，当狓的绝对值无限增大时，犳（狓）的值无限接近于０，即当狓→¥

时，犳（狓）→０。

对于这种当狓→¥时，函数犳（狓）的变化趋势，给出下面的定义。
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第一章　极限与连续

　　定义７　如果当狓的绝对值无限增大（即狓→¥）时，函数犳（狓）无限接近于一个确定

的常数犃，那么犃就叫作函数犳（狓）当狓→¥时的极限，记为

ｌｉｍ
狓→¥
犳（狓）＝犃　或　当狓→¥时，犳（狓）→犃

根据上述定义可知，当狓→¥时，犳（狓）＝
１

狓
的极限是０，可记为

ｌｉｍ
狓→¥
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→¥

１

狓
＝０

注意　 自变量狓的绝对值无限增大指的是狓既取正值而无限增大（记为狓→＋¥），

也取负值而绝对值无限增大（记为狓→－¥），但有时狓的变化趋势只能或只需取这两种

变化中的一种情形。下面给出当狓→＋¥或狓→－¥时函数极限的定义。

定义８　如果当狓→＋¥（或狓→－¥）时，函数犳（狓）无限接近于一个确定的常数犃，

那么犃就叫作函数犳（狓）当狓→＋¥（或狓→－¥）时的极限，记为

ｌｉｍ
狓→＋¥
（狓→－¥）

犳（狓）＝犃　或　当狓→＋¥（狓→－¥）时，犳（狓）→犃

例如，如图１５所示，ｌｉｍ
狓→＋¥
ａｒｃｔａｎ狓＝

π
２
及ｌｉｍ
狓→－¥
ａｒｃｔａｎ狓＝－

π
２
。

由于当狓→＋¥和狓→－¥时，函数狔＝ａｒｃｔａｎ狓不是无限接近于同一个确定的常数，

所以ｌｉｍ
狓→¥
ａｒｃｔａｎ狓不存在。

一般地，ｌｉｍ
狓→¥
犳（狓）＝犃的充分必要条件是ｌｉｍ

狓→＋¥
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→－¥
犳（狓）＝犃。

例１１　求ｌｉｍ
狓→－¥
ｅ狓 和ｌｉｍ

狓→＋¥
ｅ－狓。

解　如图１６所示，可知ｌｉｍ
狓→－¥
ｅ狓＝０，ｌｉｍ

狓→＋¥
ｅ－狓＝０。

图　１５
　　　　　

图　１６

例１２　讨论当狓→¥时，函数狔＝ａｒｃｃｏｔ狓的极限。

解　因为ｌｉｍ
狓→＋¥
ａｒｔｃｏｔ狓＝０，ｌｉｍ

狓→－¥
ａｒｃｃｏｔ狓＝π，虽然ｌｉｍ

狓→＋¥
ａｒｃｃｏｔ狓和ｌｉｍ

狓→－¥
ａｒｃｃｏｔ狓都存在，

但是不相等，所以ｌｉｍ
狓→¥
ａｒｃｃｏｔ狓不存在。

二、当狓→狓０时，函数犳（狓）的极限

定义９　如果当狓无限接近于定值狓０，即狓→狓０（狓可以不等于狓０）时，函数犳（狓）无

限接近于一个确定的常数犃，那么犃就叫作函数犳（狓）当狓→狓０ 时的极限，记为

ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犃　或　当狓→狓０ 时，犳（狓）→犃

注意　 （１）在上面的定义中，狓→狓０ 表示既从狓０ 的左侧也从狓０ 的右侧趋近于狓０。

（２）定义中考虑的是当狓→狓０ 时，犳（狓）的变化趋势，并不考虑犳（狓）在点狓０ 是否有
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定义。

例１３　考察极限ｌｉｍ
狓→狓０

犮（犮为常数）和ｌｉｍ
狓→狓０

狓。

解　设犳（狓）＝犮，φ（狓）＝狓。

当狓→狓０ 时，犳（狓）的值恒等于犮，则ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝ｌｉｍ
狓→狓０

犮＝犮。

当狓→狓０ 时，φ（狓）的值无限接近于狓０，则ｌｉｍ
狓→狓０
φ（狓）＝ｌｉｍ

狓→狓０

狓＝狓０。

三、当狓→狓０时，犳（狓）的左极限与右极限

前面讨论的当狓→狓０时函数的极限中，狓既从狓０的左侧无限接近于狓０（记为狓→狓０－０或

狓－０），也从狓０的右侧无限接近于狓０（记为狓→狓０＋０或狓
＋
０ ）。下面再给出当狓→狓

－
０ 或狓→狓

＋
０ 时

函数极限的定义。

定义１０　如果当狓→狓
－
０ 时，函数犳（狓）无限接近于一个确定的常数犃，那么犃就叫

作函数犳（狓）当狓→狓０ 时的左极限，记为

ｌｉｍ
狓→狓

－
０

犳（狓）＝犃　或　犳（狓０－０）＝犃

如果当狓→狓
＋
０ 时，函数犳（狓）无限接近于一个确定的常数犃，那么犃 就叫作函数

犳（狓）当狓→狓０ 时的右极限，记为

ｌｉｍ
狓→狓

＋
０

犳（狓）＝犃　或　犳（狓０＋０）＝犃

一般地，ｌｉｍ
狓→狓０

犳（狓）＝犃的充分必要条件是ｌｉｍ
狓→狓

－
０

犳（狓）＝ｌｉｍ
狓→狓

＋
０

犳（狓）＝犃。

例１４　讨论函数犳（狓）＝

狓－１， 狓＜０

０， 狓＝０

狓＋１， 狓＞

烅

烄

烆 ０

当狓→０时的极限。

图　１７

解　作出这个分段函数的图像（见图１７），由图可知函数犳（狓）当

狓→０时的左极限为

ｌｉｍ
狓→０

－
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→０
－

（狓－１）＝－１

右极限为

ｌｉｍ
狓→０

＋
犳（狓）＝ｌｉｍ

狓→０
＋

（狓＋１）＝１

因为当狓→０时，函数犳（狓）的左极限与右极限虽各自存在但不相

等，所以极限ｌｉｍ
狓→０
犳（狓）不存在。

图　１８

例１５　讨论函数狔＝
狓２－１
狓＋１

当狓→－１时的极限。

解　函数的定义域为（－¥，－１）∪（－１，＋¥）；因为

狓≠－１，所以狔＝
狓２－１
狓＋１

＝狓－１。作出这个函数的图像（见图１８），

由图１８可知

ｌｉｍ
狓→－１

－

狓２－１
狓＋１

＝ｌｉｍ
狓→－１

－

（狓－１）＝－２；ｌｉｍ
狓→－１

＋

狓２－１
狓＋１

＝ｌｉｍ
狓→－１

＋

（狓－１）＝－２
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