
第 1 章 拉格朗日力学

牛顿力学中的定律是关于自然界中宏观运动现象的基本规律，主要描

述的是物体在力的作用下的运动规律。在牛顿力学之后，人们又发现了其

他形式的力学概念体系，如拉格朗日力学和哈密顿力学。这两种力学使用

了更为一般性的描述方式，但在形式上却更为抽象。在描述宏观力学现象

上，二者与牛顿力学完全等价。在描述微观现象时，二者作为理论框架，更

具一般性。因此，我们有必要学习这些力学体系。

按今天人们的认知，对称性在物理学中居于基础地位。今天的物理学

家们从对称性出发建构基本的物理规律，人们将各种各样的相互作用看作

是不同对称性的自然结果。一条数学定理——诺特定理——告诉我们，对
称性也是守恒律存在的原因。由于对称性如此重要，我们需要了解对称性

的一般性描述方式。

在本章的学习中，我们将先简要地回顾牛顿力学，然后从最小作用量

原理出发，介绍拉格朗日力学。接着，探讨对称性与守恒律之间的关系，并

引入用于描述对称性的数学语言。最后，讨论牛顿力学的时空观。

1.1 从牛顿力学到广义坐标

先回顾牛顿力学的基本内容，比较其在不同物理内容中的基本形式；

然后引入广义坐标的概念；最后介绍两种常用的坐标系，即柱坐标系和球

坐标系。

1.1.1 牛顿力学回顾

牛顿力学的基础是来自于日常经验的三条定律，这三条定律称为牛顿

运动三定律。

（1）物体将始终处于静止或匀速直线运动状态，除非有外力改变这种
状态。

（2）物体在外力的作用下将作加速运动，加速度正比于外力。比例系
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数被称为质量，为物体本身固有性质。

（3）当一个物体对另一个物体施加力的作用时，它本身也受到另一个
物体同等强度但方向相反的力的作用。

1. 牛顿运动定律

牛顿运动定律是关于力与运动的基础定律，是能够完备地描述宏观物

体一般性运动特征的规律。由于读者大多已熟悉牛顿的运动定律，因而这

里仅特别强调以下几点。

首先，在牛顿运动定律中反复出现的“物体”的概念，我们只需做直观

性的理解，不宜过分深究。物理学是关于大自然的科学，其定律的得出常

常依赖于直观性的概念与描述。试图以数学公理化的方式为物理学定律构

建基础，严格定义所有概念，常常是极不明智的。这么说的原因主要有两

点，一是研究者们研究特定物理学规律的时候，总是忽略掉大量微弱影响

的因素，这使得物理规律具有天然的近似性；二是不同尺度上的物理学规

律相当不同，而这种尺度上的变化没有明确的界限。因此在我们研究物理

学规律时常常需要依赖一定的直观认知，比如对物体这一概念的认知。在

牛顿力学定律中出现的物体概念，不宜被质点甚至粒子这样的概念替换。

质点是一个纯粹的抽象概念，有一定的物理信息上的丢失。而粒子则隐含

着微观性的特征，然而对于微观粒子来说，将其简单地视作“沙粒”之类

的模型又是不正确的。所以，我们在描述牛顿力学定律的时候，用的是物

体而不是质点或者粒子这样的概念，虽然我们解决问题时常常将物体简化

为“质点”以便于讨论。质点，只是我们在处理力学问题时常用的模型中

的一种。

其次，对于“力”这个概念我们也只做这种直观性的理解，因为在微

观层次上“力”也并不是一个好的概念，需要被其他概念（比如场及场的

相互作用）代替。同时，“力”的具体形式来自于牛顿力学定律的外部。牛

顿力学定律阐明的是力和运动的关系，力的形式并不是牛顿力学处理的问

题。比如，我们知道物体之间有万有引力，其大小与距离的平方成反比，性

质为吸引性；带电物体之间有库仑力，其大小与距离的平方成反比，根据

电荷的不同，性质为吸引或排斥。像万有引力或库仑力的具体形式，并不

是我们所说的“牛顿力学”这一知识系统负责研究的内容。我们需要通过

其他的理论，弄清楚这些力的形式后，直接将其放到牛顿力学体系中加以

应用。值得注意的是，根据做功是否只取决于位置而与路径无关，力被分

为保守力和非保守力两种。类似于万有引力和库仑力这样的力，都是保守

力。保守力具有基本性，一切非保守力本质上都是保守力的某种剩余效应。
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比如说，在高中的时候，我们会说一支放在桌面上的钢笔会受到桌面施加

的支撑力的作用，支撑力就是非保守力。在宏观层面上的这种支撑力本质

上是电磁力。我们把钢笔与桌面的连接处不断放大，最后我们会看到组成

钢笔的原子与组成桌面的原子。这两组原子之间有电磁力的作用。电磁力

使两者之间保持一定的距离，无法彼此穿过，因而我们在宏观上看到钢笔

受桌面施加的支撑力的影响。关于这个问题我们后面的学习中还要讨论。

再次，质量是作为比例系数被定义的。要想使不同物体获得同样的加

速度，则物体质量越大，需要施加的力越大；物体质量越小，需要施加的

力越小。因此质量代表着改变物体运动状态的难易程度。由于在牛顿的万

有引力定律中也定义了质量，因此在逻辑上，牛顿运动三定律体系与牛顿

万有引力定律体系就在质量定义的问题上出现了重复定义的矛盾性。这一

矛盾需要留到广义相对论的学习中解决。

最后，静止和匀速直线运动是等价的，这涉及参考系的选取。牛顿力

学定律隐含定义了惯性参考系的概念。惯性参考系即牛顿第一定律成立的

参考系。牛顿运动定律是一个一般性理论，因而我们自然会想到牛顿第一

定律意味着在最一般的情况下，即一般性的空间（而不是某个特殊的房间

或其他的什么空间）中，牛顿运动定律成立。这一点与我们的经验相符合。

使牛顿第一定律不成立的空间总是存在着有差异的位置或特殊的方向，也

就是使物体无法作匀速直线运动的位置或方向。牛顿运动定律成立即意味

着没有这样的位置或特殊方向，也就是说空间均匀且各向同性。当然，最

一般性的空间也不应与时间有关。我们可以把空间均匀且各向同性、时间

均匀当作惯性系的定义。

2. 牛顿第二定律

从求解运动问题的角度看，牛顿运动三定律中最重要的是牛顿第二定

律，即

F = ma (1.1)

其中 a代表加速度，即速度随时间的变化快慢。而速度又是代表物体位置

变化快慢的物理量。在物理学中，变化快慢指的是某个物理量随时间的变

化率，用数学的语言说即是某个物理量对时间的导数，因此我们有

a =
dv
dt =

d2r

dt2 (1.2)

其中 r 代表物体在空间中的位置矢量（位矢）。在选取好的参考系中，根

据所讨论的问题，确定好适合的坐标系，可以把位置记成坐标，这样我们
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就可以做具体的数学描述了。当我们把位矢 r 当成时间 t 的函数时，它随

着时间的连续变化就是物体在空间中的运动轨迹。当我们说用牛顿运动定

律求解问题的时候，我们主要说的就是解出作为时间函数的 r(t) 的具体

函数形式。

在讨论实际问题时，人们会引入动量的概念，将牛顿力学写成

F =
dp
dt (1.3)

其中动量

p = mv (1.4)

在后面的学习中，我们会看到，动量比速度和加速度更具基本性。

3. 牛顿力学对转动问题的描述

有一大类力学问题是转动问题，比如推门就是一个转动问题。人们在

描述力学问题时讨论的是位置的变化，在转动问题里有一个天然的位置变

量，就是角度。只要知道了角度，我们就知道了转动（比如推门）进行得

怎么样。转动研究的是角度的变化问题。角度变化的快慢称为角速度。虽

然物体运动是因为有力的存在，但在用角度描述转动时，力并不是唯一需

要知道的物理量。在推门时，我们手按的位置也影响推门的效果。施加同

样的力，推靠近门轴的地方就更难一些。因而，在考虑转动问题时，人们

会引入力矩的概念。力矩被定义为

M = r × F (1.5)

这里的乘法是数学上的“叉乘”。两个矢量叉乘后得到的矢量总是垂直于

这两个矢量本身。转动问题可以根据牛顿第二定律写成力矩的形式，即

M =
dJ
dt (1.6)

其中 J 为角动量。对于质点来说，角动量可以写成坐标与动量的叉乘：

J = r × p (1.7)

在考虑单个质点绕某个定点的转动问题时

J = IΩ (1.8)
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其中 Ω 为角速度，即角度随时间的变化率；而 I 是质点相对于定点的转

动惯量。若两点之间距离为 r，则

I = mr2 (1.9)

多个质点的转动问题将在本书的刚体相关内容中讨论。

4. 规律的相似性

以上内容就是我们关于牛顿力学所知道的一些基本概念与定律。有了

这些基本定律与概念后，各种力学问题都可以按照先写下正确的力，再求

解方程这一流程进行分析研究。我们无意讨论如何做具体的计算，因为读

者通常已经在力学课程中学过相关内容。我们在这里关心的是更一般性的

问题。

我们将牛顿第二定律与转动问题中的公式比较一下，会发现两者有高

度的类似性。将两类问题中涉及的物理量和公式列在表 1.1中。从这个对
比中我们可以很明显地看出来，一般性的运动与转动问题虽然采用了不同

的物理量进行描述，但是其形式高度一致。我们只要将描述一般性问题的

位矢、力、质量等概念替换成角度、力矩、转动惯量等概念，二者在规律

形式上就完全一致。这使得人们猜想，有没有可能一般性地描述运动，不

去区分坐标到底代表的是位矢还是角度。这种探索使人们提出了广义坐标

的概念以及拉格朗日力学。

表 1.1 不同运动公式的比较

位矢 力 F 动量 p 质量 m F =
dp
dt

角度 力矩 M 角动量 J 转动惯量 I M =
dJ
dt

1.1.2 广义坐标

若描述一个力学系统中所有物体的位置需要 s个独立变量，我们就说

这个系统的自由度为 s。比如在桌面上运动的质点，其自由度就是 2。去掉
桌面这个限制，在房间中运动的质点，其自由度是 3。谈论自由度时，要注
意“独立”二字，若有某种约束（如限定在桌面上运动）存在，则自由度

会相应变化。考虑两个质点，若它们都是独立运动的，则这样一个双质点

系统的自由度就是 6。若两个质点被一根质量可忽略的细杆连接起来，则
二者之间的距离将保持不变，距离保持不变这个约束条件使得这样的双质

点系统的自由度变成了 5。
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对于自由度为 s 的力学系统，我们可以选择 s 个坐标来描述这个系

统。在以前的学习中，我们常常采用笛卡儿三维直角坐标系（简称笛卡儿

坐标系或直角坐标系）来描述位置。但在有些问题里，并不需要知道所有

质点的笛卡儿坐标也可以描述清楚问题，甚至还更容易。比如描述转动，

我们需要的就只是角度。因而人们用广义坐标的概念来描述力学系统。

对于自由度为 s的力学系统，能够完全描述其运动的 s个独立变量被

称为广义坐标。在本书中，我们一般用 q1, q2, · · · , qs 来表示广义坐标。“广
义”的意思在于不必拘束于笛卡儿坐标，两个坐标的间隔也不必非得是长

度，也可以是角度或其他物理量。若我们描述桌面上绕着某一定点转动的

笔杆，只需要选取一个角度作为广义坐标就能完整描述这个运动了。广义

的意思也在于不必拘束于描述某种位置，只要能完整地描述所讨论的物理

系统的自由度的物理量，都可以是广义坐标。在物理学中，非常重要及基

础的一部分理论是场论，如电磁学或电动力学就是关于“场”的理论。在

场论中，场本身就是广义坐标。场论就是用场作为广义坐标构建的理论。

根据经验，只知道坐标并不能完整了解一个力学系统的信息，通常还

需要知道速度➀。在这里我们引入广义速度的概念，广义速度就是广义坐

标对时间的导数，记为 q̇α。在后面，我们将学习用广义坐标和广义速度描

述物理系统的拉格朗日力学。

为了更方便地选用适合的广义坐标来描述运动，我们有必要在讨论力

学规律之前先了解一下常用的坐标系。

1.1.3 柱坐标系和球坐标系

在描述物体的运动时，人们需要选择坐标系以便定量计算。直角坐标

系是最常见又最直观的坐标系，但它并不总是那么方便，特别是在描述一

些具有某种对称性的物理量或规律时更是如此。比如，万有引力定律是一

种平方反比力，若在直角坐标下将其写出，则是

F =
Gm1m2

x2 + y2 + z2
(1.10)

这里我们将某个物体的位置定义为坐标原点。由于这个力只与两点之间的

距离有关，而在某一个点被定义为坐标原点的情况下，两点的距离可以写成

r =
√

x2 + y2 + z2 (1.11)

显然式 (1.10)只与一个变量 r 有关，我们却将其写成三个变量 x, y, z 而徒

增烦恼。在这个定律中，三个坐标 x, y, z 互换，物理规律不变，这就是一

➀ 这是经验，而不是数学定理提出的要求。
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种对称性。选择合适的坐标系统，可以帮助我们将公式写成只与一个变量

r 有关的形式。因此人们还需要直角坐标系以外的其他坐标系，如柱坐标

系和球坐标系。

1. 柱坐标系

在描述某些具有轴对称性的问题时，人们常常选用柱坐标系来描述问

题。柱坐标系可以看作是平面上的极坐标系和一个直角坐标系的轴的组合。

我们在直角坐标系中选出一个维度，比如 z 轴所代表的维度，则直角坐标

系可用一个二维空间（xy 平面所代表的空间）与 z 轴来描述。对于 xy 平

面，我们可以用极坐标系来描述。极坐标系用坐标 (ρ, φ) 来代表平面上的

点，其中 ρ 代表某点到原点的距离，φ 代表该点与原点的连线与选定的基

准轴的夹角。因而，三维空间中的任何一个点可以表示成 (ρ, φ, z)，这种表

示空间中位置的坐标系就是柱坐标系。显然，柱坐标系中的坐标 (ρ, φ, z)

与直角坐标系中的坐标 (x, y, z) 有如下关系：











x = ρ cosφ
y = ρ sinφ

z = z

(1.12)

柱坐标系适合用来讨论相对于 z 轴有轴对称性的问题。

2. 球坐标系

球坐标系是极常用的一种坐标系，如图 1.1 所示，因为它可以将长度
部分与角度部分分开。这样的特点有助于它方便地处理： 1⃝被积函数只依

赖于径向部分（长度）的空间积分； 2⃝具有球对称性的微分方程问题（同

样也是强调仅有径向依赖这一特点）。

x

z

y

j

q

O

r

P(r, q, j)

图 1.1 球坐标系
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球坐标系用一个坐标 r 来表示三维空间中一个点（记为 P 点）距离

原点（记为 O 点）的距离，再用两个角度来表示原点到 P 点的射线在空

间中的相对位置。为方便起见，我们可以借助直角坐标系来说明球坐标系，

并同时给出两个坐标系的变换关系。在球坐标系中需要定义一个特殊的方

向，比如我们可以将这个方向定义为 z 轴的正向。定义之后我们将这个轴

称为极轴，极轴与 OP 之间的夹角被称为极角，用 θ 表示。利用极角，可

以将射线 OP 投影到 z 轴以及与 z 轴垂直的 xy 平面上，两个投影的长度

分别为 r cos θ 和 r sin θ。将 OP 在 xy 平面上的投影与 x 轴的夹角称为方

位角，记为 φ。显然，OP 在 xy 平面上的投影（长度为 r sin θ）在 x 轴上

的投影长 r sin θ cosφ，在 y 轴上的投影长 r sin θ sinφ。我们用坐标 (r, θ, φ)

就能完全表示 (x, y, z)，即

x = r sin θ cosφ
y = r sin θ sinφ

z = r cos θ











(1.13)

直角坐标 (x, y, z) 可代表空间中任意一点，因而与之等价的 (r, θ, φ) 也可

以代表空间中任意一点。用一个长度 r 与两个角度 θ, φ 构成的坐标系被

称为球坐标系。人们一般将 r 的变化方向称为径向。很明显，极角 θ 变化

的方向垂直于径向，也垂直于方位角 φ 变化的方向；方位角 φ 的变化方

向也垂直于径向。同直角坐标系一样，三个坐标变化的方向彼此垂直，这

种坐标变化的方向彼此垂直的坐标系被称为正交坐标系。

3. 不同坐标系中的无限小变化与体积微元

在处理物理问题时，我们常常使用无限小的量，如无限小的长度，无

限小的体积等。用无限小的好处是可以建立简单的关系。在无限小的情况

下，不均匀可被看作均匀，弯曲可被看作平直，因而便于建立物理量之间

的关系。将无限小的量求和就得到了有限情况下的物理量。无限小的求和

就是积分。

在直角坐标系中，三个无限小长度很简单，分别是 dx, dy 和 dz。由
于直角坐标系中的三个方向互相垂直，因而直角坐标系中的无限小体积可

以表示成 dxdydz。
柱坐标系是平面极坐标系和一个笛卡儿坐标的组合。笛卡儿坐标很简

单，对应的无限小长度就是 dz，将其乘以极坐标系的面积微元就得到了
柱坐标系的体积微元。在平面极坐标系中，当长度 ρ 与角度 φ 分别变化

dρ 与 dφ 时，在径向（ρ 的方向）上的长度变化就是 dρ，在横向（φ 的变
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化方向）上的长度变化是 ρdφ（弧长公式），如图 1.2 所示。径向与横向彼
此垂直，因而面积（矩形）微元为 ρdρdφ。将面积微元乘以 dz 就得到了
柱坐标系中的体积微元

dV柱 = ρdρdzdφ (1.14)

其中 ρ 的取值范围为零到无穷大，φ 的取值范围为 0 ∼ 2π。

O x

j

dj

dr
rdj

图 1.2 极坐标系的面积微元

球坐标系的体积微元也可以类似求出。在球坐标系中有三个方向，即

r 的变化方向，极角 θ 的变化方向和方位角 φ 的变化方向，三者互相垂

直。这三个变量的无穷小变化 dr，dθ 与 dφ 组成了这三个彼此垂直的方
向上的无穷小长度变化。在径向 r 的方向上长度变化就是 dr。其他两个
方向上的无穷小长度变化都可以像极坐标系一样用弧长公式求出。因而极

角 θ 的变化带来的无穷小长度是 rdθ；而方位角 φ 的变化对应的“半径”

是 r sin θ，因而带来的无穷小长度变化就是 r sin θdφ，如图 1.3 所示。将
这三个无穷小长度相乘就得到了球坐标系中的体元

dV球 = r2 sin θdrdθdφ (1.15)

同样地，r 的取值范围为零到无穷大，极角 θ 的变化范围为 0 ∼ π，方位
角 φ 的变化范围为 0 ∼ 2π，这样就能穷尽整个空间且无重复。

x

y
O

z

dr
r dq

r sinqdj

r sinq

q

r
dq

djj

图 1.3 球坐标系的体积微元
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4. 哈密顿算符

在讨论物理学问题时，我们经常会讨论到某种物理量随空间位置的变

化➀，这时我们就会用到哈密顿算符➁。哈密顿算符一般用符号 ∇表示，它
是一个矢量型算符。根据定义，在直角坐标系中，哈密顿算符被记为

∇ =

(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

或
∂

∂x
ex +

∂

∂y
ey +

∂

∂z
ez (1.16)

这里的 ex, ey, ez 指的是三个直角坐标方向的单位矢量，又称基矢。从这

个定义式中，我们可以很明显地看出哈密顿算符的意义，即物理量在不同

方向上随坐标改变的变化率。因此我们可以根据前面对每个方向上无穷小

长度的分析直接给出柱坐标系和球坐标系中的哈密顿算符。在柱坐标系中

∇ = eρ

∂

∂ρ
+ eϕ

∂

ρ∂φ
+ ez

∂

∂z
(1.17)

在球坐标系中

∇ = er

∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ eϕ

1

r sin θ

∂

∂φ
(1.18)

平面直角坐标系是一种固定坐标系，即其基矢是固定的。但并非所有

的坐标系都有固定基矢的特征。我们很明显地可以看到，球坐标系中三个

坐标的变化方向就是始终变动的，但是其彼此之间的垂直关系一直保持。

在进行求导运算时，要注意柱坐标系与球坐标系的基矢本身也随坐标的变

化而改变，因而也应被求导。

5. 梯度，散度与旋度

若某个物理量只有大小没有方向，这样的物理量被称为标量。当一个

标量型的物理量在空间的不同位置处大小不同时，我们可以用这个物理量

的梯度来表示其在空间不同方向上的变化情况。比如，一座山上不同位置

处的温度不同，我们将温度记为 T (x, y, z)，则

∇T (x, y, z) =
∂T

∂x
ex +

∂T

∂y
ey +

∂T

∂z
ez (1.19)

➀ 遍布于空间并在空间不同位置处有不同大小的物理对象的基本形态一般被称作“场”，相关的

理论被称为场论。场是非常基本的物理学概念，在物理学中有广泛应用。

➁ 算符，也有人将其称为算子，指的是某种数学操作，比如求导操作。符号 ∇ 读作 nabla。



第 1 章 拉格朗日力学 ||| 11

反映了温度在各个方向上随坐标变化的情况。梯度体现了一个物理量在空

间中上梯次变化的特征。

有些物理量除了大小还有方向，比如电场强度 E，我们将这种物理量

称为矢量。对于矢量，我们可以用散度和旋度描述其在空间中的分布特征。

散度在数学上指的是哈密顿算符与矢量型物理量的点乘，如 ∇ •E。散

度在物理上体现的是物理量的“源”的特征。数学上有一个高斯定理：某个

矢量（如 E）的散度的体积分等于该矢量在该空间表面上的面积分，即➀

˚

∇ • EdV =

‹

E • dS (1.20)

因而，若一个矢量的散度不为零，如

∇ • E = ρ (1.21)

则
‹

E • dS =

˚

ρdV (1.22)

矢量 E 在表面上的大小取决于 ρ 的分布情况。散度代表的是“源”ρ 导

致的物理量 E 向不同方向发散开来的情况。若“无源”，即 ρ 等于零，则

‹

E • dS = 0 (1.23)

即在所封闭的表面上没有 E 流出。散度体现的是“源”的分布。

旋度指的是哈密顿算符与矢量的叉乘。根据二维的高斯定理，即斯托

克斯定理，一个矢量的旋度，如 ∇×E，在某个区域上的面积分等于该矢

量在围绕该区域的边界上的线积分，即

¨

(∇×E) • dS =

˛

E • dl (1.24)

因此，若矢量 E 的旋度 ∇×E 不为零，则线积分不为零，这意味着该矢

量呈现出一种“绕圈”或“螺旋”的特征。旋度体现的是一个物理量“螺

旋”的强度。

➀ 这里为了使初学者看得明白，而特别对三维积分用了三个积分号，二维积分用了两个积分号。

这样做毫无必要。以后我们一般只写一个积分号。
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6. 拉普拉斯算符

在很多物理问题中，我们都会用到“梯度的散度”这个算符，即 ∇•∇ =

∇2，有时被记作 △。这个算符被称为拉普拉斯算符➀。

直角坐标系是一个基矢固定的坐标系，因而两个算符的点乘可直接得

到。直角坐标系中

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
 + ∂2

∂z2
(1.25)

柱坐标系和球坐标系中的情况复杂一些，因为其基矢方向会变化。

我们先看二维球坐标系即极坐标系的情况。极坐标系中有两个基矢，

即 eρ 与 eϕ。显然，当 ρ 变化时，两个基矢的方向都不会发生变化，用数

学的语言写出来就是
∂eρ

∂ρ
= 0,

∂eϕ

∂ρ
= 0 (1.26)

这里使用了偏导数，因为我们需要讨论基矢分别随着不同变量改变的变化。

当 φ 大小变化时，两个基矢都会变化。当 φ 变为 φ+∆φ 时，变化后

的径向基矢可用平行四边形法则和弧长公式得到，应为 eρ +∆φeϕ。也就

是说，基矢 eρ 改变了 ∆φeϕ 这么多。类似地，我们也可以用平行四边形

法则和弧长公式得出另一个基矢 eϕ 的改变量 ∆eϕ 为 −∆φeρ。如图 1.4
所示，由 ∆φ 引起的两个基矢的变化为

∆eρ = ∆φeϕ, ∆eϕ = −∆φeρ (1.27)

O

j

Dj

er+ Der

er

Djej

图 1.4 极坐标系中的单位矢量 eρ 会随着 φ 的变化而变化。当 φ 改变了 ∆φ 时，eρ

变到了 eρ +∆eρ。显然这个变化的方向为 eϕ，变化的大小为单位矢量的长度（即 1）
乘以变化的角度 ∆φ。因此，∆eρ = ∆φeϕ。

➀ 在物理学中，有些符号具有通用性，比如 ∇；而有些符号用得比较少，不应将其视作通用符号，

比如拉普拉斯算符 △。另外，人们常常用 ∆ 代表变化。比如我们在这里将使用 ∆φ 代表 φ 这个变量

的变化量。本书中我们一般默认变化量 ∆φ 是个无限小变化量。
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在无限小变化下，可写成偏导数形式：

∂eρ

∂φ
= eϕ,

∂eϕ

∂φ
= −eρ (1.28)

利用这些基矢随坐标变化的公式，就可以直接计算哈密顿算符的点乘，

得到极坐标系中的拉普拉斯算符

∇2
极 =

(

eρ

∂

∂ρ
+ eϕ

1

ρ

∂

∂φ

)

•

(

eρ

∂

∂ρ
+ eϕ

1

ρ

∂

∂φ

)

=
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂2φ

=
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂2φ
(1.29)

这里用到了求导的链式法则和基矢的正交归一性，即

eρ • eρ = eϕ • eϕ = 1, eρ • eϕ = 0 (1.30)

对于柱坐标系来说，由于 z 轴垂直于 ρ 与 φ 的平面，因此彼此没有

影响，完全独立。这使得我们可以立即从极坐标的公式得到柱坐标系中的

拉普拉斯算符：

∇2
柱 =

1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂2φ
+

∂2

∂z2
(1.31)

同样的分析方式还可应用于球坐标系。首先，径向部分的变化显然不

会引起任何方向的变化，因而

∂er

∂r
= 0,

∂eθ

∂r
= 0,

∂eϕ

∂r
= 0 (1.32)

至于 θ 的变化引起的 er 与 eθ 的变化，同极坐标的情况完全一样。

又由于 θ 变化的平面始终垂直于 φ 所在的平面，因而不会影响 eϕ。于是

我们有
∂er

∂θ
= eθ,

∂eθ

∂θ
= −er,

∂eϕ

∂θ
= 0 (1.33)

最后我们讨论 φ 的变化引起的基矢变动。φ 在固定平面上变动，我

们可以把它当作是极坐标的角度。为了分析变化情况，引入这个平面上的

“径向”矢量，即引入三维径向矢量在 φ平面上的投影的单位矢量 e⊥。er、
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eθ 与 e⊥ 构成的平面就是 θ 变化的平面。因此，我们可以直接用 er 与 eθ

表示出 e⊥，如图 1.5 所示。

e⊥ = sin θer + cos θeθ (1.34)

图 1.5 图 (a) 为图 (b) 中的一个剖面，即 θ 变化的面。e⊥ 为矢量在 φ 平面上投影的

基矢，可用 er 与 eθ 在 e⊥ 上的投影表示出 e⊥。同样地，e⊥ 在 er 与 eϕ 方向上的分

量分别为 sin θe⊥ 与 cos θe⊥。

有了 e⊥，我们就可以按照极坐标的方式，直接写出 φ的变化对 eϕ 的影响：

∂eϕ

∂φ
= −e⊥ = − sin θer − cos θeθ (1.35)

同样地，我们有
∂e⊥

∂φ
= eϕ (1.36)

而这个变化在 er 与 eθ 方向上的分量就是 φ 的变动对这两个方向的影响。

直接写成偏导的形式，有

∂er

∂φ
= sin θ

∂e⊥

∂φ
= sin θeϕ,

∂eθ

∂φ
= cos θ∂e⊥

∂φ
= cos θeϕ (1.37)

既然已经有了所有的单位矢量偏导运算结果，就可以直接计算出球坐

标系下的拉普拉斯算符 ∇2
球:

(

er

∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ eϕ

1

r sin θ

∂

∂φ

)

•

(

er

∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ eϕ

1

r sin θ

∂

∂φ

)

=
∂2

∂r2
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r

∂

∂r
+

cos θ
r2 sin θ

∂

∂θ

=
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
(1.38)
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为便于记忆，我们把它写成了最后一行中较为紧凑的形式。

本节讨论的这些有关不同坐标系中算符 ∇和算符 ∇2 的运算，以及后

面可能用到的算符 ∇ 的梯度、散度与旋度运算，都可以更为一般性地用
正交曲线坐标系理论中的拉梅系数等公式表示出来。但对于初学者来说，

一开始先建立一个直观的几何概念更有助于后续的学习。有兴趣的读者可

自行进一步学习。

1.2 最小作用量原理与欧拉-拉格朗日方程

牛顿力学形式的公式能够在人类日常生活的尺度上以极高的精确度描

述大自然，因而很快被人们所接受。到了 18 世纪的时候，人们发现可以
用其他形式的理论体系描述宏观运动。拉格朗日力学就是这样一种力学体

系，其出发点为最小作用量原理。

1.2.1 最小作用量原理

人们发现，宏观运动所遵循的物理规律可以通过最小作用量原理得出。

最小作用量原理：一个物理系统可由主函数（被称为拉格朗日量）L(q1,

q2, · · · , qs; q̇1, q̇2, · · · , q̇s; t) 描述，其中 qα 与 q̇α 分别为广义坐标与广

义速度，s 为系统自由度；主函数 L 在时间 t初 与 t末 之间的积分 S

被称为作用量，其中 t初 与 t末 分别为物理过程的初始时刻和末了时

刻；真实的物理过程总是使作用量 S 为最小值。

最小作用量原理使我们可以在拥有拉格朗日量（简称拉氏量）L的情

况下获得描述物理过程的运动方程。至于一个物理系统的拉氏量应该是什

么样子的，人们只能根据经验以及一些相当一般性的限制写出来➀。

根据最小作用量原理的表述，作用量

S =

ˆ t末

t初

L(q1, q2, · · · , qs; q̇1, q̇2, · · · , q̇s; t)dt (1.39)

对于这样定义的作用量，若 qα(t) 取不同的函数，则对应的作用量就不同。

真实的物理世界具有明显的规律性，因而虽然 qα(t)可以有无数种形式，但

真实的物理过程总是对应某个特定形式的 qα(t)。最小作用量原理告诉我

➀ 如何写出一个物理系统的拉格朗日量是所有初学者最大的困扰。目前没有什么原理或程序帮我

们做这件事。
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们，能使 S 取最小值的 qα(t) 才是真实的物理。我们想知道的是满足何种

限制的 qα(t) 能使作用量 S 取最小值。

若某一组 qα(t) 使 S 取得了最小值，那么对 qα(t) 的任何变动都会使

作用量 S 变大。根据最小作用量原理的这个特点，我们可以得到描述运

动的基本方程，这个方程被称为欧拉-拉格朗日方程。为了得到运动方程，
我们需要研究当广义坐标 qα(t) 的函数形式变化时作用量的变化情况，因

而需要用到被称为变分法的数学工具。

1.2.2 变分法

变分法是一种处理极值问题的一般性方法。变分和微分的区别在于，

变分是函数形式的变化，微分是数的变化。我们使用微分时，分析的是一

个变量的数值变化对函数值的影响。函数 f(x) 的微分 df 等于 f ′(x)dx，
dx 是变量的数值变化，df 是函数值的数值变化。变分则不同，变分研究
的是函数形式的变化。比如一个函数 F (x(t))，F 是 x的函数，而 x又是 t

的函数。当 x(t) 的函数形式变化时，F 的变化就是变分法要研究的内容。

这里需要注意的是变分法研究的内容不同于中学时学过的复合函数，

复合函数研究的仍是数的变化对函数值的影响，只不过函数上多套了一层。

再次强调，变分考虑的问题是“函数形式”的变化。所谓的函数形式的变

化，例如指的是 x(t)从 t2 变化到 sin t，或者从 (2t−cos t)变化到 (t4− log t)
这种变化。显然，函数的形式有无数种，所以一般来说变分处理的是一个

“无穷可能”的问题。无穷可能当然无法简单直接地处理，但人们仍可根

据一些特定的限制，利用变分得到有用的结果。

在使用变分时，我们先了解它的基本运算关系。人们一般用 δ表示变

分，如 δx(t) 就是 x(t) 的变分，也就是 x(t) 函数形式的变化；正如人们一

般用符号 d表示微分，如 dx表示的就是 x的微分。根据最一般性的要求，

变分自然地满足与微分类似的一些计算公式，如：

δ(A+B) = δA+ δB (1.40)

δ(AB) = (δA)B +AδB (1.41)

δ

(

A

B

)

=
(δA)B −AδB

B2
(1.42)

一个多变量的函数，其变分等于其在各个方向上变分的和，即

δf =
∑

i

∂f

∂xi

δxi (1.43)
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利用这些运算公式，我们就能从最小作用量原理出发，通过变分法得到运

动方程。

1.2.3 欧拉-拉格朗日方程
根据最小作用量原理，真实的物理过程对应的是使拉氏量取最小值的

路径。路径指的是 qα(t)（α = 1, 2, · · · , s，s 为系统自由度）的具体函数形

式。所有 qα(t) 的函数形式都确定以后，我们就有了一条路径，或者说轨

道。此时，我们知道物理系统中所有的物体在任意时刻的位置。最小值点

是一个稳定点，物理上的稳定点处对应的物理量变化率为零。一个物理量

（某个函数）的变化等于变量的变化乘以变化率，因而在稳定点处的任意

偏离造成的物理量的变化都应该是零➀。假定 qα(t)就是物理路径，那么对

它的任何变动 δqα(t) 都会使作用量的变化 δS 等于零。因而，我们也可以

将最小作用量原理表示成一个方程：

δS = 0 (1.44)

这个方程具有极强的一般性，我们甚至可以说，所有的基本物理规律都符

合这一方程，而不同物理的区别在于拉氏量的不同。

从上面最小作用量原理方程中，我们可以得出一个运动方程。最小作

用量原理要求物理规律满足作用量变分为零。对作用量作变分

δS = δ

ˆ t末

t初

Ldt =
ˆ t末

t初

s
∑

α=1

[

∂L

∂qα
δqα +

∂L

∂q̇α
δq̇α

]

dt (1.45)

这里分别有广义坐标和广义速度的变分，不太容易处理。若能将二者合并

到一起，似乎就容易了。只需要利用求导的链式法则，我们就可以做到这

点。变分和微分都是普通的线性运算，可交换顺序，即

δq̇α = δ
d
dtqα =

d(δqα)
dt (1.46)

这样我们就可以将上面表达式中的第二项利用求导的链式法则改写为

∂L

∂q̇α
δq̇α =

∂L

∂q̇α

d(δqα)
dt =

d
dt

(

∂L

∂q̇α
δqα

)

− d
dt

(

∂L

∂q̇α

)

δqα (1.47)

将改写后的表达式代回 δS 中，则有

➀ 稳定点就是一阶导数等于零的极小值点。极大值点对应的一阶导数也为零，但是极大值点可以

不是一个稳定点，很小的偏离就可能导致对极大值点的彻底偏离。进一步地，人们通常还根据某个极

值是不是最小值点将其分为稳定点和亚稳定点。物理系统总是有向最稳定状态变化的倾向。
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δS =

ˆ t末

t初

s
∑

α=1

[

d
dt

(

∂L

∂q̇α
δqα

)

+

(

∂L

∂qα
− d

dt

(

∂L

∂q̇α

))

δqα

]

dt

=
s
∑

α=1

∂L

∂q̇α
δqα

∣

∣

∣

t末

t初

+

ˆ t末

t初

s
∑

α=1

[(

∂L

∂qα
− d

dt

(

∂L

∂q̇α

))

δqα

]

dt (1.48)

其中第一项由于已经被写成了全导数的形式，因而被直接积分出来了。我

们所讨论的是在给定初末点位置的情况下的运动规律是什么，因而初末点

是确定的，即为一个具体的常数。常数不能变动，或者说变动为零，即

δqα
∣

∣

t初
= δqα

∣

∣

t末
= 0 (1.49)

因而
s
∑

α=1

∂L

∂q̇α
δqα

∣

∣

∣

t末

t初

= 0 (1.50)

若要作用量做变分等于零，则有

δS =

ˆ t末

t初

s
∑

α=1

[(

∂L

∂qα
− d

dt

(

∂L

∂q̇α

))

δqα

]

dt = 0 (1.51)

其中的 δqα 代表任意的变动。所以，要想整个表达式在任意的变动下都为

零，则必须有
∂L

∂qα
− d

dt

(

∂L

∂q̇α

)

= 0 (1.52)

这样就得到了一组（s个）基本方程，这组方程被称为欧拉-拉格朗日方程。
基于这一方程的力学体系被称为拉格朗日力学。在拉格朗日力学框架下研

究问题，就是要求解欧拉-拉格朗日方程，得到广义坐标的具体形式。

1.2.4 拉格朗日量

拉格朗日力学的核心是拉格朗日量（简称拉氏量）。在讨论上面的内

容时，我们并没有提到拉氏量怎样写出。拉氏量只能根据经验和猜测写出，

这些经验和猜测来自一些一般性的认识和要求。下面，我们通过具体例子

来看如何写出一个物理系统的拉氏量。

1. 自由质点的拉氏量

我们先来讨论一个自由的质点的拉氏量应该是什么样子的。自由指的

是不受任何外部影响，因而自由质点的运动应该仅考虑一般性的时间与空

间性质。
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在没有外部影响的情况下，我们相信空间具有均匀性且各向同性。均

匀性指的是在空间中不同位置的物理规律应该都是一样的；各向同性指的

是物理规律应该没有方向性，即不存在某一个特殊的方向，在那个方向上

物理规律的形式有某种特殊性。除空间的基本性质外，我们还相信，时间

也具有均匀性。时间均匀性即物理规律在各个时刻都是一样的，一百年前

的物理规律与今天的物理规律没有任何差别。关于时空的这三个要求具有

一般性，这些要求帮我们定义了惯性参考系，即满足空间均匀性、空间各

向同性以及时间均匀性的参考系。

在上述要求下，自由质点的拉氏量的形式受到了强烈的限制。首先，

自由质点拉氏量不能是位置与时间的函数，不然在不同位置或不同时刻拉

氏量就不一样，因而不具有空间和时间的均匀性。这使得自由质点的拉氏

量只能是其速度的函数。但是，速度具有方向性，这将破坏空间各向同性

的要求。结合这几点，自由质点的拉氏量只能是速度大小的函数。

若我们把“不同惯性系下的物理规律应该是一样的”当作一个基本要

求，则由于物理规律由作用量决定，而作用量是拉氏量的积分，因而两个

不同惯性系下的拉氏量要么相同，要么相差一个时间的全导数项。这是因

为全导数项可直接积分出来，对作用量的贡献是一个常数，而常数的变分

为零，因而不影响运动方程，或者说运动规律。在这种要求下，我们看看

自由质点的拉氏量应受到哪些限制。

我们可以用无穷小的方法分析自由质点拉氏量的形式。若有两个惯性

系以一个无穷小速度 ε相对于彼此运动，则在两个惯性系中，某自由质点

的拉氏量分别为 L(v) 和 L(v′)，其中

v′ = |v′| = |v + ε| (1.53)

由于绝对值运算不太方便做小量展开，因而我们把它写成等价的形式，即

平方开根号：

v′ =
√

v′2 =
√

(v + ε)2 =
√
v2 + 2v • ε+ ε2 (1.54)

将 v′ 按小量 ε 展开，得到

v′ = v +
v • ε

v
+O(ε2) (1.55)

由于我们要求两个拉氏量相等或相差一个时间的全导数项，因此，通过将

L(v′) 展开的方式比较其与 L(v) 的差别。将

L(v′) = L
(

v +
v • ε

v
+O(ε2)

)

(1.56)
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在 v 处展开，得到

L(v′) = L(v) +
dL(v)

dv
v • ε

v
+O(ε2) (1.57)

这里的 O(ε2) 项既包括了 v′ 展开中的 ε2 及以上阶的项，也包括了 L(v′)

的二阶导数及以上阶的项（也是 ε2 及以上阶）。在忽略高阶小量的情况下，

L(v′) 与 L(v) 的差别就是

dL(v)
dv

v • ε

v
(1.58)

速度 v 本身就是位矢 r 对时间的全导数项 dr/dt，而 ε 为任意的无限小

常数。因而，若该项整体为时间的全导数项，则 v • ε 的系数（v 的函数）

只能为常数，即

1

v

dL(v)
dv = 2

dL(v)
dv2 =常数 (1.59)

这告诉我们，L是 v2 的线性函数。将上式中的常数记为 m，则 L可被写作

L =
1

2
mv2 (1.60)

待定常数 m 应该取决于所讨论的自由质点本身的性质。

由于我们已经熟知牛顿力学，一眼就看出这就是牛顿力学中的自由质

点动能，m就是自由质点的质量。但是在上面的推导中，我们并未讨论 m

的意义。在拉格朗日力学中，m只是一个应该取决于质点本身性质的待定

常数，其物理意义将通过与具体的实验比对定出。从这里我们可以看出拉

格朗日力学的特点，它从抽象的概念出发，得到特定的物理内容，这些物

理内容的具体含义将在与实验对比时变得明晰。事实上，所有的物理学理

论或所有的科学理论也多如此，即从一个理论出发，得到某些内容，通过

实验，明白得到的这些内容的含义。一些物理学理论，如牛顿力学，其用

以构建理论本身的概念或名词具有日常生活气息，比如“力”，所以我们

很容易理解它。然而我们并不应该预先假定我们已知道了某些物理量，如

m的意义。物理量的意义是在与实验比对过程中确定下来的，物理理论本

身并不一定总需要用实验上含义清楚的物理量来构建。

最后，由于我们总是要选择坐标系来讨论问题，根据不同坐标系中长

度微元的形式，可以分别写出不同坐标系中的速度公式，从中可得到自由


