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19 世纪末，物理学界普遍认为基本的物理原则已被牢固地建立起来，物理
学的未来“要在小数点的第 6 位找到”。但在解释黑体辐射的“紫外灾变”问题
时，普朗克的能量量子化却颠覆了传统的统计力学理论，由此引出了物理学的新篇

章——量子力学。量子理论无论在解释微观物理现象还是工程应用上都迅速发挥

了巨大作用，激光的发明和大规模集成线路的应用更是让“量子”这一概念深入

人心。尽管量子理论与我们所观测的物理现象高度吻合，但在如何理解其基本原

理这一问题上，却始终存在着巨大的争论。其中最有名的，是爱因斯坦和玻尔对

物理测量是否可以产生不可预测随机性的世纪之争。随着贝尔不等式的提出及其

实验验证，今天大部分人接受了量子力学及其蕴含的内禀随机性。当然，经典力

学，包括牛顿力学和麦克斯韦的电磁方程，在很多情况下，特别是对许多宏观物

理现象的解释中，依然是非常好的一个近似。

20 世纪科技领域另外一件大事是计算机的发明和信息技术的发展。理论方
面，图灵、冯·诺依曼建立起了通用计算任务的数学模型，明确了可计算与不可

计算任务的分界线；香农将信息的概念从具体的文字、图像、声音中抽象为概率

与信息熵；在对复杂动力系统的研究过程中，人们又逐渐建立了计算复杂性、通

信复杂性的概念。与此同时，硬件制造上的突飞猛进也支持了信息技术的高速发

展。随着半导体工艺、存储技术、光纤等的不断迭代更新，早期庞大、低效、单一

的电子管计算机已经发展成了小型、高速、可以通过互联网连接的计算网络。无

须多言，计算机与信息技术的力量已经深入生产生活的各个方面。

在量子力学和信息技术的发展过程中，人们逐渐意识到，信息是物理的，物

理也是信息的，可以利用量子力学的手段来处理信息。在计算领域，这一可能性

最早由苏联数学家马宁与美国物理学家费曼等人意识到。为了分析许多复杂的物

理过程，比如黑洞的动力学演化，与其用电子计算机“离散”地求解方程，不妨

将其自然地对应到相似的物理过程，比如凝聚态物理中的现象，直接用这一量子

过程进行“模拟”计算。同一时期，在通信与密码领域，人们注意到利用量子力

学的内禀随机性，可以实现量子密钥分发等具有信息论安全性的隐私通信——这

在经典世界甚至是完全不可能的！随着研究的深入，人们逐渐发掘出基于量子原

理进行安全信息传输的巨大潜力，发现了具有指数加速的量子算法，超越仅用经

典物理过程进行精密测量的精度，等等。于是，量子信息科学这个交叉领域应运

而生，并渐渐成为计算机科学与物理学的重要分支。你能听到计算机科学家们在

讨论量子复杂性、量子货币，也能看到物理学家们在研究黑洞信息熵、量子人工
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智能。2022 年的诺贝尔物理学奖授予了三位在贝尔不等式、量子纠缠等方向做出
了开创性研究的物理学家，以表彰他们为奠定量子信息科学基础的重要贡献。量

子信息无疑是近年来最火爆、最有活力的科学研究方向之一。

不止是理论研究本身，经过四十余年的发展，关于量子信息的一些初期理论

构想、实验演示，现在已经成为快速发展的新兴产业。近期，谷歌、中国科学技

术大学等团队展示了“量子优越性”，验证了量子计算相比于经典计算的优势；我

国与欧盟多国之间已经建成了天地一体化的洲际量子通信网络。大量量子信息相

关企业也陆续成立，国内的国盾量子、问天量子，国外的 MagiQ、ID Quantique、
Xanadu、Rigetti Computing 等，都得到了投资人的青睐。而老牌的互联网和计
算机硬件公司，谷歌、IBM、亚马逊、腾讯、阿里、百度等，也都不甘落于人后，
纷纷成立了自己的量子实验室。一些量子应用，比如量子密钥分发、量子随机数

产生、量子精密测量，不仅已经有了相对成熟的商业化产品，相关的标准化工作

也已开始推进，为进一步的产业化铺垫道路。

在前沿研究之外，现在国内外许多一流高校、研究所已经开设了大量量子信

息相关课程，作者在清华大学也已开展了近十年的量子信息教学。2021 年，在我
国教育部新增的高校本科专业中，就包含了量子信息科学。在此背景下，系统且

兼具前沿性的量子信息教学变得愈发重要。从 20 世纪 90 年代开始，国际上陆续
有不少很好的量子信息方面的教材，国内的一些学者也引入了这些教材，并进行

了很好的翻译。然而，在本书作者参与大学课程教学的时候发现，这些教材大多

并不适合一学期的教学，特别是为初学者入门使用。经过近十年教学的积累，我

们把相关的课件整理，形成了这一本书。这里，我们主要介绍量子信息科学的基

本概念，而不深入讨论量子密码学、量子计算等专业方向知识。希望这样一本书

可以作为理工科大学量子信息教材或者参考书，在大约一学期的课程时长内帮助

同学们掌握量子信息理论的基础，扫清他们进一步了解甚至进入量子信息前沿领

域研究的知识障碍。同时，也希望本书可以作为一本自学的书籍，特别为具有一

定线性代数背景且对量子信息感兴趣的读者，能够帮助他们了解一些在文献阅读

中可能会碰到的量子信息的专业术语与概念。

在本书的内容安排上，我们在第 0 章首先介绍必要的数学知识，以及量子信
息领域内常用的符号表示，包括量子力学基本描述、线性代数、概率论、香农信

息论基础等内容。对这些内容熟悉的读者，可以很快地浏览相关内容，然后进入

对量子信息知识的学习中。在本书的主体部分，我们依次介绍量子系统的基本描

述、量子系统的一般描述、一些有趣的量子现象和应用、量子信息论初步。具体

而言，

（1）在第 1 章，通过单体量子系统，说明在量子力学中如何表示一个物理系
统，给出可观测量的定义及封闭系统演化的数学描述，在此基础上，介绍实验中

确定量子态的基本方法，以及说明量子力学所给出的信息守恒规律。
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（2）在第 2章，将考虑更为一般的多体量子系统，在对子系统的描述过程中，
将引入必要的统计力学方法——密度矩阵，以及偏迹等数学运算，并由此给出最
一般量子态的定义及性质；此外，也将给出最一般的测量过程、量子操作、量子

系统演化的定义。

（3）在第 3 章，将综合运用第 1 章和第 2 章的内容，研究三种有趣的量子
现象和应用：贝尔不等式、量子密集编码、量子隐形传态。通过这些内容，我们

将更加深刻地认识到量子力学和经典力学之间的差异，并初步感受到量子力学在

信息传输方面的价值。

（4）在第 4 章，将初步介绍量子信息论。我们首先将香农信息论中信息熵的
概念推广到量子世界中。量子信息熵相比于经典信息熵有许多不同之处，导致这

些差异的一个重要原因是量子纠缠，对此我们将简单介绍量子纠缠的一些核心概

念。最后，将初步介绍量子通信与编码，并给出系统性研究此问题的框架。

若读者拥有良好的线性代数基础，大多数内容通过学习本书前序知识，便可

以无障碍地逐渐深入。有些章节难度较高，或需要额外的前置知识帮助理解，对

这些内容，我们用星号予以标注。在第一次学习或基础课程讲解时，可以跳过这

些内容。此外，我们对每章内容都配以一些习题，鼓励读者们进行适当的练习，以

巩固所学内容。

这里，我们要特别感谢过去这些年作者开展量子信息相关课程时的助教们：袁

骁、张振、赵琦、彭天翼、周泓伊、曾培、陈森睿、吴蔚捷、张艺泓、唐一凡、余

文峻、刘振寰、鄢语轩、陈俊杰、张辰逸、刘国定、刘鹏宇。他们很大程度上参

与了课件底稿的准备。事实上，两位作者张行健和黄溢智做过多次相关课程的助

教。同时我们也非常感谢参与这些课程的同学们的反馈。正是来自他们提出的很

好的问题和关于教学的反馈，使得我们的教材能够更加全面、易读。
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在本章中，将介绍量子信息的数学与信息论基础。量子信息的描述主要用到

了线性代数中的向量和矩阵。我们从线性空间最基本的相关记号与定义出发，介

绍线性代数的一些基本内容，包括线性空间和矩阵运算等。一般来讲，量子信息

相关的讨论都是在复数域 C上进行的。另外，还介绍了经典信息论中的基本概念，

包括香农编码定理和不同的信息熵。这里，信息熵本质上就是热力学熵。量子信

息科学一个重要分支就是用信息科学的语言来描述量子力学。

在本章中，0.1 节介绍了本书中常见的符号及其对应的含义；0.2 节阐述了希
尔伯特空间的描述，特别是狄拉克符号的表示；0.3节则回顾了量子信息中用到较
多的矩阵运算；0.4 节主要介绍了信息论的一些基础知识。在这些小节中，0.2 节
和 0.3.1 节是本书的基础，若不能很好掌握，建议从线性代数教材入手，系统性
地补充相关知识。0.3 节中的其余小节将会在本书后续章节展开。0.3.6 节为选读，
本书后续部分用到的较少。0.4 节主要应用在第 3 章和第 4 章。对于这些小节的
内容，读者可以先选择性地进行阅读，在后续章节中遇到相应内容再返回第 0 章
进行仔细的学习。

0.1 数学记号

本书采用的符号见表 0.1。

表 0.1 本书采用的数学记号

记号 描述

[d] 指标集 {0, 1, 2, · · · , d− 1}
C 复数域

|i⟩ 计算基矢的第 i 个向量, 第 i 个元素取值为 1, 其余为 0

(A)ij 矩阵 A 的第 i 行第 j 列的元素, 或简记为 (A)ij = aij

I 单位矩阵，对角元素全部为 1, 其余元素均为 0

0nm 复矩阵空间 Cn×m 中的零矩阵，全部元素均为 0

厄米 A ∈ Cd×d: A† = A

幺正 U ∈ Cd×d: UU † = U †U = I，有时也音译为酉

Hd d 维希尔伯特空间: 具有内积结构的复线性空间 Cd

HS 系统 S 对应的希尔伯特空间

dim(H) 希尔伯特空间 H 维度
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续表

记号 描述

L(H) 希尔伯特空间 H 到自身的线性映射算子集合
D(H) 作用于希尔伯特空间 H 上的密度算子集合
∣

∣Φ+

d

〉

Hd 内最大纠缠态，
d−1
∑

i=0

|ii⟩ /
√
d

|ϕ⟩ ∈ H 纯态: ϕ ≡ |ϕ⟩⟨ϕ| ∈ D(H)

0.2 希尔伯特空间表示

在量子信息领域，通常采用狄拉克符号（Dirac’s bra-ket notation）标记量子
态、量子操作、量子测量等。这里，介绍如何利用狄拉克符号对希尔伯特空间进

行表示。

0.2.1 狄拉克符号

对于由列向量组成的复线性空间 Cd×1, 一组常用的正交归一基可以表示为











1

0

0
...
0












,












0

1

0
...
0












,












0

0

1
...
0












, · · · ,












0

0

0
...
1












(0.1)

每个基向量均只有一个元素为 1，而其他元素为 0。如果将上述向量按顺序组合

在一起，它们将构成 d 维单位矩阵 I ∈ Cd×d。利用狄拉克符号，将这些列向量表
示为右矢（ket）：

|0〉 =












1

0

0
...
0












, |1〉 =












0

1

0
...
0












, |2〉 =












0

0

1
...
0












, · · · , |d− 1〉 =












0

0

0
...
1












(0.2)

这里，为了方便量子信息中的讨论，从指标 0开始排序。记指标集 [d] ≡ {0, 1, 2, · · · ,
d− 1}。这样可以用 {|i〉}d−1

i=0 或者 {|i〉}i∈[d] 来表示这个右矢集合，通常也将这组

特殊的基矢称为计算基矢（computational basis）。线性空间 Cd×1 中的任一向量

均可以表示为一个右矢 |ψ〉, 为上述选取的基向量的线性组合：
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|ψ〉 =
d−1∑

i=0

xi |i〉

= x0









1

0
...
0









+ x1









0

1
...
0









+ · · ·+ xd−1









0

0
...
1









=









x0

x1
...

xd−1









(0.3)

其中，xi ∈ C。当然，除了计算基矢以外，希尔伯特空间中任意一组正交归一的向量
都可以构成一组基矢。通常将计算基矢记为 {|i〉}d−1

i=0，而其他基矢记为 {|ϕi〉}d−1
i=0。

与右矢相对应，将右矢的厄米共轭（Hermitian conjugate）向量称为左矢
（bra），〈ψ| ≡ (|ψ〉)†。在这里，厄米共轭操作 † 将一个行向量转换为一个列向
量，并对向量的每一个元素取复数共轭（反之亦然）。类似地，可以写下由行向量

组成的复线性空间 C1×d 的一组自然正交归一基：






〈0| =
(

1 0 0 · · · 0
)

〈1| =
(

0 1 0 · · · 0
)

...

〈d− 1| =
(

0 0 0 · · · 1
)

(0.4)

线性空间 C1×d 中的任一行向量可以表示为

〈ψ| =
d−1∑

i=0

x∗i 〈i| (0.5)

这里 x∗i 表示 xi 的复共轭。使用狄拉克符号的主要好处是，它可以帮助我们简单

明了地区分列向量 |·〉 和行向量 〈·|, 简化线性代数中运算的表示，例如，下面将要
介绍的内积运算与投影运算。

0.2.2 希尔伯特空间

在量子力学中，希尔伯特空间是复数域 C上具有内积结构的由列向量张成的

线性空间，记为 H。列向量由右矢表示，|ψ〉 ∈ Cd×1。两个右矢，例如 |ψ〉 =∑
i

xi |i〉

和 |ϕ〉 =∑
i

yi |i〉 的内积，定义为

〈ψ|ϕ〉 ≡
d−1∑

i=0

x∗i yi
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=
(

x∗0 x∗1 · · · x∗d−1

)









y0

y1
...

yd−1









(0.6)

如果 〈ψ|ϕ〉 = 0，那么这两个量子态 |ψ〉 , |ϕ〉 被称为相互正交。内积运算具有下述
性质：

（1）非负性（positivity）: 〈ψ|ψ〉 ⩾ 0, ∀ |ψ〉 ∈ H, 当且仅当 |ψ〉 = 0 时取等号。

（2）线性（linearity）: 〈ϕ| (a |ψ1〉+ b |ψ2〉) = a 〈ϕ|ψ1〉+ b 〈ϕ|ψ2〉 , ∀ |ϕ〉 , |ψ1〉 ,
|ψ2〉 ∈ H, a, b ∈ C。
（3）共轭对称性（skew symmetry）: 〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉∗ , ∀ |ϕ〉 , |ψ〉 ∈ H。
希尔伯特空间维度 dim(H) = d，即为对应的线性空间维度。一个 d 维希尔

伯特空间通常记为 Hd。在量子信息中，当存在多个量子系统，也就是存在多个希

尔伯特空间时，通常用下标来区分这些空间，例如 HS 和 HR。

对于两个希尔伯特空间 HS 和 HR, 考虑它们各自的一组正交归一基，
{|i〉S}m−1

i=0 和 {|j〉R}n−1
j=0。两个空间上的线性运算，HR 7→ HS , 对应的线性算子

可以用矩阵 A ∈ Cm×n 来表示。需要注意的是，两个空间中的零向量 |0〉S ∈ HS

和 |0〉R ∈ HR 表示不同的列向量。一般情况下，它们的维度可以是不同的。为了

简便起见，在不致混淆的情况下将省略空间下标。这样，线性算子可以表示为

A =
m−1∑

i=0

n−1∑

j=0

aij |i〉〈j| (0.7)

这里矩阵元为 aij = S 〈i|A |j〉R。特别地，当线性算子将一个希尔伯特空间映射到
其自身时，矩阵为方阵，A ∈ Cn×n。我们将这种自映射（self-mapping）线性算
子构成的集合记为 L(Hn)。这里沿用信息论的惯例，元素指标 i, j 从 0 开始，因

此将会使用第 0 行和第 0 列的说法。

希尔伯特空间 H 和作用在其上的算子，包括向量加法、标量数乘及向量内积
运算，共同构成了一个复代数（complex algebra）。事实上，对这一代数结构还有
更严格的要求：这一代数中的算子应该在范数拓扑（norm topology）和伴随操作
（adjoint operation）下封闭。这样，空间 H 和作用于其上的算子将构成一个 C∗

代数（C-star-algebra）, 感兴趣的读者可以阅读关于代数理论的教材来深入了解
这部分内容。

0.2.3 射线

对于线性空间中只相差一个非零常数倍数的向量等价类，我们称这些向量构

成一条以零向量为起点的射线（ray）。对于任意一条非零的射线，可以选取该等
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价类的一个具有单位向量范数（norm）的代表元 |ψ〉。我们通常选取向量的欧几
里得范数（Euclidean norm）：

‖ψ‖ =
√

〈ψ|ψ〉 (0.8)

简单地讲，向量范数表示了向量的长度。对于具有单位长度的代表元：

〈ψ|ψ〉 = 1 (0.9)

0.3 矩阵运算

在量子信息中，常常需要进行矩阵运算。这里，只对本书涉及的关键矩阵运

算进行简要回顾。

0.3.1 矩阵基本运算

首先，列出矩阵的若干基本运算。这里，我们经常用矩阵变量对应的小写字

母或者大写字母加括号下角标来表示它们的构成元素。考虑矩阵 A ∈ Cn×l 和

B ∈ Cl×m,
（1）矩阵乘法（multiplication）: C = AB,矩阵 C 的元素为 cij =

∑

k

aikbkj。

（2）转置（transpose）: AT, 矩阵 AT 的元素为 (AT)ij = aji。

（3）复共轭（complex conjugate）: A∗, 矩阵 A∗ 的元素为 (A∗)ij = a∗ij。

（4）厄米共轭（Hermitian conjugate）: A† = (AT)∗, 矩阵 A† 的元素为

(A†)ij = a∗ji。A
† 称为 A 的厄米共轭矩阵或者伴随矩阵（adjoint matrix）。如果

A† = A, A 被称为厄米矩阵（Hermitian matrix），或者被称作厄米的。
（5）幺正变换➀（unitary transformation）: 当 A 为 n 维矩阵，即 A ∈ Cn×n

时，矩阵 A 的幺正变换为 UAU †, 其中 U 是幺正矩阵，满足 U †U = UU † = I。

（6）等距变换（isometric transformation）：当 A 为 n 维方阵时，V AV †,
其中 V ∈ Ck×n 被称为等距变换矩阵（isometry）或半幺正矩阵（semi-unitary
matrix），满足 ∀ |ψ〉 ∈ Cn×1, ‖ |ψ〉 ‖ = ‖V |ψ〉 ‖。

矩阵的一个重要属性是秩（rank）。对于 m×n 维矩阵 A ∈ Cm×n，它的秩定

义为该矩阵中线性无关的行或列的数目，并表示为 rank(A)。容易看出，在 m 维

行或列向量集合中，最多存在 m个线性无关的行或列向量，因此 A ⩽ min{m,n}。
另外，任一矩阵的线性无关行数与线性无关列数是相同的。

对于两个方阵 A 和 B, 一般来说，AB 和 BA 不相等。如果 AB = BA,
称这两个矩阵对易（commute）。特别地，单位矩阵 I 与所有相应维度的矩阵对

➀ “幺正”对应实数空间下的正交变换和正交矩阵，有时也被音译为酉变换和酉矩阵。本书中，我们在叙述

中有时候会混用变换和矩阵，并用同样的符号来表示一个变换与其对应的矩阵。
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易，IA = AI = A。事实上，如果一个矩阵和所有矩阵都对易，那么它一定是 I

的数乘，即常数矩阵，见习题 0.3。对于乘法和共轭操作，存在下面的等式关系：






(AB)∗ = A∗B∗

(AB)T = BTAT

(AB)† = B†A†

(0.10)

例 0.1 证明幺正变换不会改变两个矩阵的对易性质。

解 假设矩阵 A 和 B 对易，即 AB = BA，经过幺正变换后，新的矩阵

为 UAU † 和 UBU †, 有

UAU †UBU †

=UABU †

=UBAU †

=UBU †UAU †, (0.11)

其中用到了幺正矩阵的性质 U †U = UU † = I。因此，有 UAU †UBU † =

UBU †UAU †，经过幺正变换后的两个矩阵仍对易。同理可证，两个不对易的矩

阵在经过幺正变换后仍不对易。

综上，幺正变换不会改变两个矩阵的对易性质。

幺正变换可以看作等距变换的一个特例。这可以从下面的一种等距变换等价

定义方式看出。

例 0.2 考虑 n 维希尔伯特空间 H 以及作用于其中向量的线性变换矩阵
V ∈ Ck×n, k ⩾ n。请证明 V 是等距变换矩阵的充要条件是 V †V = I，其中 I

是作用于 H 的 n 维单位矩阵。

证明 必要性（V 是等距变换矩阵 ⇒ V †V = I）：根据定义，V 是等距变

换矩阵，有 ∀ |ψ〉 ∈ Cn×1,

‖V |ψ〉 ‖ =
√

〈ψ|V †V |ψ〉

= ‖ |ψ〉 ‖

=
√

〈ψ|ψ〉 (0.12)

因此有 V †V = I 成立。

充分性（V †V = I ⇒ V 是等距变换矩阵）：∀ |ψ〉 ∈ Cn×1, 有

‖V |ψ〉 ‖ =
√

〈ψ|V †V |ψ〉

=
√

〈ψ| I |ψ〉

=
√

〈ψ|ψ〉 (0.13)
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按定义，V 是等距变换矩阵。

定义 0.1 (正规矩阵，normal matrix) 方阵 A ∈ Cd×d 被称作正规的，当且
仅当它与自身的厄米共轭矩阵 A† 对易，A†A = AA†。

定义 0.2 (方阵在幺正运算下的对角化) 方阵 A ∈ Cd×d 在幺正运算下是可
对角化的，当且仅当存在一个幺正矩阵 U，使得 UAU † 是对角矩阵。

定理 0.1 (谱分解，spectral decomposition) 方阵 A ∈ Cd×d 在幺正运算下
是可对角化的，当且仅当其为正规矩阵。

证明 必要性（可对角化 ⇒ 正规）：这个方向可以直接予以验证。设存在一
个幺正矩阵 U，使得 UAU † 为对角矩阵，那么 (UAU †)† = UA†U † 也是对角

的。两个对角矩阵对易，

(UAU †)†UAU † = UA†U †UAU † = UA†AU †

= UAU †(UAU †)† = UAU †UA†U † = UAA†U † (0.14)

因此，得到 A†A = AA†。

充分性（正规 ⇒ 可对角化）：这一方向的证明相对复杂。首先，利用 Schur
分解，任一矩阵可以通过幺正变换变成上三角矩阵 T，A = UTU †。设矩阵 A

正规，利用类似于式(0.14)的做法，我们得到 TT † = T †T。于是，两个矩阵的对

角元是相同的，

(TT †)ii =
∑

j

tijt
∗
ij =

∑

j⩾i

|tij |2

= (T †T )ii =
∑

k

t∗kitki =
∑

k⩽i

|tki|2 (0.15)

注意到对于第 0 行，有
∑

j⩾0

|t0j |2 = |t00|2, 因此对于 j ⩾ 1, t0j = 0。通过数学归纳

法，可以证明所有的非对角元素都是 0。因此，T 必须是对角矩阵。

在量子信息中，特别地，我们对两类正规矩阵感兴趣——厄米矩阵和幺正矩
阵。根据谱分解定理，它们都可以通过幺正变换，在合适的基向量下表示为对角

矩阵。幺正矩阵的本征值为单位元在复共轭运算下的平方根。而由 (UAU †)† =

UA†U † 知,厄米矩阵的本征值一定为实数。如果一个厄米矩阵所有的本征值均为
非负的，我们称它为半正定的（positive semi-definite），记为 A ⩾ 0。

例 0.3 一个正规矩阵可以表示成

A =
∑

i

ai |ϕi〉〈ϕi| (0.16)

这里求和针对所有 A 的本征值 ai 和本征向量 |ϕi〉。
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解 从谱分解定理我们知道，正规矩阵 A 在幺正运算下是可对角化的，即

存在一个幺正矩阵 U，使得 Λ = UAU † 为对角矩阵。由对角矩阵性质可知，Λ =
∑

i

ai |i〉〈i|，其中 |i〉是一组正交归一的基矢，所以有A = U †ΛU =
∑

i

aiU
† |i〉〈i|U。

令 U † |i〉 = |ϕi〉，就可以得到式(0.16)。
另外，也可以得到 A |ϕi〉 = U †ΛUU † |i〉 = U †ai |i〉 = ai |ϕi〉，即 |ϕi〉 是矩

阵 A 对应本征值 ai 的本征向量。

对于式(0.16)，还有一些补充说明：这里的分解可能包含零本征值和对应的本
征向量。特别地，对于幺正矩阵，不存在零本征值。有时候为了简单起见，在不引

起歧义的情况下，我们也会把本征向量 |ϕi〉按对应的本征值记为 |ai〉或者按指标
记为 |i〉。对应不同的本征向量 |ϕi〉 和 |ϕj〉 的本征值 ai 和 aj 可能是相同的，我

们称这种情况为本征值简并。存在本征值简并的情况下，正规矩阵的展开不唯一。

定义 0.3 (迹，trace) 对于 d 维方阵 A ∈ Cd×d, 它的迹定义为矩阵所有对
角元素之和：

tr(A) =
∑

i

aii (0.17)

对任意两个矩阵 A ∈ Cd×k 和 B ∈ Ck×d, 根据式(0.17)和矩阵乘法，有下述
等式：

tr(AB) = tr(BA)

=
∑

i,j

aijbji (0.18)

特别地，上述等式对于非对易的矩阵，即 AB 6= BA 的情形，依然成立。对于任
意幺正矩阵 U，U †U = I，可以由式(0.18)推导出 tr

(
UAU †) = tr

(
AU †U

)
。因

此，迹运算在幺正变换下保持不变：

tr
(
UAU †) = tr(A) (0.19)

对于一组正交归一基 {|ψi〉}, 可以将其用狄拉克符号表示：
tr(A) =

∑

i

〈ψi|A |ψi〉 (0.20)

从式(0.19)可以看出，迹运算与基矢选取无关。如果 A 是厄米的，可以选取其归

一化本征向量构成式(0.20)的基。容易看出，A 的迹等于其所有本征值之和：

tr(A) =
∑

i

αi (0.21)

其中，αi 是 A 的本征值。

作为式 (0.18) 的一个特例，有

tr(|ψ〉〈ϕ|) = tr(〈ϕ|ψ〉) = 〈ϕ|ψ〉 (0.22)

求迹操作的这种轮换不变的性质在后续会多次用到。
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0.3.2 直和与张量积

在量子信息中，经常会遇到涉及多系统高维度的运算。在这一节，介绍两种

常用的使系统维度扩大的系统之间的运算——直和与张量积。

定义 0.4 (直和，direct sum) 两个矩阵的直和，A⊕B，其中 A ∈ Ck×l,B ∈
Cm×n，定义为







a0,0 · · · a0,l−1

... . . . ...
ak−1,0 · · · ak−1,l−1







⊕







b0,0 · · · b0,n−1

... . . . ...
bm−1,0 · · · bm−1,n−1







=















a0,0 · · · a0,l−1 0 · · · 0
... . . . ...

... . . . ...
ak−1,0 · · · ak−1,l−1 0 · · · 0

0 · · · 0 b0,0 · · · b0,n−1

... . . . ...
... . . . ...

0 · · · 0 bm−1,0 · · · bm−1,n−1















(0.23)

运算结果是分块对角矩阵。

两个矩阵的直和结构是分块对角的，简记为

A⊕B =

(

A 0kn
0ml B

)

(0.24)

其中，0kn 和 0ml 分别是维度为 k × n 和 m× l 的零矩阵。矩阵 A⊕B 的维度
为 (k +m)× (l + n)。

思考题0.1 请证明下述等式：对于任意合适维度的矩阵，以及常数 x, y ∈ C,

(xA1 + yA2)⊕ (xB1 + yB2) = x(A1 ⊕B1) + y(A2 ⊕B2) (0.25)

(A1 ⊕B1)(A2 ⊕B2) = (A1A2)⊕ (B1B2) (0.26)

tr(A⊕B) = tr(A) + tr(B) (0.27)

在更为严格的表述中，矩阵直和来源于其作用的线性空间的直和。考虑希尔

伯特空间 H 和 H′，如果 ∀ |ϕ〉 ∈ H′，则必然有 |ϕ〉 ∈ H，我们称 H′ 为 H 的
子空间（subspace），记为 H′ ⊆ H。设 Hn 和 Hm 是 H 的两个子空间，并满足
Hn ∩Hm = {0}，那么 Hn 和 Hm 的直和定义为

Hn ⊕Hm =
{
|φ〉 = |ψ〉+ |ϕ〉

∣
∣ |ψ〉 ∈ Hn, |ϕ〉 ∈ Hm

}
(0.28)
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直和空间的维度为

dim(Hn ⊕Hm) = n+m (0.29)

定义 0.5 (张量积，tensor product 或者 Kronecker product) 两个矩阵的张

量积定义为 C = A⊗B：

C =







a0,0 · · · a0,l−1

... . . . ...
ak−1,0 · · · ak−1,l−1







⊗







b0,0 · · · b0,n−1

... . . . ...
bm−1,0 · · · bm−1,n−1







=







a0,0B · · · a0,l−1B
... . . . ...

ak−1,0B · · · ak−1,l−1B







(0.30)

其中，aijB 是对矩阵 B 的数乘运算。

对于矩阵 A⊗B，其维度为 km× ln。可以将其视作有四个指标 iA, iB, jA, jB

的张量（这也是称该运算为张量积的原因）：

(A⊗B)iAiBjAjB
= (A)iAjA(B)iBjB (0.31)

在这四个指标中，两个为行指标，标记为张量上标；两个为列指标，标记为下标。

我们将在 0.3.4节中简单介绍张量的一种图像表示。
思考题 0.2 请证明下述结果的正确性：对于任意合适维度的矩阵，常数

x, y ∈ C, 以及 d 维单位矩阵 Id ∈ Cd×d,
（1）两个矩阵张量积的迹是矩阵迹的乘积：

tr(A⊗B) = tr(A) tr(B) (0.32)

（2）张量运算 ⊗ 与厄米共轭运算 † 对易：

(A⊗B)† = A† ⊗B† (0.33)

（3）如果对同一矩阵进行若干次直和或张量积运算，可以简记为






A⊕n ≡ A⊕A⊕ · · · ⊕A
︸ ︷︷ ︸

n

A⊗n ≡ A⊗A⊗ · · · ⊗A
︸ ︷︷ ︸

n

(0.34)

那么，我们可以将张量积运算 ⊗ 和直和运算 ⊕ 联系起来：

In ⊗A = A⊕n (0.35)
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因此，在文献中鲜少出现 A⊕n。

（4）张量积运算是双线性的（double linear）：






(xA1 + yA2)⊗B = x(A1 ⊗B) + y(A2 ⊗B)

A⊗ (xB1 + yB2) = x(A⊗B1) + y(A⊗B2)
(0.36)

与此相对的，直和运算不满足该性质，见式(0.25)。
作为张量积运算的特例，对于两个向量的张量积，通常简记为

|ϕ〉 ⊗ |ψ〉 ≡ |ϕ〉 |ψ〉 ≡ |ϕψ〉 (0.37)

其中，向量 |ϕ〉 和 |ψ〉 一般维度不相同。设 {|i〉S} 和 {|j〉R} 分别是空间 HS 和

HR 的一组基，那么，这些基向量的张量积的内积运算为

(〈i|S 〈j|R)(|i′〉S |j′〉R) = δii′δjj′ (0.38)

其中，δii′ 和 δjj′ 为 Kronecker 函数（Kronecker delta functions）。

δij =

{

1, i = j

0, i 6= j
(0.39)

因此，量子态集合 {|i〉S |j〉R} 构成了一个更大的希尔伯特空间的基向量，对应的
空间为 HS ⊗HR, 其维度为

dim(HS ⊗HR) = dim(HS) dim(HR) (0.40)

在量子信息中，我们称 S 和 R 为联合系统 SR 的子系统（subsystem）。

0.3.3 偏迹

张量积运算是一种快速扩展系统维度的运算，迹运算则将矩阵缩并为一个标

量。更进一步地，我们对两种运算的联系进行探讨。对于两个方阵 A 和 B，有

tr(A⊗B) = tr(A) tr(B)。对于联合系统的迹运算，可以将其视作先对第一个子

系统求迹，之后再对第二个系统求迹，或反过来：

tr(A⊗B) = tr[tr(A)B] = tr[tr(B)A] (0.41)

矩阵 tr(A)B 和 tr(B)A 可以视为矩阵 A⊗B“部分的”迹。这种形式的矩阵在
量子信息中有清晰的物理含义，并且具有广泛的应用。

定义 0.6 (偏迹，partial trace) 对于线性算子 T ∈ L(HS ⊗HR), 定义关于
系统 S 的偏迹，trS(T ), 以及关于系统 R 的偏迹，trR(T ), 为由下面元素构成的
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矩阵：






(trS(T ))ij =
dim(HS)−1
∑

k=0

(T )kikj

(trR(T ))ij =
dim(HR)−1
∑

k=0

(T )ikjk

(0.42)

现在，我们在不引入过多张量表示的情况下，对偏迹运算的含义进行理解。首

先，偏迹运算得到的矩阵

trS(T ) ∈ L(H)R, trR(T ) ∈ L(H)S (0.43)

按定义分别是对于子系统 S 和 R 求迹的结果。考虑一个简单的例子。设 T =

A⊗B, 其中 A ∈ L(H)S , B ∈ L(H)R, 如式(0.41)所示。那么，

trS(A⊗B) = tr(A)B, trR(A⊗B) = tr(B)A (0.44)

因此，偏迹运算可以看作张量积 ⊗ 的某种逆运算。尽管一般来说，对于张量希尔
伯特空间上的方阵 T ∈ L(HS ⊗HR), 不一定能写成两个矩阵的张量形式：

T 6= A⊗B (0.45)

但张量积的“逆运算”这一直观理解依然适用。

例 0.4 考虑一个四维希尔伯特空间，H4 = HS ⊗HR, 其中，S 和 R 均为

二维系统，

T =









a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44









(0.46)

请计算矩阵 T 分别对 S 和 R 求偏迹的结果。

解 首先，将 T 表示为矩阵形式：

T =










(T )0000 (T )0001 (T )0010 (T )0011

(T )0100 (T )0101 (T )0110 (T )0111

(T )1000 (T )1001 (T )1010 (T )1011

(T )1100 (T )1101 (T )1110 (T )1111










(0.47)

这样，可以按照式(0.42)对矩阵求偏迹：
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





trS(T ) =







∑

k

(T )k0k0
∑

k

(T )k0k1

∑

k

(T )k1k0
∑

k

(T )k1k1







=

(

a11 + a33 a12 + a34

a21 + a43 a22 + a44

)

trR(T ) =







∑

k

(T )0k0k
∑

k

(T )0k1k

∑

k

(T )1k0k
∑

k

(T )1k1k







=

(

a11 + a22 a13 + a24

a31 + a42 a33 + a44

)

(0.48)

这里，容易看出 tr[trS(T )] = tr[trR(T )] = tr(T )。
通过这个例子可以看到，多个系统的算子运算通常比较繁琐。幸运的是，可

以利用狄拉克符号来简化书写。利用左/右矢符号，通过引入系统 R 的一组完备

基 {|i〉}, 对于系统 R 求偏迹的结果可以表示为

trR(TSR) =
∑

i

(IS ⊗ 〈i|R)TSR(IS ⊗ |i〉R) ≡
∑

i

〈i|TSR |i〉R (0.49)

严格地讲，按照矩阵乘法定义，记号 〈i|TSR |i〉 不是一个良定义的表示。这里请注
意矩阵和向量的维度。但在书写中，我们经常用这种省略对另一系统进行恒等操作的

表示方法来简化书写。关于这一表示的含义和证明，我们留作练习（习题 0.4）。

0.3.4* 张量网络

在这一节，介绍一种新的数学工具——张量网络（tensor network），这一工
具对于张量计算很有帮助。这里，将采用张量指标的书写方法，上指标代表行，下

指标代表列。将一个张量表示为一个有打开的“腿”的框图，这些腿表示张量的

指标（index）。例如，一个三体的量子态 ρ
ABC
表示为一个有六条腿的框图，其

中三条在左侧，表示行指标 iA, iB, iC，即狄拉克记号中的 “|·〉”，另外三条在右侧，
表示列指标 jA, jB, jC，即狄拉克记号中的 “〈·|”，如图 0.1 所示。

图 0.1 张量网络表示：ρ
ABC

=
∑

iA,iB ,iC ,jA,jB ,jC

ρ
iAiBiC
jAjBjC

|iAiBiC⟩⟨jAjBjC |

指标缩并是一个基本的张量运算，在图 0.1 中，我们将要缩并的两个指标对
应的腿连接起来。利用这一记号，给出一些常用的矩阵运算的张量网络表示。矩

阵乘积 (ρσ)ij =
∑

k

(ρ)ik(σ)
k
j 可以图像化地表示为 ρ 所对应的框图右侧的腿与

σ 左侧的腿相连接；矩阵的迹 tr(ρ) =
∑

i

(ρ)ii 是 ρ 张量行和列指标的缩并，可
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以用它的张量框图左侧与右侧的腿相连接来表示。偏迹操作就是把相应的子系统

对应的指标缩并了，(trA(ρAB))iBjB =
∑

iA

(ρAB)
iA,iB
iA,jB
，其他子系统的指标保持不变。

此外，还有些运算并不涉及指标缩并，比如，矩阵的转置 (ρT)ij = (ρ)ji 可以表

示为左右两边的指标互换；张量积，或者称 Kronecker 积（Kronecker product），
(ρ⊗ σ)iA,iBjA,jB

= (ρ)iAjA(σ)
iB
jB
的张量网络表示就是将 ρ,σ 的框图排列放在一起，如

图 0.2 所示。

图 0.2 用张量网络表示一些矩阵运算

除了矩阵运算，也可以利用张量网络表示一些常用的量子态和算子。最简单的

就是单位矩阵 I，就是一条横线。再比如，（未归一化的）最大纠缠态（unnormalised
maximally entangled state，UMES），对于 d 维希尔伯特空间中的 UMES 算子，

√
d
∣
∣Φ+

d

〉
=
∑

i

|ii〉 (0.50)

它的张量网络表示为一个半圆，半圆圆弧的两端都朝左。我们也可以表示这个态

的密度矩阵：

dΦ+
d =

∑

i,j

|ii〉〈jj| =
(
∑

i

|ii〉
)(

∑

j

〈jj|
)

(0.51)

那就是由一个朝左和一个朝右的半圆组成。交换算子（swap operator，SWAP）是
一个常用的算子，它会将作用的两个系统 A,B 的角标互换：

SWAP(ρAB) =
∑

ρ
iA,iB
jA,jB

|iBiA〉〈jBjA|

=
∑

ρ
iB ,iA
jB ,jA

|iAiB〉〈jAjB| (0.52)

这里，第二个等式将指标重新定义排列了。由此，我们也可以直接写出 SWAP 的
幺正变换表示：

S =
∑

|iBiA〉〈iAiB| (0.53)

这些态和操作的图像化表示如图 0.3 所示。

图 0.3 用张量网络表示一些量子态和操作，这里注意 dΦ+

d 和 S 的区别，

见式 (0.51) 和式 (0.53)
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对比图 0.2 和图 0.3 中的图像，我们发现 UMES 这样的半圆也在求迹和转置
中出现了，这是有意为之。事实上，考虑一个矩阵，ρ =

∑

i,j

ρij |i〉〈j|, 它的转置和

迹可以分别表示为






d(〈Ψ+| ⊗ I)(I ⊗ ρ⊗ I)(I ⊗
∣
∣Ψ+

〉
) =

∑

i,j

ρij

∑

k,l

〈k|i〉〈j|l〉 |l〉〈k|

=
∑

i,j

ρij |j〉〈i| = ρT

d〈Ψ+|ρ⊗ I|Ψ+〉 =
∑

k

〈kk|
∑

i,j

ρij |i〉〈j| ⊗ I
∑

l

|ll〉

=
∑

i,j

ρij

∑

k,l

〈k|i〉〈j|l〉〈k|l〉 =
∑

i

ρii = tr(ρ)

(0.54)

读者可以自行将两个图拼凑一下，可以很快得到上述等式。这是用作图来表示张

量的优势。下面这个例子，可以用作图法很快证明。

例 0.5 矩阵乘法可以由 SWAP 操作完成：

tr[S(ρ⊗ σ)] = tr(ρσ) (0.55)

解 直接作张量图来证明，如图 0.4 所示。

图 0.4 张量网络图证明：tr[S(ρ⊗ σ)] = tr(ρσ)

注意，图 0.4 中的线可以拉直，并不影响最后结果。
在第 2 章中，会介绍两种量子信道的表示方法：Kraus 算子表示和蔡矩阵表

示。利用张量网络，可以将两种表示方法图示化，如图 0.5 所示。

图 0.5 量子信道的两种表示方式, Λ(ρ) =
∑

i

KiρK
†
i = trR[JΛ(ρT

R ⊗ I)]

0.3.5 方阵的解析函数

矩阵乘法可以视作关于一个矩阵的简单函数。在这一节，我们定义基于乘法

运算的更一般矩阵函数。首先，定义一个复矩阵的幂，A ∈ Cd×d。幂次运算是同
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一矩阵相乘多次：

Ak = AA · · ·A
︸ ︷︷ ︸

k 次

(0.56)

幂函数作为对矩阵的操作，与任一幺正变换对易：

UAkU † = UAA · · ·AU †

= UAU †UAU † · · ·UAU †

= (UAU †)k (0.57)

这里注意到按照定义，U †U = UU † = I。这样，可以将标量函数的泰勒展开

（Taylor expansion）推广至矩阵函数，并定义一个方阵的解析函数：

f(A) ≡
∑

k

f (k)(0)

k!
Ak (0.58)

其中，f (k)(0) 是函数 f(x) 在 x = 0 处的第 k 阶导数。如果 f (k)(0) 发散，例

如对数函数 log 或者平方根函数，那么，可以通过对矩阵函数添加恒等矩阵的方
式，在定义域上的其他点对函数进行展开。对于连续性很差的函数，这里就不展开

讨论。

思考题 0.3 方阵 A ∈ Cd×d 与自身的矩阵函数对易，即 Af(A) = f(A)A。

一般来说，式(0.58)的计算非常繁琐。幸运的是，对于正规矩阵 A，有更简便

的方法计算矩阵函数 f(A)。如式(0.57)所示，幂函数与任一幺正变换对易，因此
在计算时，可以对矩阵乘法的顺序进行对换。这样，可以选取一个可以将矩阵 A

对角化的幺正矩阵 U：

UAU † =









α0

α1

. . .
αd−1









(0.59)

其中，α0, α1, · · · , αd−1 是矩阵 A 的本征值，一般可以是复数。这样，可以将函

数 f(·) 看作对 A 的本征值分别进行运算，随后再对这一变换后的对角矩阵通过

U † 旋转至待求解的矩阵：

f(A) = f(U †UAU †U)

= U †f(UAU †)U
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= U †









f(α0)

f(α1)
. . .

f(αd−1)









U (0.60)

换句话说，对于可以在幺正变换下对角的矩阵，矩阵函数的求解问题本质上转化

为对其本征值的求解。

经常地，我们用狄拉克符号将矩阵用其归一化本征向量 |ψk〉和相应的本征值
αk 进行表示：

A =
d−1∑

k=0

αk |ψk〉〈ψk| (0.61)

根据式(0.60), 有

f(A) =
d−1∑

k=0

f(αk) |ψk〉〈ψk| (0.62)

这里，我们利用了正交归一投影算子（projector）的幂次依然是其自身的结论，即
∀k, l ∈ [d],







(|ψk〉〈ψk|)(|ψl〉〈ψl|) = δkl |ψk〉〈ψk|

(|ψk〉〈ψk|)n = |ψk〉〈ψk|
(0.63)

对任意正整数 n 成立，其中 δkl 是 Kronecker 函数。对于正规矩阵 A，我们也将

式(0.62)看作矩阵函数 f(A) 的定义。

例 0.6 (矩阵直和的函数) 对于两个可对角化的矩阵，A ∈ Cn×n 和 B ∈
Cm×m, f(A⊕B) = f(A)⊕ f(B)。

解 将矩阵 A 和 B 的本征值分别记为 αi 和 βj , 其中，i ∈ [n], j ∈ [m]。可

以用矩阵 A 和 B 的归一化本征向量对矩阵直和进行表示：

A⊕B =

(
n−1∑

i=0

αi |ψi〉〈ψi|
)

⊕
(
m−1∑

j=0

βj |ϕj〉〈ϕj |
)

=
∑

i

αi

∣
∣
∣ψ̃i

〉〈

ψ̃i

∣
∣
∣+
∑

j

βj

∣
∣
∣ϕ̃j

〉〈

ϕ̃j

∣
∣
∣ (0.64)

其中，
∣
∣
∣ψ̃i

〉

∈ Cn+m 是由在 |ψi〉 的表示后加上 m 个 0 得到的，而
∣
∣
∣ϕ̃j

〉

∈ Cn+m

是由在 |ϕj〉 的表示前面加上 n 个 0 得到的。这么做是为了能够在更大的空间里

表示原本的 |ψi〉 与 |ϕj〉 这两个小空间的态。这样，向量
{∣
∣
∣ψ̃i

〉

,
∣
∣
∣ϕ̃j

〉}

构成一组

正交归一基，使得直和矩阵 A⊕B 在这组基上是对角化的。因此，对于矩阵直和
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A⊕B 的函数，有下式给出：

f(A⊕B) =
∑

i

f(αi)
∣
∣
∣ψ̃i

〉〈

ψ̃i

∣
∣
∣+
∑

j

f(βj)
∣
∣
∣ϕ̃j

〉〈

ϕ̃j

∣
∣
∣

=

(
n−1∑

i=0

f(αi) |ψi〉〈ψi|
)

⊕
(
m−1∑

j=0

f(βj) |ϕj〉〈ϕj |
)

= f(A)⊕ f(B) (0.65)

由此可以看出，在对正规矩阵直和结果进行函数运算时，等同于分别对两个矩阵

进行该函数运算再直和。

例 0.7 对于两个可对角化矩阵 A,B ∈ Cd×d, tr(|A||B|) ⩽ tr |A| tr |B|。
解

tr(|A||B|) = tr
(
∑

i

|αi| |ψi〉〈ψi|
∑

j

|βj | |ϕj〉〈ϕj |
)

= tr
(
∑

i,j

|αiβj | |ψi〉 〈ψk|ϕj〉 〈ϕj |
)

=
∑

i,j,k

|αiβj | 〈ψk|ψi〉 〈ψi|ϕj〉 〈ϕj |ψk〉

=
∑

i,j

|αiβj | 〈ψi|ϕj〉 |2

⩽
∑

i,j

|αiβj |

= tr |A| tr |B| (0.66)

其中，在第三个等式的推导中，使用了求迹操作的轮换性质及求迹操作与求和操

作可以交换顺序的性质。

0.3.6* 一般矩阵的解析函数

除方阵外，对于一般的矩阵，也可以定义它们的矩阵函数。基于 0.3.5节中关
于方阵的结果，可以首先将一般的矩阵转化为方阵，再进行函数定义。一种转化

方式是利用矩阵的奇异值。

定义 0.7 (奇异值，singular value) 矩阵的奇异值，A ∈ Cn×k, 定义为下述
矩阵的本征值：

|A| =
√
A†A (0.67)
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其中，矩阵 A†A 是方阵且厄米。

可以看到，矩阵的奇异值是一个半正定矩阵的本征值，因此我们也称奇异值

为矩阵的绝对值（absolute value）。对于在幺正变换下可以对角化的矩阵，矩阵
绝对值就是其本征值的绝对值，可以由式(0.62)给出。作为直接的推论，对于任一
幺正矩阵 U ,

|U | =
√
U †U = I (0.68)

思考题 0.4 请证明下述结论：

（1）AA† 和 A†A 均为半正定矩阵，且 tr
(
A†A

)
= tr

(
AA†)。

（2）| tr(A)| ⩽ tr(|A|), 等号仅在 A ⩾ 0 或 −A ⩾ 0 时取到。

（3）一般地，|A| 6= |A†|, 但 tr(|A|) = tr
(
|A†|

)
。

类似于对向量的分析，我们可以定义矩阵的范数（norm），并利用泛函分析
中的结果对矩阵进行研究。基于矩阵绝对值，我们可以定义一类矩阵范数。在量

子信息中，几种常用的范数包括 Schatten 范数、lp-范数、迹范数（trace norm），
以及樊畿范数

[1]
。在本书中，主要用到 Schatten 范数。在量子信息研究中，人们

经常简称其为 p-范数。需要注意的是，在不同的学科中，类似的名称可能指代不
同的范数。由于定义上的相似性，我们在这里也简单介绍矩阵的 lp-范数。

定义 0.8 (lp-范数) 给定 p ⩾ 1, 对于复矩阵 A ∈ Cn×k, 它的 lp-范数为

‖A‖lp =

(
∑

i,j

|Aij |p
)1/p

(0.69)

定义 0.9 (Schatten p-范数) 给定 p ⩾ 1, 对于复矩阵 A ∈ Cn×k, 它的
Schatten p-范数为

‖A‖p = [tr(|A|p)]1/p (0.70)

其中，|A| 由式(0.67)给出。
p-范数有许多良好的数学性质，包括次可乘性（sub-multiplicativity，向量范

数自然拥有这一性质，但矩阵范数不一定有这一性质）和单调性（monotonicity），
分别由下面两式表示：

‖AB‖p ⩽ ‖A‖p‖B‖p (0.71)

‖A‖1 ⩾ ‖A‖p ⩾ ‖A‖q ⩾ ‖A‖∞ (0.72)

其中，A ∈ Cn×k, B ∈ Ck×m，q ⩾ p ⩾ 1。我们将证明留作习题。

思考题 0.5 (Hilbert-Schmidt 内积运算下的 Cauchy–Schwarz 不等式) 对

于两个复矩阵 A ∈ Ck×n 和 B ∈ Ck×m,

tr
(
A†B

)
⩽
√

tr(A†A) tr(B†B) = ‖A‖2‖B‖2 (0.73)
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例 0.8 (* 矩阵在 p-范数下的 Hölder 不等式) 对于复矩阵 A ∈ Cn×d,
B ∈ Cm×d, 以及满足关系 p−1 + q−1 = 1 的正实数 p, q,

∥
∥AB†∥∥

1
⩽ ‖A‖p‖B‖q (0.74)

解 记矩阵 A†A 和 B†B 的本征值和对应的归一化本征向量分别为 {α2
i ,

|ψi〉} 和 {β2
j , |ϕj〉}。根据式(0.67), 有







|A| =
∑

i

|αi| |ψi〉〈ψi|

|B| =
∑

j

|βj | |ϕj〉〈ϕj |
(0.75)

利用奇异值分解（singular value decomposition），存在线性等距变换算子 U ∈
Cn×d, V ∈ Cm×d, 满足 U †U = V †V = I, 分别使得 A = U |A|, B = V |B|。这
一结果也被称为极分解（polar decomposition）。这样，式(0.74)左端可以表示为

∥
∥AB†∥∥

1
= tr

(
|AB†|

)

= tr
(
|(U |A||B|V †)|

)

= tr
√

(U |A||B|V †)†(U |A||B|V †)

= tr
√

V |B||A||A||B|V †

= tr
√

V |B||A|V †V |A||B|V †

= tr
(
V |A||B|V †)

= tr(|A||B|) (0.76)

按照式(0.66), 可以对本征值构成的向量使用向量情形的 Hölder 不等式。对于满
足 p−1 + q−1 = 1 的正实数 p, q，

tr(|A||B|) ⩽
∑

i,j

|αiβj |

⩽

(
∑

i

|αi|p
)1/p(

∑

j

|βj |q
)1/q

= ‖A‖p‖B‖q (0.77)

这一证明过程展示了在处理非方阵运算时，常用的几种数学技巧。关于一般

的矩阵，还有许多有趣的函数。感兴趣的读者可以参考文献 [2]。
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0.4 经典信息论简介

在介绍信息论之前，首先需要明确：数学上，信息到底代表什么。为了回答

这一问题，先来看一些简单的例子，并通过数据压缩这一信息处理任务来量化信

息。随后，我们总结一些经典信息论中的重要内容。

0.4.1 香农熵

想象这样一个情景：两个好友，甲和乙➀，分别住在北京和上海。甲给乙发送

关于北京天气的消息。方便起见，我们只考虑两种天气：晴天或雨天。在甲发送

消息之前，乙想猜测一下北京的天气状况。直观上，乙通过接收甲的消息所能获

取的有用信息取决于他的先验知识。比如说，如果乙了解到北京几天来一直晴空

万里，而且短时间内周边地区也没有任何积雨云，那他几乎百分百确定北京的天

气将是晴天。一般地，假设乙通过自己的了解对北京的降水概率进行如下的猜测：

（1）10% 降雨, 90% 晴天；
（2）50% 降雨, 50% 晴天；
（3）90% 降雨, 10% 晴天。

如果稍后甲给乙发送了“晴天”的消息，在哪种情况下乙可以获得最多的信息？显

然，在第一种情形，乙获得的信息最少，因为他在早先就比较确定北京将是晴天；

在第二种情形，乙事先完全不确定北京的天气；而在第三种情形，当乙收到甲的

消息时，他大概会大吃一惊——也就是说，他得到了最多的信息。

通过这个例子，我们获得了这样的一个直观感受：信息应该与先验概率有着

密切联系。你可能会好奇，在这个例子里，“晴天”和“雨天”这几个字包含了

怎样的信息。这里，我们限定了乙只是想猜测北京的天气究竟是两种中的哪一个，

事实上，你可以将两个词替换成任何其他的事物或者事件。比如说，你走到下一

个路口时会不会遇到红灯，你从一个装了黑球和白球的袋子里拿出一个球的颜色

是黑色还是白色。基于同样的分析，你对于是否遇到红灯或者是否拿出黑球这件

事所能得到的信息同样只依赖于你对红灯或黑球出现概率的先验判断。因此，信

息量应该与具体事件（晴天/雨天，红灯/绿灯，黑球/白球 · · · · · ·）的表示细节没
有关系。这样一种内容无关的抽象描述方法是香农信息论（Shannon information
theory）的出发点。
在这一节，我们先严格地将讨论限定在经典信息论，即我们所分析的对象都

是经典随机变量。我们将使用“比特”（bit）来表示信息量的基本单位。一个比
特可以表示为一个数位，0 或者 1。一个两点分布（也称为伯努利分布，Bernoulli
distribution）的二元随机变量（binary random variable），如果发生事件 0 和

➀ 在量子信息英文书籍中经常涉及一男一女两个角色，Alice 和 Bob，这里我们用甲和乙对应。所以，本书
中甲是女性角色，相对应的角标为 A，乙是男性角色，相对应的角标为 B。
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1 的概率相等，这一随机变量取值所包含的信息量为一个比特。对于一个一般的

服从概率分布 p(x) 的随机变量 X，其所包含的信息量可以用香农熵（Shannon
entropy）量化，定义为

H(X) = −
∑

x

p(x) log[p(x)] (0.78)

其中对 x 的求和遍历随机变量 X 的所有可能取值。本书中，如无特殊说明，对

数函数的底数均为 2。另外，我们以极限的方式取 0 log 0 = 0。

思考题 0.6 (香农熵的数学合理性) 考虑一个随机实验中的事件，并将其对

应的随机变量记为 E。让我们考虑这个随机变量的“信息函数”或“惊奇系数”，

I(E)。我们要求这个函数满足以下数学性质：

（1）I(E) 只是关于 E 的概率分布（概率密度函数）的函数,

I(E = e) = I[pE(e)] (0.79)

其中，pE(e) ∈ (0, 1], 并且
∑

e

pE(e) = 1。

（2）I 在区间 (0, 1] 上平滑。

（3）两个独立事件所带来的总的惊奇系数等于各自惊奇系数的和：

I(pq) = I(p) + I(q) (0.80)

其中，p, q ∈ (0, 1] 是两个独立事件各自的发生概率。

在确定函数 I 的形式后，请计算随机变量 E的“平均信息量”，即 EPr(E)[I(E)],
并将其与式(0.78)比较。

当考虑二元随机变量时，香农熵变成二元熵（binary entropy），通常用某一事
件的概率表示。对于 x ∈ [0, 1]，可以定义二元熵函数（binary entropy function），

h(x) = −x logx− (1− x) log(1− x) (0.81)

由前面 log 函数的极限规定 0 log 0 = 0，可以很快看到 h(0) = h(1) = 0。另外，

对于 p = 11%, 二元熵的值为 h(p) ≈ 0.5, 换句话说，在 N 比特长的字符串中只

有 N/2 比特的信息。二元熵函数随概率的变化如图 0.6 所示。

0.4.2 数据压缩

前面我们介绍了香农熵的概念。除了数学上的“直觉”，在实际信息处理中，

这样的度量又有怎样的操作含义？为了回答这一问题，我们考虑这样一个通信情

景。甲希望通过一个比特信道向乙传送信息。假设甲的信息源会随机地从字母表

{a, b, c, d} 中按照下面的概率分布选出一个字符，

Pr(a) = 1

2
, Pr(b) = 1

8
, Pr(c) = 1

4
, Pr(d) = 1

8
(0.82)
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图 0.6 二元熵函数随概率的变化曲线

对于一个比特信道，它只能接收比特，即它不能将字符 a, b, c, d直接作为输入。为

此甲需要将她要传送的字符编码为比特串。甲可以用下面的编码方式：

a→ 00, b→ 01, c→ 10, d→ 11 (0.83)

这是一个定长编码，码字（code word）长度总是 2 个比特。除此之外，还有一种

编码方案：

a→ 0, b→ 110, c→ 10, d→ 111 (0.84)

期望上，这个编码方案的平均码字长度为

1

2
× 1 +

1

8
× 3 +

1

4
× 2 +

1

8
× 3 =

7

4
(0.85)

假如这个通信任务重复许多次，并且每次信息源都是按照式(0.82)的概率分布独
立且同分布（independently and identically distributed, i.i.d.）地发出信息，那
么很明显，第二种方案大概率会节省通信所需发送的比特数。我们可以直观地看

出，这一编码方案节省通信所需比特数的原因是用较短的码字编码频繁出现的字

符，而用较长的码字编码较少出现的字符。而这一编码方案的平均信息量与香农

熵有怎样的关系呢？按照式(0.78)的定义，

H(X) = −1

2
log 1

2
− 1

8
log 1

8
− 1

4
log 1

4
− 1

8
log 1

8
=

7

4
(0.86)

正好是式(0.85)的计算结果。
思考题 0.7 这一结果是巧合吗？还是有更为本质的原因？

香农对无噪声信道编码问题进行了严格的讨论，并得到了信源编码定理（Shan-
non’s source coding theorem）[3]

。这一定理指出，对于独立同分布的一串随机变

量，在渐进极限下（即随机变量数量趋于无穷时），如果对这些随机变量所含的数
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据进行压缩，压缩编码率（即平均每个字符所需的编码比特数）不可能少于信息

源所产生的随机变量的香农熵，否则必然会导致信息丢失。另外，一定存在编码

方案，使得在对足够多的随机变量进行编码时，编码率任意接近于香农熵。

香农熵的操作含义体现在一个具体的编码方案中。考虑二元随机变量 X ∈
{0, 1}, 以及相应的比特串 Xn ∈ {0, 1}n，其中对任意 i ∈ [n]，第 i 个二元随机变

量 Xi 是服从下面概率分布的独立同分布随机变量：






Pr(Xi = 1) = p

Pr(Xi = 0) = 1− p
(0.87)

其中，p ∈ [0, 1]。我们希望将比特串 Xn 如实存储，即制备一个足够大的内存。如

果不希望产生任何差错，显然我们需要将 Xn 的每一个比特都进行记录，因此内

存大小至少是 n 比特。但在实际应用中，通常我们会允许一个足够小的可以忽略

的失败概率。在这一前提下，我们注意到下面的事实。

观察点 所有的 n 比特字符串构成一个 2n 维空间，但在 p 6= 0.5 时，有些

比特串相比于其他比特串的出现概率明显要低。

为了清晰地说明这一事实，我们考虑 p < 0.5, n ≫ 1 时，对于可能出现的字

符串 0n 和 1n,
Pr(X = 0n)

Pr(X = 1n)
=

(1− p)n

pn
≫ 1 (0.88)

受到这一发现的启发，可以想象这样一个编码存储方案：我们只存储更可能发生

的比特串，而忽略掉那些几乎不会出现的比特串。将这样的想法严格表述出来，我

们可以定义 ε-最小概然集合。

定义 0.10 (ε-最小概然集合，ε-smallest probable set) 给定 0 ⩽ ε <
1

2
和服

从概率分布 pX 的有限值域随机变量 X ∈ X，其中样本空间 X 有限大，|X | <∞,
随机变量 X 的 ε-最小概然集合定义为样本空间的最小子集 T ε

X ⊆ X , 使得在一次
随机试验中，X 的取值以不超过 ε 的失败概率落在该集合中，

T ε
X = argmin

S
|S|,

s.t. Pr(X ∈ S) ⩾ 1− ε (0.89)

对于连续随机变量（continuous random variable），或者说无穷维随机变量，
我们同样可以考虑类似于最小概然集合的概念，但此时需要对集合大小等概念进

行合适的推广。本书不讨论这一内容，对此感兴趣的读者可以参考文献 [4] 等经
典信息论教材。

给定允许的失败概率 ε, 前面讨论的数据存储问题转化为确定 T ε
Xn 的问题，

相应地，内存所需大小对应的信息量由 log |T ε
Xn |确定。准确地找到 T ε

Xn 这个集合
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一般来说是困难的，但我们可以退而求其次，寻找一个较小的最概然集合，使得

X 的实现至少以 (1−ε)的概率落入其中。为了找到这样一个集合，我们可以寻找
合适的函数，将寻找集合元素的问题转化为确定这些元素相应的函数取值问题。

对于我们现在考虑的独立同分布信息源，期望上，Xn 中含有字符 1 的数量为

np, 在整个空间中这样的字符串的个数由二项式系数给出，
(
n

np

)

=
n!

(np)!(n− np)!
。

为了表述方便起见，我们定义 n 比特字符串 x = (x0, · · · , xn−1) ∈ {0, 1}n 的权
重为

wt(x) =
n−1∑

i=0

xi (0.90)

给定常数 c > 0, 定义 D(c) 为所有权重在区间 [np− c
√
n, np+ c

√
n] 的字符串集

合。我们称这一集合为参数 c 的典型集（typical set）➀。典型集、非典型集和整

个样本空间的关系如图 0.7 所示。这样，我们的主要任务是计算最概然集合的大
小及其失败概率 ε。下面例子给出如何估算一个典型集的大小。

图 0.7 典型集的图像化示意图。在编码成功概率渐进收敛到 1 时，采样所得的比特串几乎必

然落入典型集中。香农源编码定理告诉我们，典型集中包含的比特串数量和全空间中比特串数

量的比值，即编码压缩率，在渐进极限下由数据源的香农熵给出

例 0.9 对于 p ∈ (0, 1), 集合 D(c) 的大小

|D(c)| =
c
√
n

∑

k=−c√n

(
n

k + np

)

(0.91)

可以给出上界估计：

|D(c)| ⩽ 2nh(p)−c
√
n log p(1−p) (0.92)

对于 p = 0 或者 p = 1，根据 D(c) 的定义，式 (0.92) 自然成立。该例题中，
主要关注 0 < p < 1 的情况。另外，为了讨论方便，假设 k + np 是整数，而且在

区间 [0, n] 内。如果不是，式子稍作调整还是成立。

➀ 在信息论文献中，“典型集”一般特指独立同分布随机变量多次重复时的情形，其定义也稍有不同，由渐

进等分定理（asymptotic equipartition theorem）导出。在这里，我们不严格区分最概然集（probable set）和
典型集。对于多次重复的独立同分布随机变量，这两个集合大小在渐进表现上是一致的

[4]
。
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解 考虑 n 个独立同分布的两点分布随机变量 X ∈ {0, 1}，其概率密度函
数为

Pr(X) =







p, X = 1

1− p, X = 0
(0.93)

记 n 个随机变量 X = (X1, X2, · · · , Xn) 取得的字符串为 x。由于是独立随机分

布，记 wt(x) = k，则 X = x 的概率为

{

Pr(x) = pk(1− p)n−k

logPr(x) = k log(p) + (n− k) log(1− p)
(0.94)

如果这一字符串落入典型集，x ∈ D(c)，即 k ∈ [np− c
√
n, np+ c

√
n]，于是有







k ⩽ np+ c
√
n

n− k ⩽ n(1− p) + c
√
n

(0.95)

对上述不等式两端分别乘以 log p 和 log(1− p)，







k log p ⩾ (np+ c
√
n) log p

(n− k) log(1− p) ⩾ [n(1− p) + c
√
n] log(1− p)

(0.96)

代入式(0.94)得到：

log [Pr(x)] ⩾ (np+ c
√
n) log p+ [n(1− p) + c

√
n] log(1− p)

= −nh(p) + c
√
n log p(1− p) (0.97)

这里，我们利用了二元熵定义简化这一表达式。典型集 D(c) 是集合 {0, 1}n 的子
集，由概率归一化我们知道，

1 =
∑

x∈{0,1}n

Pr(x)

⩾
∑

x∈D(c)

2log Pr(x)

⩾ 2−nh(p)+c
√
n log p(1−p) · |D(c)| (0.98)

在对不等式各项调整顺序后，便得到了 D(c) 集合大小的上界估计：

|D(c)| ⩽ 2nh(p)−c
√
n log p(1−p) (0.99)
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对于一个典型集，我们可以采用二进制编码，这样信息源 Xn 编码储存所需

内存大小为

log |D(c)| ⩽ nh(p)− c
√
n log p(1− p) (0.100)

给定这个典型集，下面来计算相应的失败概率 ε。记 δ =
c

p
√
n
, µ = np, 那么

ε = Pr[Xn /∈ D(c)]

= Pr(|wt(Xn)− µ| ⩾ δµ)

⩽ 2

[
eδ

(1 + δ)1+δ

]µ

=
2ec

√
n

(

1 +
c

p
√
n

)(1+ c
p
√

n
)np

=
2ec

√
n

(

1 +
c

p
√
n

) p
√

n

c
(c
√
n+ c2

p
)

(0.101)

在式 (0.101) 第三行，使用了双边切诺夫不等式 (Chernoff inequality)。对于 n→
∞, 有

2ec
√
n

(

1 +
c√
np

)
√

np

c
(c
√
n+ c2

p
)

n→∞−→ 2ec
√
n

ec
√
n+ c2

p

= 2e− c2

p (0.102)

这里使用了欧拉数的极限定义：

e = lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

(0.103)

可以看到，当 c 取一个较大的值，比如 100 时，所对应的失败概率会指数地趋近
于 0。与式(0.100)结合，我们可以看到，信息源编码储存单个比特所需内存大小
在 n→ ∞ 时趋向于 h(p)，同时失败概率收敛到 0。

注意点 (非 iid 情形) 如果字符串中的各随机变量相互关联（即不是独立同

分布变量），并且关联的形式是已知的，那么由于有更多的限制条件，典型集会比

独立同分布情形小，因此编码所需比特数更少。

但需要注意的是，如果仅知道边际概率分布（marginal probability distribu-
tion），对于随机变量之间具体的关联形式未知，典型集大小可以是任意的，特别
地，可以比独立同分布情形大。
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0.4.3 其他的熵形式信息量

基于香农熵，我们可以将其他信息量，特别是多个随机变量之间关联，利用

熵的形式表示出来。对于联合随机变量 (X,Y ), 可以定义它们的联合熵（joint en-
tropy）：

H(X,Y ) = −
∑

x,y

pX,Y (x, y) log[pX,Y (x, y)] (0.104)

一般来说，X,Y 不是相互独立的。假设甲持有随机变量 X, 乙持有随机变量 Y ,
我们称乙拥有 Y 形式的关于 X 的侧信息（side information）。为了量化乙的侧
信息，我们可以用条件熵（conditional entropy）：

H(X|Y ) = −
∑

x,y

pX,Y (x, y) log[pX|Y (x|y)] (0.105)

条件熵 H(X|Y ) 表示在乙已知随机变量 Y 的情况下，对于 X 的不确定度。类似

于香农熵，条件熵的操作含义应该在独立同分布随机变量重复实验的渐进极限下

理解。

思考题 0.8 验证 H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X) = H(Y ) +H(X|Y )。

依然考虑上面的情形，即甲和乙分别拥有随机变量 X 和 Y。为了刻画两个

随机变量之间的关联，可以考虑它们的互信息（mutual information），定义是一
个边际随机变量的熵，如 H(X)，和相对应的条件熵 H(X|Y ) 之间的差：

I(X :Y ) = H(X)−H(X|Y ) (0.106)

在下面的维恩图（Venn diagram）中（图 0.8），直观地画出边际随机变量的熵、
联合熵、条件熵、互信息的关系。

图 0.8 互信息、边际随机变量熵、条件熵的 Venn 关系图。图中两个圆分别代表 H(X) 和

H(Y ), 它们的交叉的地方为 I(X :Y ), 它们的并集为 H(X,Y ), 两个半月牙形代表了 H(X|Y )

和 H(Y |X)

思考题 0.9 证明互信息对于函数的两个自变量是对称的，即 I(X :Y ) =

I(Y :X)。
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对任意随机变量 X 和 Y , 互信息 I(X :Y ) 总是非负的，I(X :Y ) ⩾ 0。

此外，在信息处理任务中，我们经常希望量化两个随机变量之间的“距离”，

或者说一个概率密度函数 pX1
(x) 相比于另一个概率密度函数 pX2

(x) 有多“远”。

为此，可以使用相对熵（relative entropy）。在经典信息论等领域，这一信息量
经常被称为 Kullback-Leibler 散度（Kullback-Leibler divergence）。定义相对熵
D(pX1

‖pX2
) 为

D(pX1
‖pX2

) ≡
∑

x

pX1
(x) log

[
pX1

(x)

pX2
(x)

]

(0.107)

对于相对熵的操作含义，一种理解方式是它刻画了错误编码的额外开销，即如果

在对随机变量 X1 进行编码时，错误地使用了概率密度函数 pX2
。在这一情形下，

编码平均所需比特数为 [H(X1) +D(pX1
‖pX2

)]。容易验证，如果编码所用概率密

度函数是正确的，相对熵 D(pX1
‖pX1

) = 0, 则编码平均所需比特数变为 H(X1)。

定理 0.2 (香农熵的次可加性) 两个随机变量 X 和 Y 的互信息等于联合随

机变量概率分布 pX,Y (x, y) 与边际概率分布乘积 pX(x)pY (y) 的相对熵：

D[pX,Y (x, y)||pX(x)pY (y)] = I(X:Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) (0.108)

关于这个定理的证明会在 4.1 节具体给出。这一定理计算了两个随机变量 X

和 Y 定义的联合随机变量概率分布 pX,Y (x, y) 与边际概率分布乘积 pX(x)pY (y)

的距离。在这个意义上，互信息刻画了与相互独立的联合随机变量距离有多远。

需要注意的是，相对熵并不是真正的距离度量（distance measure）。此外，这
一函数 D(pX1

‖pX2
) 在某些情况下存在不好的数学特征。如果第一个自变量概率

分布 pX1
(x1)的支撑集（support）没有全部包含在第二个自变量概率分布 pX2

(x2)

的支撑集中，即 ∃X = x 使得 pX1
(x) 6= 0 但 pX2

(x) = 0, 相对熵函数会发散。
注意点 为了说明相对熵函数不是真正的距离度量，首先注意到相对熵对于

两个自变量不是对称的，即一般情况下，D(pX1
||pX2

) 6= D(pX2
||pX1

)。比如，考

虑 pX1=1 = pX1=2 =
1

2
, pX2=1 = 1, 那么 D(pX2

||pX1
) = 1 但 D(pX1

||pX2
) 发散。

尽管如此，我们经常会将其看作一种对概率分布距离的反映。特别地，相对熵函

数与真正的距离度量有着紧密联系。比如，相对熵与迹距离可以由 Pinsker 不等
式联系起来：

D(pX‖pY ) ⩾
1

2 ln 2‖pX − pY ‖21 (0.109)

其中，ln 是以欧拉数 e 为底的自然对数，‖pX − pY ‖1 ≡
∑

a

|pX(a)− pY (a)|。

0.4.4 信道编码

对于带有噪声的信道，香农也进行了研究，并得到了含噪声信道编码定理

（noisy channel coding theorem）[3]
。考虑利用带有噪声的信道进行通信的两个人，



30

甲和乙。假设信道是对称的，即无论信息比特是 0 或 1，均以概率 p 对其进行翻

转，见表 0.2。

表 0.2 含噪的对称比特信道

不同接收信息比特下的概率
发送信息比特

0 1

0 1− p p

1 p 1− p

通信中，甲依然希望如实地向乙传送信息。设甲需要传送的信息为X ∈ {0, 1}n,
在 X 经过信道后，乙收到的信息为 Y ∈ {0, 1}n。定义传输误码随机变量为
E ∈ {0, 1}n, 如果 X 的第 i 个比特发生了翻转，则 Ei = 1, 否则 Ei = 0。这

样，有 Yi = Xi ⊕Ei，这里 ⊕ 为异或操作，即比特求和取模 2。我们可以相应地
定义比特串之间的异或操作，于是有 Y = X ⊕ E。如果乙获得了关于 E 的额外

信息，那么乙可以通过将发生错误的比特翻转回去以纠正错误。为此，我们设想

甲和乙还共享了一个无噪声的理想信道，以此乙可以收取关于纠错的信息。不过

这一信道的使用成本很高，因此，甲和乙希望找到一个信息编码方案，以尽可能

少的代价传送关于纠错所需的信息。注意到 E 中每个比特服从独立且相同的概

率分布：

Ei =

{

0 w.p. 1− p

1 w.p. p
(0.110)

将错误类型 E 看作重复实验中的信息源，通过应用前面阐述的信息源编码定理，

在渐近极限 n → ∞ 下，错误类型可以被压缩至大小约为 nh(p) 比特的集合中。

这样，只需要大约 nh(p) 个比特，乙就可以以很高的概率完成错误纠正。

尽管信道编码原理上是可行的，但在实际中操作起来有很大的难度。主要的

问题在于，信息的编码和解码复杂度极高。如果我们忽略这一问题，一个概念上

容易理解的方案是使用通用随机哈希（universal random hashing）。甲和乙共享
一个满秩的随机矩阵 G, 并且甲通过无噪声信道向乙传送 GX，这里我们把字符

串 X 看成一个列向量。乙可以计算矩阵 G 的广义逆并相应地进行错误纠正。稍

后在介绍量子熵和通信任务中的量子信道模型时，我们会继续深入信道编码问题，

并由此定义信道容量（channel capacity）。
注意点 错误纠正的核心是典型集的大小。在有限码长的实际情形中，需要

考虑必要的冗余。

关于刚才的内容，你可能会想，实际中是否真的存在无噪声信道。事实上，可

以利用信道编码方案来对抗噪声，这就是香农含噪声信道编码理论（Shannon’s
noisy channel coding theory）。一般地，给定一个带有噪声的信道 N , 如果希望传
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输信息 M , 与其直接将其通过信道进行传输，可以首先对其进行编码，将信息编
码至一个新的随机变量 X 中。这一随机变量经过带有噪声的信道变为 Y , 在收到
这一随机变量后，接收端对其进行解码并获取信息 M ′。这一过程如图 0.9 所示。

图 0.9 通用的信道编码方案示意图

利用合适的编码解码方案，解码收到的信息 M ′ 可以与原信息 M 有很高的

保真度。尽管如此，信道编码的能力不是无限的。即使在最优编码方案下，由于

带有噪声的信道本身的限制，可以保证的传输率存在理论上界。传输率是指通过

合理的编码解码方案设计，以及可能趋向于无穷次地独立使用相同的含有噪声的

信道，平均每次信道使用中准确传输的比特数的期望值。对于每一种编码解码方

案，原则上都存在这样一个传输率。所有传输率的上确界被称为信道容量。香农

的含噪声信道编码定理告诉我们，信道容量由下式给出：

C(N ) = sup
p
X

I(X :Y ) (0.111)

其中，X 和 Y 是信道输入和输出的随机变量，优化遍历 X 所有可能的概率分布

p
X
。对于很一般的信道，通常来说，即使知道了信道噪声的严格描述（例如，一

个概率转移矩阵），信道容量也很难准确计算。但对于一些特定的信道，信道容量

可以有解析表达式，比如表 0.2 提到的对称比特翻转信道。
思考题 0.10 请尝试给出这一信道的信道容量表达式，并找到一种对应的

编码解码方案，使得传输率可以达到信道容量。

0.4.5 Rényi 熵

香农熵可以用几条关于信息度量的公理导出。事实上，香农熵属于一类更大

的可以由公理化体系导出的熵度量，即 Rényi 熵。在稍后介绍信息熵的量子推广
时，我们会简单介绍这一公理化体系。在本书中，我们不会深入讨论这部分的数

学。在这里，给出 Rényi 熵的定义及一些信息论中常用的 Rényi 熵。
定义 0.11 给定常数 α, 满足 α ⩾ 0 且 α 6= 1, 定义 X 的概率分布为

pi
n
i=1, pi > 0（需要保证 max-entropy 定义），α 阶的 Rényi 熵定义为

Hα(X) =
1

1− α
log
(

n∑

i=1

pαi

)

(0.112)

下面讨论 Rényi 熵的一些特例。
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• Hartley 熵（Hartley entropy）或最大熵（max-entropy）:

H0 = logn = log |X| (0.113)

• 香农熵: 对于 Hα, 取极限 α→ 1,

H(X) = −
∑

i

pi log pi (0.114)

• 碰撞熵（collision entropy）: 这一熵度量有时被直接称作 “Rényi 熵”,
对应于 α = 2,

H2(X) = − log
∑

i

p2i (0.115)

• 最小熵（Min-entropy）: 在极限 α → ∞, Rényi 熵 Hα 收敛到最小熵

H∞:

H∞(X) = −max
i

log pi (0.116)

例 0.10 证明：

lim
α→1

Hα(X) = H(X) = −
∑

i

pi log pi (0.117)

其中，{pi}i 为随机变量 X 对应的概率分布。

解 使用洛必达法则（L’Hôspital’s rule），有

lim
α→1

Hα(X) = lim
α→1

1

1− α
log
(
∑

i

pαi

)

= lim
α→1

∂

∂α
log(

∑

i p
α
i )

∂

∂α
(1− α)

= lim
α→1

1

ln 2
∑

i p
α
i ln pi

−∑i p
α
i

= −
∑

i

pi log pi (0.118)
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习题

习题 0.1 (狄拉克符号)
（1）请写出 |0〉 , |1〉 , |±〉 = (|0〉± |1〉)/

√
2, |±i〉 = (|0〉± i |1〉)/

√
2的向量形式。

（2）请写出 |+〉 〈i|−〉 〈0|+ |1〉〈−i| 对应的矩阵形式。

习题 0.2 (矩阵计算) 已知矩阵 A =

(

1 0

0 0

)

和 B =

(

1 1

0 0

)

，试计算 |A|，

|B| 和 |B†|。
习题 0.3 (矩阵对易) 考虑一定维度的方矩阵，试证明，

（1）如果一个矩阵和所有对角矩阵对易，那么它一定是对角矩阵。
（2）如果一个矩阵和所有矩阵对易，那么它一定是 I 的数乘。

习题 0.4 (左右矢的偏迹计算) 给定 T ∈ L(HS ⊗ HR)，HR 的一组基矢

{|i〉R}，以及在 HS 下定义的单位矩阵 IS，尝试通过矩阵形式的具体计算说明下

面表示的正确性：

trR(T ) =
∑

i

(IS ⊗ 〈i|R)T (IS ⊗ |i〉R) ≡
∑

i

〈i|T |i〉R (0.119)

习题 0.5 (密度矩阵)
（1）矩阵 ρ 被称为密度矩阵，当且仅当







tr(ρ) = 1

ρ = ρ†

〈ϕ|ρ |ϕ〉 ⩾ 0, ∀ |ϕ〉

(0.120)

试证明存在 ρ 的谱分解 ρ =
∑

i

λi |i〉〈i| 满足
∑

i

λi = 1, λi = λ∗
i , λi ⩾ 0。

（2）请讨论 tr(ρ2) = 1 的充要条件。

习题 0.6 (p-范数的性质) 试证明 p-范数的次可乘性和单调性，即

‖AB‖p ⩽ ‖A‖p‖B‖p (0.121)

‖A‖1 ⩾ ‖A‖p ⩾ ‖A‖q ⩾ ‖A‖∞ (0.122)

其中，A ∈ Cn×k, B ∈ Ck×m，以及 q ⩾ p ⩾ 1。

习题 0.7 (香农熵的性质)
（1）考虑抛掷一枚无偏的硬币，并将朝上结果表示为一个二值的随机变量，这

一变量的香农熵取值是多少？类似地，考虑抛掷一个重量均匀的骰子，将其朝上

一面点数表示为一个随机变量，这一变量的香农熵取值是多少？
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（2）考虑抛掷一枚重量不均匀的硬币，其中正面朝上的概率为 p，请计算此

时抛掷硬币朝上结果对应的随机变量的香农熵取值，并画出这一取值随 p 变化的

曲线。

（3）请证明，对任一随机变量，香农熵的取值总是非负的。
习题 0.8 (Rényi 熵关于 α 的单调性)
（1）考虑一个一般的随机变量 X，请证明，对于 Rényi熵 Hα(X)，β ⩾ α ⩾ 0，

有

Hα(X) ⩾ Hβ(X) (0.123)

其中，H1(X) 在极限意义下，认为是香农熵 H(X)。

（2）考虑一个一般的随机变量 X，请证明，

H2(X) ⩽ 2H∞(X) (0.124)



在本章中，将讨论量子系统的基础——纯态、复合系统、投影测量、幺正

演化。重点关注量子信息中最简单的系统——量子比特。一个量子比特可以用

一个量子态来表示，它可以被算符作用，并可以通过测量读出。这些结果可以

拓展到任意维度的量子系统上。还将介绍一些相关的概念：玻恩定律、密度矩

阵、布洛赫球、泡利矩阵，并利用这些概念，讨论一些有趣的应用和量子世界

的基本量子定理，包括量子态层析、不可克隆定理、不可删除定理、普适非门

不存在定理等。

1.1 节 ∼1.3 节主要是对一个量子系统的基本描述，包括 1.1 节介绍的对量子
状态的刻画、1.2节介绍的测量及 1.3节介绍的封闭系统的演化。作为 1.1节 ∼1.3
节知识的直接应用，1.4 节和 1.5 节将分别介绍量子态层析术和量子系统中的信
息守恒现象。这一章的内容是整个量子信息的基础。对于一个有志于从事量子信

息科学研究的读者，这一章应该完全掌握。这里我们经常以量子比特系统作为例

子，但是里面的结论对于一般情况通用。

1.1 量子纯态

1.1.1 量子态空间与态叠加原理

我们从希尔伯特空间开始讨论量子力学中的物理系统和操作的描述。在量子

力学中，一个物理系统的状态由量子态（quantum state）描述。关于物理系统，我
们给出量子力学的态公理。

公理 1.1 (量子态公理) 一个孤立物理系统的所有可能状态由一个希尔伯特

空间所描述，称为系统的态空间（state space）。系统物理状态由一个单位长度的
向量所完全刻画，该向量被称为态向量（state vector）。

在接下来的叙述中，直接称态向量为一个量子态，用一个狄拉克符号中的右

矢 |ψ〉 来表示。在量子力学中，对于一个由 |ψ〉 描述的物理系统，当态向量整体
乘以一个非零常数 c 时，得到的向量 c |ψ〉 同样描述该系统。换句话说，量子态的
全局相位不具有物理含义。所以，一种可能的物理状态对应希尔伯特空间中的一

条射线（ray）。
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给定两个量子态 |ϕ〉，|ψ〉，可以通过线性叠加给出另一个可能的量子态，a |ϕ〉+
b |ψ〉。这种性质被称作态叠加（state superposition）原理。在这一叠加态中，由 a, b

取值所决定的 |ϕ〉 , |ψ〉间的相对相位具有物理含义。例如，我们认为 a |ϕ〉+ b |ψ〉和
eiα(a |ϕ〉+ b |ψ〉) 的物理状态相同，但与 a |ϕ〉+ eiαb |ψ〉 的状态不同。
在一个线性空间里面，线性叠加是一个很基本的数学操作。这里需要指出的

是，线性叠加操作具有非常深刻的物理含义，区分经典力学的所有量子特性都与

量子态叠加相关。事实上，对于叠加态原理的理解是量子力学里面的一个难点。后

面会慢慢展开讲述。

量子系统和量子态这两个概念我们在这里清晰化一下。一般将量子系统理解

为一个“实物”，比如一个电子、一个光子甚至一个人，而量子态是实物的状态。

不同的量子系统可以处在相同的状态上，一个量子系统也可以处在不同的量子态

上。比如我们说一个人甲，她可以处在“高兴”“愤怒”等状态。同样，另一个人乙

也可以处在这些状态上。从这个角度来看，量子态更像是一种“虚的信息”——

量子信息➀。量子信息科学很多时候是脱离具体量子系统抽象地研究这些量子态。

我们会在 1.1.5节简单提及实际物理系统上的量子态。

1.1.2 量子比特

在经典信息论中，信息载体——比特（bit）——表示一个取值为 0 或 1 的随
机变量。例如，一个电容器的状态可以离散表示为一个比特：当电容器处于高电

平时，将其状态记为 1；处于低电平时，将其状态记为 0。在基于经典物理理论的
信息论中，认为 0 和 1 两个状态是可以被准确无误地区分开来的。

在量子信息论中，量子比特（qubit）是比特概念的一种量子对应。类似地，一
个量子比特描述了一个由 |0〉 , |1〉 表示的二能级量子系统的状态。与经典比特的
区别在于，一个量子比特可以处在两个能级的叠加态上，由 |0〉 , |1〉的线性组合所
描述：

|ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 (1.1)

其中，a, b ∈ C, |a|2+|b|2 = 1。对于所有具有这种叠加形式的量子态（包括 |0〉 , |1〉），
我们称其为纯态（pure state）。所有的量子比特纯态张成了二维希尔伯特空间
H2。在接下来的讨论中，将默认 |0〉 和 |1〉 是正交归一的，即 〈0|0〉 = 〈1|1〉 = 1，

〈0|1〉 = 〈1|0〉 = 0。称它们构成了 H2 的一组基。经典信息处理可以看作量子信

息处理的一个特例，其所涉及的状态仅包括正交的两个基向量。由于态叠加原理，

➀ 这里我们似乎默认量子信息和量子系统是不同的存在。一个很深刻的问题是，这个世界除了量子信息，还

有“实物”吗？想象一下，我们平时所接触的不同的实物本质上是能量的不同状态而已。等有一天物理学把所有

基本粒子大统一了，是不是只剩下量子信息了？
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不同的量子态之间一般不再相互正交，我们将逐渐看到，量子信息处理相比于经

典信息处理的优势来源最终都可以归结为这种非正交的特性。

例 1.1 写出下面三个矩阵的本征态，并证明每个矩阵的本征态构成了二维

希尔伯特空间的一组基矢。

σz =

(

1 0

0 −1

)

, σx =

(

0 1

1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

(1.2)

解 对于 σz，本征态为 |0〉 =

(

1

0

)

和 |1〉 =

(

0

1

)

，有 〈0|0〉 = 〈1|1〉 = 1，

〈0|1〉 = 〈1|0〉 = 0 因而构成一组基矢。

对于 σx，本征态为
1√
2

(

1

1

)

=
1√
2
(|0〉+|1〉) ≡ |+〉和 1√

2

(

1

−1

)

=
1√
2
(|0〉−

|1〉) ≡ |−〉，有 〈+|+〉 = 〈−|−〉 = 1，〈+|−〉 = 〈−|+〉 = 0 因而构成一组基矢。

对于 σy，本征态为
1√
2

(

1

i

)

=
1√
2
(|0〉+i |1〉) ≡ |+i〉和 1√

2

(

1

−i

)

=
1√
2
(|0〉−

i |1〉) ≡ |−i〉，有 〈+i|+i〉 = 〈−i|−i〉 = 1，〈+i|−i〉 = 〈−i|+i〉 = 0 因而构成一组

基矢。

后面我们会看到，这三个矩阵被称为泡利矩阵，它们的本征态构成的三组基

矢是二维希尔伯特空间中最常用的三组基矢，分别将其记为 Z 基矢、X 基矢和

Y 基矢。

在量子态公理中，已经假设了量子态的模长为 1，这样做的合理性是怎样
的？另外，对于处于态叠加状态的系统，相对相位的物理含义是什么？这两个

问题的答案与量子力学中的测量公理或玻恩概率波解释规则（Born’s rule）有
关，将在 1.2节介绍这一内容。在这里，首先介绍纯态量子比特系统测量基向量
的情形。类似于在经典信息处理中，可以通过观测系统处于高低电平以确定比

特取值，在量子信息处理中，也可以考虑这样的问题：对于式(1.1)所描述的量
子比特，当对其处于 |0〉 , |1〉 中的哪一个状态进行观测时，观测结果将是怎样
的？不同的是，在量子信息处理中，观测结果将是概率性的，概率由叠加系数

模二次方决定：

Pr =







|a|2, 状态 “0”
|b|2, 状态 “1”

(1.3)

前面对于量子态系数模长为 1 的要求，|a|2 + |b|2 = 1，便是对于概率的归一化

要求。

基于玻恩规则的量子力学随机性解释是以玻尔为代表的哥本哈根学派的核心

观点。从玻恩规则，可以看出量子态公理的合理性。但在上面的描述中，隐含了
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这样的假设：在量子力学中，虽然一般的物理状态由可以处于叠加态的量子态描

述，但作为观测者，所能测量的物理量却是“经典的”。而且与经典物理理论不同，

对于一个完全确定的量子系统，当我们对其进行观测时，观测后其所处物理状态

受到测量影响，且测量结果可以是完全随机的。历史上，包括爱因斯坦在内的许

多人对于这一结果并不接受。爱因斯坦曾经留下这样一句名言：“上帝不掷骰子

（The theory delivers much but it hardly brings us closer to the Old One’s secret.
In any event, I am convinced that He is not playing dice）。”而后面我们将会看
到，量子态公理可以通过实验验证。在第 3 章会介绍可以裁决玻尔与爱因斯坦争
论的方法——贝尔不等式。

正如在经典信息论中可以使用高维信息载体，在量子信息论中，也可以考虑

高维量子比特。在 d 维的希尔伯特空间 Hd 中，一个纯的高维量子比特 |ψ〉 可以
被表示为

|ψ〉 =
d−1∑

i=0

ci |i〉 (1.4)

其中，{|i〉}i∈[d] 构成了一组互相正交的基矢 Hd，ci ∈ C。与量子比特类似，当在
基矢 {|i〉}i∈[d] 下测量时，得到结果 i的概率为 |ci|2/(

∑

i

|ci|2)。对于一个归一化的

高维量子比特，有
∑

i

|ci|2 = 1。这一章中接下来要介绍的内容并不限于特定维度

的系统。为方便起见，我们将重点围绕量子比特展开讨论，在涉及与维度相关的

内容时会予以说明。

例 1.2 Hd 中的一个纯态有多少个自由实参数？

解 从式 (1.4)中可以看到，复系数 ci 共有 d 项。由于全局相位在量子力学

中并不重要，我们总可以取一个非零的 ci，并将 |ψ〉 除以它，而不改变所表示的
量子状态。也就是说，我们总是可以假设其中一个系数 ci 是 1。因此，剩余的自
由实参数的数量为 2d− 2。

1.1.3 复合系统

我们已经初步讨论了一个孤立系统的描述，但在实际中，经常会遇到多个物

理系统。比如有两个通过光纤和设备管道相连的物理实验室，几个实验者各自处

在其中一个实验室中，合作进行物理实验。对于这个合作完成的实验而言，可以

将两个实验室整体看作一个复合在一起的更大的实验室。此外，对于一个复杂的

物理系统，比如我们所处的太阳系，为了天文探测和研究的方便，我们也会经常

将其人为地划分成若干小系统——八大行星。我们称这样由多个部分构成的整体

系统为复合系统。通常，将这些整体系统中的组成部分称为子系统（subsystem）。
现在，假设有一个系统由两部分组成，分别记为子系统 A 和子系统 B。对于
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这一复合系统，应该如何描述呢？这由量子力学的复合系统公理所给出。

公理 1.2 (量子复合系统空间) 设两个子系统所对应的希尔伯特空间分别为

HA 和 HB，整体系统的希尔伯特空间为 HA ⊗HB。同时，假设两个子系统分别

处在量子态 |ψ〉A 和 |ϕ〉B。那么，整体系统处在量子态 |ψ〉A ⊗ |ϕ〉B。
这里的 ⊗ 是张量积（tensor product）运算，不熟悉的读者可以阅读 0.3 节

中的相关定义。需要注意的是，子系统 HA 和 HB 的维度可以不相同，同时它们

本身也可以视作一个系统，拥有各自的基矢。复合系统公理表明，对于两个相互

“独立” 的态 |ψ〉A 和 |ϕ〉B，整体的态可以简单地用二者的直积 |ψ〉 ⊗ |ϕ〉 来表示，
大多数时候，会把这个态简写为 |ψ〉 |ϕ〉 或者 |ψϕ〉。
现在考虑一个简单的情形：两个子系统都是二维的。那么，复合系统可以看

作一个四维量子系统。如果对子系统分别独立地选取一组基并记作 {|0〉 , |1〉}，那
么对于复合系统，可以用 {|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉} 作为一组正交归一基。这里，省
略了子系统的下标。利用线性叠加原理，可以构造出这个四维空间中的纯量子态。

比如，可以构造下面的一组量子态：






|Φ+〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉)

|Φ−〉 = 1√
2
(|00〉 − |11〉)

|Ψ+〉 = 1√
2
(|01〉+ |10〉)

|Ψ−〉 = 1√
2
(|01〉 − |10〉)

(1.5)

由于历史的原因，我们称这四个量子态为贝尔态（Bell state），并将在接下来的
章节进一步讨论它们的性质。

思考题 1.1 贝尔态能否写成 |ψ〉A ⊗ |ϕ〉B 的形式？

1.1.4 量子态的密度矩阵表示

量子态的另一种表示方式是密度矩阵（density matrix）。对于 |ψ〉 = a |0〉 +
b |1〉，其对应的密度矩阵算符表示为

ρ = |ψ〉〈ψ|
= (a |0〉+ b |1〉)(a∗ 〈0|+ b∗ 〈1|)
= |a|2 |0〉〈0|+ |b|2 |1〉〈1|+ ab∗ |0〉〈1|+ a∗b |1〉〈0|

=

(

|a|2 ab∗

a∗b |b|2

)

(1.6)
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对于一个纯态，其对应的密度矩阵具有下面的性质。

方框 1: 纯态密度矩阵的性质

1. 自伴性，即厄米矩阵（Hermitian）: ρ† = ρ；

2. 归一化: tr(ρ) = 1；

3. 半正定性: ρ ⩾ 0，即 ∀ |ϕ〉 ∈ Hd, 〈ϕ|ρ |ϕ〉 ⩾ 0;
4. 纯性：tr(ρ2) = 1。

例 1.3 满足方框 1中性质的矩阵一定可以写成如下形式：

ρ = |ψ〉〈ψ| (1.7)

解 由于 ρ 是一个厄米矩阵，可以找到一个酉矩阵 U 将其对角化：

UρU † =









λ0

λ1

λ2

. . .









(1.8)

由性质 2∼ 性质 4 知道，
∑

i

λi = 1，λi ⩾ 0，
∑

i

λ2
i = 1。于是我们知道只有一个

本征值 λk = 1，其余均为 0。记 |ψ〉 = U |λk〉，有 ρ = |ψ〉〈ψ|。
思考题 1.2 当考虑式 (1.6)对应的量子态的测量问题时，由玻恩规则知，测

量结果的概率只由密度矩阵的对角项决定。这是否说明密度矩阵的非对角项是可

有可无的？为什么？

1.1.5 实际物理系统

有很多方法可以将量子比特“编码”到实际系统中：电子自旋方向、一个原

子或者离子的双能级、光子的路径或者偏振等。物理上，一个自旋
1

2
的系统➀可

以被看作一个简单的量子比特系统。量子比特的许多性质都是由自旋
1

2
系统派生

出来的。从历史上看，量子比特的大部分性质是在自旋
1

2
系统中被证明的。

在量子光学中，单个光子的偏振可以用一个量子比特来很好地描述。注意，这

并不是一个平凡的结论。光子自旋为 1，但是由于其没有静止质量，完全对称的
维度 sz = 0 被禁止了，换句话说，只允许有两个 Z 方向取值 sz = ±1，对应光

➀ 自旋是基本粒子的内禀性质之一，对于电子来说，自旋等于
1

2
。



41

子偏振方向。这样，可以将单个光子视为一个二维量子系统，等价于一个自旋
1

2
的电子系统。

沿不同轴的偏振刚好构成了不同的基矢。光子的偏振：水平和竖直偏振分别

用 |H〉 和 |V 〉 表示；对角偏振则由 |+45◦〉 和 |−45◦〉 表示或者表示为 |+〉 和 |−〉；
圆偏振由 |R〉 和 |L〉 表示。如果令 |H〉 = |0〉，|V 〉 = |1〉，那么







|R〉 = 1√
2

(

1

i

)

|L〉 = 1√
2

(

i
1

) (1.9)

这三种偏振态正好对应三组相互正交的基矢。

对于量子信息来说，这些具体的物理系统都是信息的载体。本书的重点在于

量子信息本身，并不会深入探讨这些物理系统的性质。

1.2 测量

如果我们观测或者说测量实验室中制备的一个量子态，会获得怎样的测量结

果？同时，它们与测量前的系统有什么关系？对于这一问题，量子力学的解释由

测量公理给出。到目前为止，所有的实验结果都与该公理相一致。后面小节中，将

详细说明可观测量和测量的具体含义和数学描述。

公理 1.3 (测量公理) 测量是观测者对一个物理系统所处状态获取信息的过

程。在量子力学中，对系统的可观测量 A 进行测量的结果是将物理系统制备到 A

的一个本征态上，同时，观测者将获取相应的本征值信息。取得某本征值的概率

由其对应的本征态与待测系统量子态内积给出。

1.2.1 可观测量

在量子力学中，可观测量，例如系统的位置、动量、能量，由希尔伯特空间中

的厄米算符表示。这是我们在原则上对于物理系统所能观测的最一般的性质。同

时，测量公理也隐含了如下的含义：所有的物理量都可以由厄米算符表示。数学

上，厄米算符是具有如下性质的算符。

（1）线性算符：对于希尔伯特空间 H 中的向量 |ψ〉，线性算符 A 将其线性映

射到 H 中的另一个向量，满足 ∀a, b,∈ C，
{

A : |ψ〉 7→ A |ψ〉
A(a |ϕ〉+ b |ψ〉) = aA |ϕ〉+ bA |ψ〉

(1.10)
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（2）自反性，即厄米性：对于线性算符，其伴随算符 A† 由下式定义，∀ |ψ〉 ,
|ϕ〉 ∈ H，

〈ψ|Aϕ〉 =
〈
A†ψ

∣
∣ϕ
〉

(1.11)

当且仅当 A = A†，即 〈ψ|A |ϕ〉 = 〈ψ|A† |ϕ〉 = 〈ϕ|A |ψ〉∗ 对于任意向量
|ψ〉 , |ϕ〉 都成立时，线性算符 A 被称为厄米算符。

厄米算符可以用相应希尔伯特空间上的厄米矩阵来表示。这里给出一些伴随

矩阵和厄米矩阵的数学性质，在接下来的章节中将会有帮助。

• 如果 A和 B 都是厄米矩阵，那么 A+B 也是厄米矩阵，因为 (A+B)† =

A† +B†。此外，AB +BA 和 i(AB −BA) 也是厄米矩阵。

• (AB)† = B†A†，因此如果 A 和 B 都是厄米矩阵且相互对易（commut-
ing），即 AB = BA，那么 AB 是厄米矩阵。

• 厄米矩阵是正规矩阵（normal matrix）, 因此可以做谱分解（spectral de-
composition）。

对于二维量子系统，一类特殊的可观测量可以用泡利矩阵（Pauli matrices）
来表示，它们是一组 2× 2 维复矩阵：

σx =

(

0 1

1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0

0 −1

)

(1.12)

文献中，三个泡利矩阵有时也被记作 {σ1, σ2, σ3} 或者 {X,Y, Z}。容易看出，每
个泡利矩阵都等于自身的伴随矩阵，因此它们是厄米矩阵。此外，它们的迹均为

0。泡利矩阵之间都是反对易的，∀i 6= j ∈ {x, y, z}，
σiσj = −σjσi (1.13)

另外，它们有如下关系：

σy = iσxσz (1.14)

通过计算很容易验证，泡利矩阵也都是幺正的。

历史上，泡利矩阵的形式选取具有明确的物理含义。泡利矩阵与李群（Lie
group, 一种具有良好微分形式的拓扑群）和李代数（Lie algebra）有着密切的联
系，特别是一些常见的群，比如 SU(2) 和 SO(3)。对于这一部分感兴趣的读者可

以参考文献 [5] 的第 4 章。
对于复合系统，如果只对一个子系统进行观测，那么对于整个系统而言，应

该如何描述这一可观测量呢？比如由两个子系统 A 和 B 构成的复合系统，仅对

A 系统观测物理量 σx。那么，对于复合系统而言，可以用 σx ⊗ I 来描述这一观

测量。

思考题 1.3 对于这一两体复合系统，验证 σx ⊗ σx 也是一个可观测量。如

果对这个观测量进行测量，它的物理含义是什么？



43

1.2.2 投影测量

从谱分解定理，我们知道厄米矩阵的本征向量构成相应希尔伯特空间的完备

基。考虑一个可观测量对应的厄米矩阵 A，对其进行谱分解：

A =
∑

i

λi |i〉〈i| (1.15)

其中，{|i〉} 是 A 的本征向量谱，满足特征方程 A |i〉 = λi |i〉。注意，这里可能
包含零本征值对应的本征向量。先来考虑一个自然而简单的情形是分解不含简并，

即矩阵不同的本征态对应于不同的本征值。对这样的厄米矩阵进行的测量被称作

冯·诺依曼测量（von Neumann measurement）。由于 A 的本征态同时给出了其

所作用的希尔伯特空间的一组正交归一基矢，因此，对于待测量的物理系统，可

以用这组正交归一基矢进行展开：

|ψ〉 =
∑

i

ci |i〉 (1.16)

对这一量子态测量 A，得到结果 λi 的概率为

p(λi) = |〈ψ|i〉|2 = |ci|2 (1.17)

可以看出，冯·诺依曼测量得到结果 λi 的含义是提取出 |ψ〉 在相应基矢 |i〉 上的
叠加系数，也可以说是将 |ψ〉 向 |i〉 这一向量方向上进行投影。

一般来讲，一个厄米矩阵的本征态可能出现简并情况，即在式(1.15)里，对于
不同的 i, j，λi = λj。对于简并于相同本征值的本征态，它们的线性组合依然满足

相同本征值的特征方程，因此，谱分解不唯一。对这样的厄米矩阵进行测量，结

果是怎样的？我们可以这样理解：考虑 A 的一个特定分解，以及在这一分解下

与 A 具有相同本征态的另一个厄米矩阵 A′，但 A′ 的本征值 {λ′
i} 与 A 有些区

别，使得 A′ 的谱分解不含简并。我们首先对量子态进行了 A′ 所对应的冯·诺依

曼测量，随后再对测量结果 λ′
i 重新标记为 A 在相应本征态 |i〉 上对应的本征值

λi。换句话说，对含有本征值简并的 A 进行测量的结果，可以看作对一冯·诺依

曼测量结果进行了“粗粒化”（coarse grain），将一些测量结果进行了合并和重新
标记。这里，需要注意的是，尽管测量结果是相同的，但这两种实现并不总是等

价，A′ 测量及后续的粗粒化处理会破坏简并子空间除了本征值外的一些信息，而

A 测量不会如此。

上面的这种测量被称作投影测量（projection-valued measure, PVM），是冯·
诺依曼测量的一种推广。后面将会看到，这种测量过程涵盖了大多数我们要考虑

的问题。为了从数学上理解投影测量，我们从另一个角度来看可观测量 A 的谱
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分解。考虑 A 所有不同的本征值 λi，对于简并于 λi 这一本征值的所有本征向量

|in〉，记 Ei =
∑

n

|in〉〈in|，则

A =
∑

i

λiEi (1.18)

容易看出，∀i, j，






EiEj = δijEi
∑

i

Ei = I
(1.19)

我们称满足这些性质的算符 Ei 为投影算符（projective operator），其本征值为 0
或者 1。投影算符所对应的测量也就是投影测量。由于上述谱分解中不同本征值
对应的投影算符之间相互正交，因此投影测量也被称作一种正交测量。冯·诺依

曼测量是 Ei 秩为 1 的特殊情形。

由测量公理可以推出，当对一个系统进行投影算符 Ei 所对应的投影测量时，

可以得到下面这些结果：

（1）如果测量前的量子态处于 |ψ〉，那么测量得到结果 λi 的概率为

p(λi) = ‖Ei |ψ〉 ‖2 = 〈ψ|Ei |ψ〉 (1.20)

物理上，这相当于将量子态 |ψ〉 投影到 Ei 这一子空间上，这也是投影测量名称

的来源。

（2）如果测量得到结果 λi，测量后的系统将演化为下面的归一化量子态：

Ei |ψ〉
‖Ei |ψ〉 ‖

(1.21)

（3）如果一次测量后同样的测量又立刻重复了一次，那么根据测量公理（在
这里即玻恩规则），第二次测量结果和第一次相同，即如果第一次测量得到 λi，第

二次将以 1 的概率再次得到该结果。
（4）投影测量有很多良好的性质。特别地，测量结果的期望值是容易计算的。

如果对很多份完全相同且独立的系统 |ψ〉分别进行对可观测量 A的测量，那么测

量结果的平均值将趋近于

〈A〉 ≡
∑

i

λip(λi) =
∑

i

λi 〈ψ|Ei |ψ〉 = 〈ψ|A |ψ〉 (1.22)

如果用密度矩阵的表示方法，

〈A〉 = tr(ρA) (1.23)

例 1.4 写出泡利矩阵测量对应的投影算符。
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解 首先，注意到 σz 的本征态为 |0〉和 |1〉，所以对应的投影算符为 {|0〉〈0| ,
|1〉〈1|}。记 σx 的本征态为

|±〉 = 1√
2
(|0〉 ± |1〉) (1.24)

则对应的投影算符为 {|+〉〈+| , |−〉〈−|}。记 σy 的本征态为

|±i〉 = 1√
2
(|0〉 ± i |1〉) (1.25)

则对应的投影算符为 {|+i〉〈+i| , |−i〉〈−i|}。

1.3 幺正变换

当我们对物理系统进行观测时，实际上是我们与物理系统之间发生了相互作

用，或者某种关联。而如果一个物理系统没有与外部进行相互作用，其自身状态也

可以发生改变。在量子力学中，封闭系统的状态变化由下面的量子演化公理描述。

公理 1.4 (量子演化) 在量子力学中，量子态随时间的演化是由薛定谔方程

决定的：

ih̄∂Ψ
∂t

= ĤΨ (1.26)

其中，Ψ 是波函数，Ĥ 是哈密顿量（Hamiltonian）。

1.3.1 量子演化的数学表示

薛定谔方程描述了量子演化的微分性质。在凝聚态物理、高能物理、量子原

子学等领域，这一方程在研究中至关重要。不过在量子信息中，经常考虑的是离

散的问题，即我们关心一个系统在经过一段时间后变成了怎样的量子态。考虑量

子态从 t = 0 演化到 t，当哈密顿量不随时间变化时，有

Ψ(t) = e− i
h̄
ĤtΨ(t = 0) (1.27)

这里，我们不会讨论薛定谔方程的细节问题。唯一需要明确的是，这里我们假设

Ĥ 是一个厄米算符，对应我们研究的系统是一个封闭系统，如果 Ĥ 不是厄米算

符，对应了开放系统，需要用后面在 2.4.2 节中介绍的方法来研究。在本书中，演
化 = 操作 = 变换。如果想设计在特定系统中，例如在超导量子系统或离子阱系
统中，量子操作的实现，那么薛定谔方程将是我们的重要参考。
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现在将 e− i
h̄
Ĥt 记作一个新的算符 U。按照定义，我们发现







UU † = e− i
h̄
Ĥte i

h̄
Ĥt = I

U †U = e i
h̄
Ĥte− i

h̄
Ĥt = I

(1.28)

数学上，称具有这种性质的算符为幺正算符（unitary operator），其相应的矩阵
表示为幺正矩阵。在量子计算中，这一算符的作用也被称作门（gate）。封闭量子
系统的演化也被称作是幺正的。对于一个纯态 |ψ〉，幺正演化可以表示为

U : |ψ〉 7→ U |ψ〉 (1.29)

如果用密度矩阵来表示量子态，则幺正演化可以表示为 ρ 7→ UρU †。

对于复合系统而言，如果有多个幺正矩阵独立地作用在每个子系统上，那么

对于整个系统，作用效果是这些矩阵的张量积。例如，考虑一个两体量子系统，其

由两个子系统 A 和 B 构成。幺正矩阵 U 作用在子系统 A 上，V 作用在子系统

B 上，那么对于整个系统，量子演化可以由 U ⊗ V 描述。

1.3.2 典型幺正矩阵

现在介绍一些常用的幺正矩阵。这些矩阵将在后面的章节频繁出现，因此，熟

悉它们的表示和性质将对后续的学习非常有帮助。

首先，从简单的量子比特系统出发。前面所引入的泡利矩阵不仅是厄米的，同

时还是幺正的。不难验证，







σxσ
†
x = σ†

xσx = σ2
x =

(

0 1

1 0

)(

0 1

1 0

)

=

(

1 0

0 1

)

= I

σyσ
†
y = σ†

yσy = σ2
y =

(

0 −i
i 0

)(

0 −i
i 0

)

=

(

1 0

0 1

)

= I

σzσ
†
z = σ†

zσz = σ2
z =

(

1 0

0 −1

)(

1 0

0 −1

)

=

(

1 0

0 1

)

= I

(1.30)

所以，泡利矩阵不仅可以作为可观测量出现，也可以作为幺正变换出现。当然，

变换和测量的物理含义并不相同。泡利操作 σx 有时候也被称为比特翻转操作，

因为






σx |0〉 = |1〉

σx |1〉 = |0〉
(1.31)
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泡利操作 σz 有时候也被称为相位翻转操作，因为







σz |0〉 = |0〉

σz |1〉 = − |1〉
(1.32)

Hadamard变换是一种被广泛使用的单量子比特幺正运算➀，其矩阵形式如下：

H =
1√
2

(

1 1

1 −1

)

=
1√
2
(σx + σz) (1.33)

由于

HσxH
† =

1

2

(

1 1

1 −1

)(

0 1

1 0

)(

1 1

1 −1

)

=

(

1 0

0 −1

)

= σz (1.34)

所以这个操作实现了量子态在 X 和 Z 基之间的旋转。

不难看出，Hadamard 门既是厄米的又是幺正的。当然也存在一些非厄米的
幺正门，例如 π/2 相位门 (S) 和 π/4 相位门 (T )，

S =

(

1 0

0 i

)

, T =

(

1 0

0 eπi/4

)

(1.35)

在量子线路中，一个单比特量子门可以像图 1.1那样表示。

图 1.1 一些典型的量子比特门，分别是 σx，σy，σz，H，S 和 T

还有一个在两体量子比特系统中十分常见的操作——受控非门（controlled-
NOT gate，CNOT），或者说受控 X 门（controlled-X gate）。由于 CNOT 作用
在两个量子比特上，所以它是一个四维的幺正算子，在计算基矢上，CNOT 可以
表示为

CNOT =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0









(1.36)

对于 CNOT，一个更有趣也更具物理操作含义的理解方式是将其看作对两个二维
量子系统的联合作用。如在 1.1.3节讨论的那样，当这个四维量子系统是由两个子

➀ 尽管我们都使用字母 H 来表示，但这里与物理系统的哈密顿函数 Ĥ 或希尔伯特空间的 H 无关，请注意
区分。
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系统构成时，如果我们选取计算基矢是由两个子系统各自的计算基矢构成，那么，

CNOT 可以表示为
CNOT = |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ σx (1.37)

这可以这样来理解：当第一个量子比特处于量子态 |0〉 时，第二个量子比特保持
不变；当第一个量子比特处于量子态 |1〉 时，对第二个量子比特作用 σx 操作。也

就是说，第一个量子比特起到了“控制”第二个量子比特的作用。这也是受控非

门这一名称的来源。

类似地，也可以定义受控相位门（controlled-phase gate）或者说受控 Z 门

（controlled-Z gate，简记为 CZ 门）：

CZ =










1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1










= |0〉〈0| ⊗ I + |1〉〈1| ⊗ σz (1.38)

如果控制比特是 |0〉，第二个量子比特保持不变。否则，如果控制比特是 |1〉，这
个算符会在第二个比特上作用相位翻转操作，即 σz。

在量子线路中，一个两体量子比特门可以用图 1.2中的形式来表示。

图 1.2 一些典型的两体量子比特门：（a）CNOT; (b) CZ; （c）一般的受控幺正门
（control-U gate）

思考题 1.4 看上去似乎上述两种受控幺正门，CNOT 和 CZ，对控制比特
没有进行任何操作。这是否意味着这些算符对于控制比特没有任何影响？

1.3.3 高维幺正变换

在Hd下的幺正算符被定义为满足 UU † = U †U = Id的线性算符 U ∈ L(Hd)，

其中 Id 是 Hd 上的单位算符。在这一含义下，可以将量子比特系统中的 σx, σz, H

推广到高维量子比特系统。对于正交基矢 {|i〉}i∈[d]，推广后的 σx(x)可以被定义为

σx(x) |j〉 = |x⊕ j〉 (1.39)

其中，x⊕ j ≡ x+ j mod d。推广后的 σz(z) 可以被定义为

σz(z) |j〉 = e2πizj/d |j〉 (1.40)



49

为了防止混淆，将虚数单位表示为罗马体 i。在这一小节中，采用如下标记：






X = σx(1)

Z = σz(1)
(1.41)

那么，不难看出






σx(x) = Xx

σz(z) = Zz
(1.42)

其中，x, z ∈ [d]。算符 {XxZz}x,z∈[d] 被称为 Heisenberg-Weyl 算符，有时也被直
接称作 Weyl 算符。
现在，让我们看一下 Weyl 算子的本征态和本征值。为简单起见，将使用狄

拉克符号来表示它们的表示矩阵。首先，可以写出 X 和 Z 对应的算符：







X =
d−1∑

j=0

|j ⊕ 1〉〈j|

Z =
d−1∑

j=0

e2πij/d |j〉〈j|
(1.43)

类似地，从式(1.39)和式(1.40)不难得出，Xx, Zz 的矩阵形式如下所示：







Xx =
d−1∑

j=0

|j ⊕ x〉〈j|

Zz =
d−1∑

j=0

e2πizj/d |j〉〈j|
(1.44)

显然，这些算子并不是厄米的，但它们是幺正的。

Z 和 Zz 的本征态和本征值非常直接就可以写出来：







Z |j〉 = e2πij/d |j〉

Zz |j〉 = e2πijz/d |j〉
(1.45)

也就是说，Z 的本征态组成了计算基矢。当 z 和 d 有一个素数公因子时，Zz 的

本征态是简并的。

X 的本征态有点复杂，这里用 {
∣
∣j̃
〉
}j∈[d] 表示。获取

∣
∣j̃
〉
具体表达式的标准

方法是在基 {|j〉}j∈[d] 中写下 X 的矩阵元素，并对角化为 X = UΛU †，其中 U
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是幺正的，Λ 是对角的。那么，XU = UΛ 意味着 U 的所有列都是 X 的本征

态。我们把这个标准计算过程留作习题 1.9。
在这里，我们就像以前的物理学家一样，根据量子比特的结果大胆猜测

{
∣
∣j̃
〉
}j∈[d] 的表达式，然后对其进行验证。我们猜测 X 的本征态，或者说 {

∣
∣j̃
〉
}j∈[d]

为

∣
∣j̃
〉
=

1√
d

d−1∑

k=0

e2πijk/d |k〉 (1.46)

因为对于任意 j ∈ [d]，

X
∣
∣j̃
〉
=

1√
d

d−1∑

k=0

e2πijk/dX |k〉

=
1√
d

d−1∑

k=0

e2πijk/d |k ⊕ 1〉

=
1√
d

d−1∑

k=0

e2πij(k−1)/d |k〉

= e−2πij/d 1√
d

d−1∑

k=0

e2πijk/d |k〉

= e−2πij/d ∣∣j̃
〉

(1.47)

在第三个等于号我们用了 e2πij(d−1)/d = e−2πij/d 这一结论。类似地，可以证明
∣
∣j̃
〉

是 Xx 对应本征值 e−2πijx/d 的本征态。综上，







X
∣
∣j̃
〉
= e−2πij/d ∣∣j̃

〉

Xx
∣
∣j̃
〉
= e−2πijx/d ∣∣j̃

〉 (1.48)

有趣的是，我们可以计算

Z
∣
∣j̃
〉
=

1√
d

d−1∑

k=0

e2πijk/dZ |k〉

=
1√
d

d−1∑

k=0

e2πijk/de2πik/d |k〉

=
1√
d

d−1∑

k=0

e2πi(j+1)k/d |k〉

=
∣
∣
∣j̃ + 1

〉

(1.49)
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从而得出：

Z =
d−1∑

j=0

∣
∣
∣j̃ ⊕ 1

〉〈

j̃
∣
∣
∣ (1.50)

这与式 (1.43)的形式十分相似。
思考题 1.5 证明下式

XxZz = e2πixz/dZzXx (1.51)

同样地，可以推广 Hadamard 算子得到量子傅里叶变换。也就是说，量子比
特系统上的 Hadamard 算子 H 是作用于希尔伯特空间上的量子傅里叶变换算子

的一个特例。

定义 1.1 (量子傅里叶变换，quantum Fourier transformation) 将 Z,X 的

本征态分别记为 {|j〉}j∈[d], {j̃}j∈[d]。傅里叶变换算子的定义如下：

F ≡
d−1∑

j=0

∣
∣j̃
〉〈
j
∣
∣ (1.52)

这就是量子傅里叶变换，就像量子比特情况中 Hadamard 门那样，交换了 X

和 Z 的基矢态：

F |j〉 =
∣
∣j̃
〉

(1.53)

例 1.5 证明 F 可以旋转算子 X 和 Z，
{

Fσx(x)F
† = σz(x)

Fσz(z)F
† = σx(−z)

(1.54)

解 首先，我们注意到

XFZ = X

(
d−1∑

j=0

∣
∣j̃
〉〈
j
∣
∣

)

Z

=
d−1∑

j=0

e−2πij/d ∣∣j̃
〉〈
j
∣
∣ e2πij/d

= F (1.55)

第二个等号我们使用了式(1.45)和式(1.48)，(〈j|Z)† = Z† |j〉 = e−2πij/d |j〉。那么
可以得到：

FZF † = X† (1.56)
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然后，就可以很快得到 Weyl 算子之间的变换：

Fσz(z)F
† = (FZF †)z = (X†)z = X−z = σx(−z) (1.57)

类似地，由式(1.50)，有

Z†FX = Z†

(
d−1∑

j=0

∣
∣j̃
〉〈
j
∣
∣

)

X

=
d−1∑

j=0

∣
∣
∣j̃ − 1

〉〈

j − 1
∣
∣
∣

= F (1.58)

那么，就可以得到另一边的变换：

Fσx(x)F
† = (FXF †)x = (Z)x = Xz = σz(x) (1.59)

除了空间维数从 2 变为了 d 外，高维量子系统的测量定义与量子比特相同。

然而，在一般的 d 系统中 σx(1), σz(1) 并不是厄米的（请证明这一点！），这导致

了我们不能像量子比特系统中测量 σx, σz 一样直接测它们。但是对于 σx(1) 的本

征态 {
∣
∣j̃
〉
}j 和 σz(1) 的本征态 {|j〉}j，可以定义如下观测量：







Mσx(1) ≡
d−1∑

j=0

j
∣
∣j̃
〉〈
j̃
∣
∣

Mσz(1) ≡
d−1∑

j=0

j |j〉〈j|
(1.60)

例 1.6 计算 Z,X 的本征态 {|j〉}j∈[d], {j̃}j∈[d] 对这两个可观察量的期望值。

解 首先，证明
∣
∣
〈
i
∣
∣j̃
〉∣
∣ 与 i 和 j 无关：

∣
∣
〈
i
∣
∣j̃
〉∣
∣ =

∣
∣〈i|X

∣
∣j̃
〉∣
∣ =

∣
∣(〈i|X)

∣
∣j̃
〉∣
∣ =

∣
∣
〈
i⊕−1

∣
∣j̃
〉∣
∣ (1.61)

同样，对于不同的 j，可以证明这个关系，从而可以得到
∣
∣
〈
i
∣
∣j̃
〉∣
∣
2
=

1

d
, ∀i, j。

这样就很容易验证






〈
j̃
∣
∣Mσx(1)

∣
∣j̃
〉
= j

〈
j̃
∣
∣Mσz(1)

∣
∣j̃
〉
=
d− 1

2

〈j|Mσx(1) |j〉 =
d− 1

2

〈j|Mσz(1) |j〉 = j

(1.62)
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1.4 确定量子态

1.4.1 布洛赫球面

从前面小节我们知道，一个量子比特纯态可以表示为 a |0〉+ b |1〉。当 a, b 为

实数时，这个态可以由二维平面上的射线表示。那么如果 a, b 是一般的复数，是

否有相应的几何表示方法呢？为了讨论这一问题，首先需要确定一个量子比特纯

态有几个独立的自由度。由于 |a|2 + |b|2 的取值不影响系统的量子态，可以采用
归一化表示方法将其固定为 1。同时，系统的全局相位不影响量子态，eiθ |ϕ〉 与
|ϕ〉 表示同一个系统。因此，一个量子比特纯态有 2 个独立的自由度。归一化的
纯态量子比特可以表示为下面的形式：

|ψ〉 = cos θ
2
|0〉+ eiφ sin θ

2
|1〉 (1.63)

可以将纯态表示为在单位球面 (r = 1, θ, φ) 上的一个点，其中 θ 和 φ 分别是量子

态与 z 轴的夹角，以及其在 xy 平面上投影与 x 轴的夹角。称该单位球面为布洛

赫球面，如图 1.3所示。

图 1.3 布洛赫球面

由式(1.63)可以看出，{|0〉 , |1〉} 是 z 轴上的两个端点量子态，{|+〉 , |−〉} 是
x 轴上的两个端点量子态，{|+i〉 , |−i〉} 是 y 轴上的两个端点量子态：







|±〉 = 1√
2
(|0〉 ± |1〉)

|±i〉 = 1√
2
(|0〉 ± i |1〉)

(1.64)
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对比式 (1.63) 和式 (1.64) 可以看出，这些端点的量子态正好对应 3 个泡利矩阵
的本征态。

例 1.7 (布洛赫球面上的纯态) 在文献中，有时会将量子比特用布洛赫球上

的角度或者坐标轴表示。

（1）写下 x，y，z 三根轴的端点的量子态：|x+〉，|x−〉，|y+〉，|y−〉，|z+〉，
|z−〉;
（2）按照式(1.63)的形式，考虑 θ = 90◦，用 φ 表示量子态为 |φ〉，写下量子

态 |+45◦〉，|−45◦〉，这两个态是否相互正交？
（3）在布洛赫球面表示方法下，一对相互正交的量子态应该如何表示？

解 （1）将相应的立体角代入式(1.63)，可以得到：|x+〉 = |+〉，|x−〉 = |−〉，
|y+〉 = |+i〉，|y−〉 = |−i〉，|z+〉 = |0〉，|z−〉 = |1〉，其中 |±〉和 |±i〉由式(1.64)给出。
（2）







|+45◦〉 = cos π
4
|0〉+ ei π

4 sin π
4
|1〉 =

√
2

2

(

|0〉+ 1 + i√
2

|1〉
)

|−45◦〉 = cos π
4
|0〉+ e−i π

4 sin π
4
|1〉 =

√
2

2

(

|0〉+ 1− i√
2

|1〉
) (1.65)

两个量子态不正交，因为

〈+45◦|−45◦〉 = 1

2

(

1 +
1− i√

2

1− i√
2

)

6= 0 (1.66)

注意，在用偏振构建量子比特的光学系统中，|±45◦〉 表示的含义会与本题不
同，这种情况下，角度通常指偏振的角度，读者需要注意区分。

（3）两个正交的量子态由同一条直线上指向相反方向的两条射线表示。这也
从侧面说明了布洛赫球和我们常用的希尔伯特空间有很大的区别。

通过下面这个简单的问题，可以看到幺正矩阵作用在量子态上时，具有旋转

的含义。我们以泡利操作作为例子。

例 1.8 考虑一个量子比特系统，定义基矢为 {|0〉 , |1〉}。考虑一个一般的
量子态 |ψ〉 = a |0〉+ b |1〉，其中 |a|2 + |b|2 = 1。计算对这一量子态作用 σz 的演

化结果 σz |ψ〉，并用布洛赫球的几何方式予以表示。特别地，当 |ψ〉 是泡利矩阵
σx, σy, σz 的本征态时，结果是怎样的？

解

σz |ψ〉 = aσz |0〉+ bσz |1〉

= a |0〉 − b |1〉 (1.67)
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对比式(1.63)，可以看出 σz 将 φ 变成了 φ + π，即在布洛赫球上绕 Z 轴旋转了

一个角度 π。具体对于各泡利矩阵的本征态的操作如何，请读者在布洛赫球面上

自行给出。

思考题 1.6 对于高维量子态，我们怎样用类似于布洛赫球面的几何图像予

以描述？

1.4.2 量子比特基

从布洛赫球面的讨论出发，我们来考虑更为一般性的数学描述。前面提到的

泡利矩阵 {σx, σy, σz} 构成二维零迹厄米矩阵空间的一组正交基，即对于任意的
一个该空间中的矩阵 M，可以将其线性展开为泡利矩阵的叠加。为了表示方便，

通常将三个泡利矩阵表示成向量形式 σ = (σx, σy, σz)，注意这个“向量”的元素

是矩阵。再加上二维单位矩阵 I，为方便起见，这里记为

σ0 =

(

1 0

0 1

)

(1.68)

可以将二维矩阵空间中的任一元素表示为 {σ0, σx, σy, σz} 的线性展开：

M =
∑

i∈{0,x,y,z}
riσi

= r0σ0 + r · σ (1.69)

这里，r ·σ = rxσx+ ryσy + rzσz 类似于普通的向量点乘运算。如果 M 是厄米的，

则 r 为三维实向量。在我们的讨论中，主要关注量子态，即迹为 1 的半正定矩阵，
这样 r0 = 1/2。

我们称泡利矩阵 σx，σy，σz 各自的本征向量对应于 X,Y, Z 基矢，{|+〉 , |−〉}，
{|+i〉 , |−i〉}，{|0〉 , |1〉}。这些态的定义和前面小节中布洛赫球面涉及的量子态一
一对应，见式(1.64)。
思考题 1.7 证明一个量子比特密度矩阵用式 (1.69) 展开得到的 r 正好是

该量子态在前面小节提到的布洛赫球表示的坐标。

如果从 X,Y, Z 这三组基矢，{|+〉 , |−〉}，{|+i〉 , |−i〉}，{|0〉 , |1〉}，取出不同
基矢的态求内积，其模平方均为 1/2，

| 〈±|0〉 |2 = | 〈±i|0〉 |2 = | 〈±i|±〉 |2 = 1

2
(1.70)

我们称这些基矢相互是无偏的。更一般地，无偏基矢（mutually unbiased bases,
MUB）的定义如下。
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定义 1.2 (无偏基矢) d 维希尔伯特空间 Hd 中的两组相互无偏基矢是正交

归一的两组完备向量 {ϕ0, ϕ1, · · · , ϕd−1} 和 {ψ0, ψ1, · · · , ψd−1}，使得从两组基矢
中任取一个向量，它们内积模长的平方等于系统维度的倒数，∀i, j，

| 〈ψi|ϕj〉 |2 =
1

d
(1.71)

思考题 1.8 对于 d ⩾ 2，给定希尔伯特空间 Hd，

（1）应该如何定义类似于泡利矩阵的高维量子空间的基？提示：请思考泡利
矩阵具有哪些良好的数学性质，参考 1.3.3节。
（2）对于这一高维希尔伯特空间，是否一定有相互无偏基矢？
（3）如果存在相互无偏基矢，一共有多少个？

对于最后一个问题，最一般的情形仍然是待解决的数学难题，但对于某些特定的

d，比如当其为质数幂次时，问题已经得到了完整的解答。

1.4.3 量子层析术

如果想确切地知道 |ψ〉 究竟是怎样一个量子态，要怎么做呢? 例如，在实验
室里，实验员试图确定自己究竟制备了怎样的量子系统。我们不妨从简单的情形

入手，假设实验员制备了很多份相同的纯量子态 |ψ〉，把纯态 |ψ〉 对应的密度矩
阵记为 ψ，并且 ψ = |ψ〉〈ψ|。

回想一下，在式(1.63)中，纯态可以由两个角度 ϕ 和 θ 来表示。这一灵感来

自对应的布洛赫球上的点，如图 1.3所表示的量子比特，所以我们的主要任务就
是找出量子态在布洛赫球上对应的位置坐标 (x, y, z)或 (θ, ϕ)，x, y, z 是在笛卡儿

坐标系下对应的坐标，而其对应的标准正交基的 X,Y, Z 是由泡利矩阵 σx, σy, σz

决定的。通过简单的 PVM 计算（请核对它们的正确性!），有






x = 〈σx〉 = 〈ψ|σx |ψ〉 = tr(σxψ)

y = 〈σy〉 = 〈ψ|σy |ψ〉 = tr(σyψ)

z = 〈σz〉 = 〈ψ|σz |ψ〉 = tr(σzψ)

(1.72)

因此，想要知道 (x, y, z)，只需要测量出 〈σx〉 , 〈σy〉 , 〈σz〉 这些期望值。于是通过
这三个测量，便可以对 |ψ〉 进行 “层析”。
对于纯量子态，除了向量表示方法，正如在 1.4.2 节讨论的，其密度矩阵 ρ

应该可以用泡利矩阵 {σ0, σx, σy, σz} 来表示。由于 tr(ρ) = 1，可以将 ρ 扩展表

示成

ρ =
1

2
(σ0 + P · σ)
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=
1

2

(

1 + Pz Px − iPy
Px + iPy 1− Pz

)

(1.73)

其中，P = (Px, Py, Pz) 是一个向量并且 |P | ⩽ 1。当 |P | = 1 时，式 (1.73)可以
表示在二维希尔伯特空间中的一个纯态。正如式 (1.73)给出的那样，Z 基矢的测
量提供了关于 Pz 的信息。类似地，X,Y 基矢的测量提供了关于 Px, Py 的信息。

因此 X，Y 和 Z 基矢的测量在对于一个量子比特的层析上是完整的。或者也可

以这么说，

ρ =
1

2
[tr(ρ)σ0 + tr(σxρ)σx + tr(σyρ)σy + tr(σzρ)σz] (1.74)

对于高维量子比特，也可以采用类似的方式进行量子态层析，进而确定量子

态的具体形式。考虑一个 2n 维的纯量子态 |ψ〉，可以将其看作由 n 个量子比特

组成的复合系统。对于这一空间上的所有厄米矩阵，可以将其用子系统上的泡利

矩阵进行展开。对于用密度矩阵表示的量子态 ρ，

ρ =
∑

i1,i2,··· ,in

Pi1i2···in

n⊗

t=1

σit (1.75)

其中，σit ∈ {σ0, σx, σy, σz}，下标 t 表示这一泡利矩阵是作用在第 t 个子系统上

的。由于量子态要满足迹为 1 的条件，一般地，为了确定一个 2n 维量子态的密

度矩阵，其中有 4n − 1 个参数。

思考题 1.9 读到这里，你可能会好奇，为什么在向量表示之外，要用密度

矩阵来重新讨论量子态层析的问题。对此，请考虑下面的问题。

（1）在二维量子比特情形，对于式(1.73)，如果测量结果 (x, y, z) 落在了布洛

赫球（体）的内部，而不是表面上呢？这个点代表了怎样的物理意义呢？

（2）对于高维量子比特，假设所研究的 2n 维量子态可以写成 ρ = |ψ〉〈ψ| 的
形式，即量子态是纯态。对于这一情况，式(1.75)这一展开式中一般有多少个自由
参数？如果这一情况的自由参数数量小于 4n − 1，对于缺少的那些参数，你有什

么想法？

第 2 章内容剧透：对 “混合” 的量子态，不能简单地用向量 |ψ〉 来表示，但
是仍然可以用密度矩阵 ρ 表示。这个矩阵是一个正半定的对易化厄米算符。我们

将在第 2 章讨论 “混合” 量子态。
量子态层析术（state tomography）是通过适当的测量来重建量子系统的量

子态的过程。这里的量子态可以是纯的（可以用矢量表示），也可以是混的（只

能用密度矩阵表示)。如果一组测量能够唯一地识别量子态，就称为层析完整（to-
mographically complete）。也就是说，测量的结果能够提供关于量子态的所有信
息。在物理学中，这组测量对应于系统标定。量子态层析术背后蕴含的一般原理

是，通过对相同密度矩阵描述的量子系统重复执行许多不同的测量，可以用频率

来推断概率，这些概率则与玻恩定则相结合，以确定最符合测量值的密度矩阵。
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另一个与之相关的概念是量子过程层析术（quantum process tomography），
一些已知的量子态被用来探测一个量子过程，以找出如何具体地描述这个过程。

类似地，量子测量断层术的目的是找出进行的测量是什么。

1.5 量子信息守恒

1982 年，Nick Herbert 发表了一篇文章，提出使用量子纠缠实现超光速通
信的设想。这一明显有悖于相对论的文章很快引起了物理学界的广泛关注。同年，

William Wootters 与 Wojciech Zurek 及 Dennis Dieks 分别发表了题为 A Single
Quantum Cannot be Cloned和 Communication by EPR devices的文章，指出量子
态具有不可克隆的特性，而所谓的超光速通信违背了这一性质，因此是错误的➀。

这一系列讨论促使人们更加认真地思考量子力学与信息论之间的关系➁，也在很

大程度上推动了包括利用范畴论等数学工具理解量子力学理论本身的研究。在这

一节，我们讨论量子力学中的信息守恒相关结论。除了不可克隆定理外，我们还

会介绍它的“时间反演”版本——量子不可删除定理，以及关于通用量子非门存

在性等结论。

1.5.1 量子不可克隆定理

量子不可克隆定理有许多种等价的表述方式。在这里，我们用类似于文献 [6]
的语言予以描述。

定理 1.1 (量子不可克隆定理，no-cloning theorem) 不可能构造一个能够确

定性地复制任意量子态且不改变原始量子态的克隆机器。

假设存在一个“完美”的克隆机器，即存在幺正演化 U，满足 ∀ |ψ〉，

|ψ〉 |0〉 → U(|ψ〉 |0〉) = |ψ〉 |ψ〉 (1.76)

那么对于任意两个量子态 |ψ1〉 和 |ψ2〉，有






U(|ψ1〉 |0〉) = |ψ1〉 |ψ1〉

U(|ψ2〉 |0〉) = |ψ2〉 |ψ2〉
(1.77)

将这两个式子做内积，有

➀ 历史上，除了这两篇发表的工作，量子不可克隆定理在此之前已经被注意到。在对 Herbert 文章的审稿
过程中，审稿人 Giancarlo Ghirardi 已经发现了这一问题。而在更早的 1970 年，James Park 在解释量子测量
对物理系统状态的扰动时，从不同的角度说明了量子不可克隆的性质。

➁ 需要注意的是，直到今天，Herbert 错误的“超光速量子通信”依然被很多科普文章所采用！在本书后续
章节，我们将说明一个正确的通信协议中，究竟何为信息，通信者又应该如何利用量子态和量子操作完成信息的

传递。
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





(〈0| 〈ψ1|U∗)(U |ψ2〉 |0〉) = (〈0| 〈ψ1|)(|ψ2〉 |0〉) = 〈ψ1|ψ2〉
(〈0| 〈ψ1|U∗)(U |ψ2〉 |0〉) = (〈ψ1| 〈ψ1|)(|ψ2〉 |ψ2〉) = 〈ψ1|ψ2〉2

(1.78)

那么可以得到 〈ψ1|ψ2〉 = 〈ψ1|ψ2〉2，所以 〈ψ1|ψ2〉 只能等于 0 或 1。因此 |ψ1〉 和
|ψ2〉 要么相等，要么互相正交，这与式(1.76)中两个任意态相矛盾。由此导出了不
可克隆定理。

思考题 1.10 如果允许克隆后的系统多一个全局相位，即 U(|ψ〉 |0〉) =

eiα(ψ) |ψ〉 |ψ〉，那么不可克隆原理是否还成立？
思考题 1.11 不可克隆定理是否与海森堡不确定性关系相符？

思考题 1.12 不可克隆定理排除了适用于所有量子态的“通用”克隆机的

可能性；或者说，在我们的证明过程中，我们事先不知道想要复制的量子态的具

体形式。但是，考虑一下，是否有可能使用一个幺正演化来克隆某些特定的状态?
这里，让我们考虑两个简单的情形。

（1）假设已经确定了一个量子态 |ψ〉。尝试构造一个幺正算符 U，使其满足

U (|ψ〉 |0〉) = |ψ〉 |ψ〉。
（2）在 |ψ〉 外，同时考虑与其正交的一个量子态

∣
∣ψ⊥〉，即

〈
ψ
∣
∣ψ⊥〉 = 0。尝试

构造一个幺正算符 U，使其满足 U (|ψ〉 |0〉) = |ψ〉 |ψ〉 , U
(∣
∣ψ⊥〉 |0〉

)
=
∣
∣ψ⊥〉 ∣∣ψ⊥〉。

思考题 1.13 如果放宽不可克隆定理的叙述，会得到一些不同的结果吗？请

尝试考虑下面的一些可能性。

（1）对于任意的量子态，能否按照一个给定的成功概率将其克隆？
（2）对于任意的量子态，如果允许克隆机器对其稍微有些破坏，能否克隆出

一份量子态？

（3）对于一个未知的量子态 |ψ〉，假设有很多份相同的拷贝，即 |ψ〉⊗n。在这
种情况下，能否找到一个克隆机器，在不破坏这些已有拷贝的情况下，多复制出一

份完美的拷贝？如果允许这样的复制有可能失败，或者对原有拷贝有一些破坏呢？

为了回答这些问题，你可能需要首先考虑“成功概率”、对量子态“稍微有些

破坏”的含义。前面两个问题的答案又被称为“不完美量子克隆”——当我们不

再要求完美的量子态复制时，量子克隆又重新变为可能，不过这样做的成功概率

存在着一个上限。第三个问题又被称为密码学意义的量子克隆问题，与量子复杂

性理论密切相关。这几个问题在量子密码学中都得到了充分的研究，并被巧妙地

用于量子密码分析之中，感兴趣的读者可以参考文献 [7]。
在实际物理系统中，由于环境噪声的影响，量子态通常十分脆弱。在经典信

息处理中，会通过复制信息的方式构造纠错码，通过探测和纠正错误，从而保护

信息；但现在，由于量子不可克隆定理的限制，不能通过复制量子态来抵抗噪声➀。

➀ 虽然有这样的根本限制，我们是否就无法构造量子纠错码了呢？答案并非是悲观的，虽然不可克隆定理限

制了很多纠错的方法，但事实上，纠错不一定需要复制！
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这让我们产生这样的一种印象：量子态很难被保存下来。在实验上，高品质的量

子存储确实是一件非常具有挑战性的事情。

1.5.2 量子不可删除定理

现在来考虑量子克隆的一个“反问题”：对于任意一个量子态的两份拷贝，能

否通过量子操作删除其中一份呢？或许有些令人惊讶，这一问题的答案也是否定

的：量子态还具有某种“鲁棒性”，让我们不能没有代价地将其消除。这便是量子

不可删除定理（the no-deletion theorem），其具体描述如下。
定理 1.2 给定任意量子态的两个副本，不可能构造一个删除机器，能够删

除其中一份量子态且其随后的状态与被删除的量子态无关。

一个更数学的表述是，对于任意的未知量子态 |ψ〉 = a |0〉 + b |1〉，不存在一
个通用的线性等距变换 U，使得

U |ψ〉 |ψ〉 |A〉 = |ψ〉 |0〉 |A′〉 (1.79)

其中描述量子删除机器的辅助量子比特最终状态 |A′〉独立于被删除的量子态 |ψ〉。
假设







U |0〉 |0〉 |A〉 = |0〉 |0〉 |A0〉
U |1〉 |1〉 |A〉 = |1〉 |0〉 |A1〉
U(|1〉 |0〉 |A〉+ |0〉 |1〉 |A〉) = |Ψ〉

(1.80)

对于一个未知的量子态 |ψ〉，设 |ψ〉 = a |0〉+ b |1〉，

U |ψ〉 |ψ〉 |A〉 = U(a2 |0〉 |0〉 |A〉+ b2 |1〉 |1〉 |A〉+ ab |1〉 |0〉 |A〉+ ab |0〉 |1〉 |A〉)

= a2 |0〉 |0〉 |A0〉+ b2 |1〉 |0〉 |A1〉+ ab |Ψ〉 (1.81)

同时由式(1.79)，有

U |ψ〉 |ψ〉 |A〉 = |ψ〉 |0〉 |A′〉 = a |0〉 |0〉 |A′〉+ b |1〉 |0〉 |A′〉 (1.82)

对于任意的 a, b，式(1.81)与式(1.82)相等，因此有






|Ψ〉 = |0〉 |0〉 |A1〉+ |1〉 |0〉 |A0〉

|A′〉 = a |A0〉+ b |A1〉
(1.83)

另外，因为 |a|2 + |b|2 = 1，由对量子态 |A′〉 的归一化要求可知，|A0〉 和 |A1〉 相
互正交。这也就意味着尽管 |ψ〉 从我们所关心的系统中被删除了，但它的信息却
被转移到删除机器的末态 |A′〉 中。
思考题 1.14 不可克隆加上不可删除是否构成信息的守恒定律？
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如果将量子态看作量子信息的一种载体，量子不可克隆定理和量子不可删除

定理说明，我们不能没有任何代价地凭空增加或彻底消除这种资源。现在我们所

说的“信息”，指的是由态向量描述的量子态，也就是纯态；到目前为止，也许你

会对公理 1.1 感到十分自然——虽然介绍了密度矩阵的概念，但本章的所有推导
仅用态向量就可以完成。不过在第 2 章将进一步加深这一概念：纯态量子态代表
着对系统的完全刻画。

不可克隆定理和不可删除定理与量子引力和黑洞的前沿理论有着有趣的关

系。关于这个话题的最著名的争论之一就是黑洞信息悖论。这一悖论最早是由

Stephen Hawking 和 Kip Thorne 提出的，他们坚信被黑洞吞噬的信息永远不
会被外界所知。即使黑洞蒸发并完全消失，被吞噬的信息也永远不会被揭示出来。

但是 John Preskill 坚信，在正确的量子引力理论中，一定也会找到一种使信息由
蒸发的黑洞释放出来的机制。因此，Preskill 和 Hawking 及 Thorne 打了一个赌:
当一个初始的纯量子态经过引力坍塌形成黑洞时，黑洞蒸发结束时的最终状态将

会是一个纯量子态。

有关这一悖论的辩论也在不断更新。Hawking 在 2004 年承认赌输了（而
Thorne 没有）；近二十余年，为了构造出 Preskill 所坚信的“正确理论”，大
量的量子引力理论被提出。但在今天，黑洞信息悖论仍然是理论物理学中一个悬

而未决的问题。

思考题 1.15 你对黑洞信息悖论有什么看法？

1.5.3 不存在通用的非门

在量子不可克隆定理和不可删除定理之后，人们还发现了一系列与信息的守

恒性质相关的结论。在这里，简单介绍一个简单且广为人知的结论：量子力学中

不存在通用的非门（not-gate）。一个通用的非门 U 要求对于任意的输入量子态

|ϕ〉，有 〈ϕ|U |ϕ〉 = 0。通过前面介绍的投影测量，可以准确地区分 |ψ〉 和 U |ψ〉
两个量子态，因此在区分物理状态的意义上，U 翻转了量子态。

下面证明这样的 U 并不存在。在 d 维希尔伯特空间中，因为 U 是一个幺正

矩阵，对其进行谱分解，设

U = eiθ0 |ψ〉〈ψ|+
d−1∑

n=1

eiθn
∣
∣ψ⊥
n

〉〈
ψ⊥
n

∣
∣ (1.84)

其中，∀n,
〈
ψ
∣
∣ψ⊥
n

〉
= 0。那么

〈ψ|U |ψ〉 = eiθ1 6= 0 (1.85)

这与 U 是通用的非门这一假设矛盾。
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需要特别指出的是，针对计算基矢 |0〉 , |1〉 的非门是存在的。比如 σx 门就是

一个例子，






σx |0〉 = |1〉

σx |1〉 = |0〉
(1.86)

在仅考虑 |0〉 , |1〉 两个量子态的情形下，我们所关心的物理系统实际上是一个经
典比特，σx 也变成了经典信息处理中的非门。
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习题

习题 1.1 (泡利矩阵) 两个矩阵的对易子定义为

[A,B] = AB −BA (1.87)

试证明泡利矩阵之间的对易关系为

[σi, σj ] = 2i
3∑

k=1

ϵijkσk (1.88)

这里将泡利矩阵的下标重新标记为 i, j, k ∈ {1, 2, 3} ≡ {x, y, z}，Kronecker 符号
值为 ϵ123 = ϵ231 = ϵ312 = 1，ϵ321 = ϵ213 = ϵ132 = −1，其他情况下 ϵijk = 0。

习题 1.2 (量子态及可观测量的计算)
（1）写出 |+〉 〈0|−〉 〈+| + |−i〉〈−i| 的矩阵形式。这是一个合法的量子态吗？

如果不是的话，请尝试将其归一化。

（2）用可观测量 H（Hadamard 门）测量（1）中的（归一化）的量子态的期
望是什么？

（3）用可观测量 H（Hadamard 门）测量（1）中的（归一化）的量子态的结
果及相应的输出量子态是什么？

习题 1.3 (布洛赫球表示)
（1）找出下列四个态在布洛赫球面上对应的角度 θ 和 ϕ：|0〉，|+〉 = (|0〉 +

|1〉)/
√
2，|−i〉 = (|0〉 − i |1〉)/

√
2，(|1〉+ |−〉+ |+i〉)/

√
5。

（2）对一个任意的量子比特态（可能是纯态或是混态）ρ，证明它可以被表示为

ρ =
I + n · σ

2
(1.89)

其中，σ =

{

σx =

(

0 1

1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0

0 −1

)}

是泡利矩阵组成的

向量。此外，写出 n 在布洛赫球表示中的含义。

（3）对于任意两个互相垂直的纯态，证明这两个态在布洛赫球上对应点的连
线过球心。

习题 1.4 (量子态的计算) 考虑下面这两个量子态







|ψ〉〈ψ| = 1

22

3∑

i,j=0

rijσi ⊗ σj

|ϕ〉〈ϕ| = 1

22

3∑

i,j=0

r′ijσi ⊗ σj

(1.90)
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其中，r00 = r′00 = 1。定义两个向量 r1 = (r01, r02, · · · , r33) 及 r2 = (r′01, r
′
02, · · · ,

r′33)。尝试找出 cos θ = r1 · r2
|r1||r2|

的最小值。

习题 1.5 (保真度)
（1）假设有一个单量子比特（自旋 1/2）处于未知的纯态 |ψ〉，这个态是从均

匀分布在布洛赫球面上的量子集合中随机选取的。随机猜测状态是 |ϕ〉。试计算
这一猜测平均保真度 F。保真度（fidelity）定义为

F = | 〈ϕ|ψ〉 |2 (1.91)

（2）在（1）小题中随机选择一个单量子比特纯态之后，对自旋沿 ẑ-轴进行测
量。这种测量制备了一个可以由下述密度矩阵描述的量子态：

ρ = P↑ 〈ψ|P↑ |ψ〉+ P↓ 〈ψ|P↓ |ψ〉 (1.92)

其中，P↑,↓ 表示对 ẑ 轴上自旋向上和自旋向下的态的投影。从平均的保真度（On
the average, with what fidelity）

F ≡ 〈ψ| ρ |ψ〉 (1.93)

角度来说，这个矩阵能够多好地表示初始的态 |ψ〉? 与（1）的答案相比，保真度
F 的提升可以粗略衡量我们通过测量操作了解到多少信息。

习题 1.6 (量子不可克隆定理)
（1）假设有两个互相正交的量子态 |ψ〉 和

∣
∣ψ⊥〉，且满足 〈ψ|ψ⊥〉 = 0。构造

一个可以克隆这两个态的 2 量子比特的幺正变换，也就是说，找到满足下式的幺
正算符 U：

U |ψ〉 |0〉 = |ψ〉 |ψ〉 (1.94)

U
∣
∣ψ⊥〉 |0〉 =

∣
∣ψ⊥〉 ∣∣ψ⊥〉 (1.95)

（2）证明无法以 100% 的正确率分辨两个不互相正交的态。
习题 1.7 (由克隆导出超光速通信)
（1）证明

∣
∣Φ+

〉
=

1√
2
(|00〉+ |11〉) = 1√

2
(|++〉+ |−−〉) (1.96)

（2）如果存在通用的量子克隆器，那么甲就有可能通过利用和乙之间共享的
EPR 对 |Φ+〉，来实现以比光速更快的速度向乙发出信号。也就是说，证明存在
一种协议，可以利用量子克隆器实现这种超光速通信。

习题 1.8 (相位随机化的相干态[8]) 在量子光学中，光子数基矢（Fock basis）
{|n〉}∞n=0 被广泛应用，其中 k 表示光子数。相干态的定义如下：
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|α〉 ≡ e−
|α|2
2

∞∑

n=0

αn√
n!

|n〉 (1.97)

其中，α ∈ C。
（1）如果在光子数基矢下测量式 (1.97)中的相干态，那么测量结果（光子数）

的概率分布是什么？

（2）有时候我们会将一个复数 α 写成 |α|eiθ 的形式，其中 θ ∈ [0, 2π)。证明

如果相干态的相位 θ 是随机化的，那么总的态可以写成如下形式：

∫ 2π

0

|α〉〈α| dθ =
∞∑

n=0

P (n) |n〉〈n| (1.98)

其中，P (n) 服从泊松分布，并且平均光子数为 µ = |α|2。
习题 1.9 求 Weyl 算符 X 的本征态。

习题 1.10 (相互无偏基) 对于两组在希尔伯特空间 Hd 上的相互无偏基

{|e1〉 , |e2〉 , · · · , |ed〉} 和 {|f1〉 , |f2〉 , · · · , |fd〉}，它们满足各自的任意基量子态 |ej〉
和 |fk〉 的内积大小的平方等于维数 d 的倒数，即 ∀j, k ∈ {1, 2, · · · , d}，

| 〈ej |fk〉 |2 =
1

d
(1.99)

一组基中的每两个都是相互无偏的，那么它们被称为相互无偏基（mutually unbi-
ased bases，MUB）。
（1）* 找出量子比特 H2 情况下最多可以有的相互无偏基的数量。

（2）** 找出维数 d 为素数幂的情况下最多可以有的相互无偏基的数量
[9]
。

（3）*** 找出任意维数 d 下最多可以有的相互无偏基的数量。事实上 d = 6

时这个问题已经很难解决了。



在本章，将介绍两体量子系统，并从两体系统出发来介绍一般量子态，以及对

它的测量和演化的数学描述。本章中，会经常以两个量子比特构成的系统为例子，

当然这些结果也可以扩展到高维多体系统中。当我们考虑两体量子系统时，会出

现很多有趣的问题。特别是，会发现第 1 章中介绍的希尔伯特空间中的射线不足
以来表示一个量子态，一般的测量也不是投影测量，一般量子演化的描述也会比

幺正矩阵复杂不少。

本章内容是对第 1 章单体系统的拓展，也是量子信息科学的基础。2.1 节可
以视作第 1章介绍的高维量子系统的一个例子，主要介绍了两体量子纯态；2.2节
引入了更为一般的量子态，即混态；2.3 节则介绍了一般量子测量的描述和性质；
2.4 节相应地介绍了一般的量子操作的描述，即量子信道；2.5 节给出一般量子演
化的一些例子。如果读者发现 2.1 节理解起来有困难，应该重新巩固第 1 章的知
识。一般来讲，2.2 节作为量子信息基础应该完全掌握。2.3 节除非作相关领域研
究，一般基本掌握即可。2.4节与 2.5节相对来说难度较高，只需掌握相关的概念，
知道幺正矩阵演化的拓展即可。对于一般的量子演化，掌握 2.5 节中的具体例子
即可。另外，本章在数学上大量用到了张量积和偏迹，不熟悉的读者可以参考第

0 章数学基础部分。

2.1 两体量子纯态

2.1.1 两体量子系统与量子态

在介绍两体量子系统中的量子态之前，先来看一下这个系统本身及其表示。

两体量子系统，顾名思义，可以看作是由两个部分组成的。当然，相应的也有多

体量子系统，由多个部分组成。通常，将这些整体系统中的组成部分称为子系统

（subsystem）。
现在，假设有个系统由两部分组成，分别记为子系统 A 和子系统 B。两个子

系统所对应的希尔伯特空间分别为 HA 和 HB。这样整体系统的希尔伯特空间为

HAB = HA ⊗HB。这里的 ⊗ 是张量积（tensor product）运算，不熟悉的读者可
以阅读 0.3.2 节中的相关定义。需要注意的是，子系统 HA 和 HB 的维度可以不
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相同，同时它们本身也可以视作一个系统，拥有各自的基矢。同样地，对于这两个

子系统的状态，也可以用各自的量子态描述，例如子系统 A 的状态可以由量子态

|ψ〉A 描述，子系统 B 的状态可以由 |ϕ〉B 描述，我们通常会用下标来标记这个量
子态属于哪一个子系统。对于两个相互 “独立” 的态 |ψ〉A , |ϕ〉B，整体的态可以简
单地用二者的直积 |ψ〉 ⊗ |ϕ〉 来表示，大多数时候，会把这个态简写为 |ψ〉 |ϕ〉 或
是 |ψϕ〉。这一点来源于量子力学中关于复合系统的公理，是个很自然的想法。很
可惜的是，从后面的一些例子可以看出：这个公理不能够描述所有两体量子系统。

从这一章开始，将会看到一些真正的 “量子” 性质。
搞清楚两体量子系统后，考虑一个最简单的两体量子态——双量子比特。这

样该量子态对应的希尔伯特空间的维度是 4，因此，这个空间对应有 4 个基矢态。
最简单的一组基矢就是 |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉。我们也把由 |0〉和 |1〉直积得到的态
组成的这组基矢称为计算基矢（computational basis）。对于更高维的系统，也可
以类似地定义计算基矢。

除了计算基矢外，贝尔态基矢是其中被广泛使用的一组基矢，后面会经常用

到。在 Z 基矢下，这 4 个贝尔态可以写成如下形式：







∣
∣Φ+

〉
=

1√
2
(|00〉+ |11〉)

∣
∣Φ−〉 =

1√
2
(|00〉 − |11〉)

∣
∣Ψ+

〉
=

1√
2
(|01〉+ |10〉)

∣
∣Ψ−〉 =

1√
2
(|01〉 − |10〉)

(2.1)

在 X 基矢下则为







∣
∣Φ+

〉
=

1√
2
(|++〉+ |−−〉)

∣
∣Φ−〉 =

1√
2
(|−+〉+ |+−〉)

∣
∣Ψ+

〉
=

1√
2
(|++〉 − |−−〉)

∣
∣Ψ−〉 =

1√
2
(|−+〉 − |+−〉)

(2.2)

在 Y 基矢下则为
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





∣
∣Φ+

〉
=

1√
2
(|+i− i〉+ |−i+ i〉)

∣
∣Φ−〉 =

1√
2
(|+i+ i〉+ |−i− i〉)

∣
∣Ψ+

〉
=

−i√
2
(|+i+ i〉 − |−i− i〉)

∣
∣Ψ−〉 =

i√
2
(|+i− i〉 − |−i+ i〉)

(2.3)

这里 |±〉 = (|0〉 ± |1〉)/
√
2，|±i〉 = (|0〉 ± i |1〉)/

√
2。我们在 |Ψ±〉 加了全局相位

i，这么做仅仅是为了数学形式上的统一，并无特殊物理含义。
很多简单有趣的量子信息现象都与贝尔态有关，例如贝尔不等式（Bell’s in-

equality）、隐形传态（teleportation）、超密编码（superdense coding）等，会在
后面章节一一展开介绍。

2.1.2 施密特分解

从 2.1.1 节的式(2.1)∼ 式(2.3)，我们发现 4 个贝尔态都可以写成如下形式：

|ψ〉AB =
∑

i

√
pi |i〉A |i〉B (2.4)

{|i〉A} 和 {|i〉B} 分别是两个子系统 A,B 的两组正交基矢。这种分解的方式可以

推广到任意两体系统中的纯态，得到施密特分解（Schmidt decomposition）定理。
定理 2.1 (施密特分解) 对任意一个两体系统的纯态 |Ψ〉AB，存在两组正交

基矢 {|ϕi〉A} 和 {|ψi〉B} 使得

|Ψ〉AB =
∑

i

√
pi |ϕi〉A |ψi〉B (2.5)

子系统 A 和 B 具有相同的本征值 pi ⩾ 0 且满足
∑

i

pi = 1，其中非零本征值的数

量被称为 |Ψ〉AB 的施密特数（Schmidt number）。
证明 这里给出在子系统 A 和 B 的维度相同时施密特分解正确性的证明，

更一般的维度不同的情况下的证明留给读者作为练习。取子系统 A 和 B 各自的

一组任意的正交基矢 {|j〉A} 和 {|k〉B}，那么 |Ψ〉AB 就可以写为如下形式：

|Ψ〉AB =
∑

jk

ajk |j〉A |k〉B (2.6)

其中，ajk 可以看作构成了一个矩阵 A。可以对这个矩阵进行奇异值分解，A =

UDV，其中 D 是一个由非负元素组成的归一化的对角矩阵，U 和 V 是两个幺
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正矩阵。因此有

|Ψ〉AB =
∑

ijk

ujidiivik |j〉A |k〉B (2.7)

接下来令 |ϕi〉A =
∑

j

uji |j〉A，|ψi〉B =
∑

k

vik |k〉B，
√
pi = dii，就能得到：

|ψ〉AB =
∑

i

√
pi |ϕi〉A |ψi〉B (2.8)

由 U 的幺正性和 {|j〉A} 的正交性不难得到 {|ϕi〉A} 构成了一组正交基矢，同样
地，{|ψi〉B} 也构成了一组正交基矢。

后面会看到，当施密特数大于 1 时，这个两体系统的态是纠缠的。不难看出，
上文提到的四个贝尔态都是纠缠态。

2.1.3 有趣的 “悖论”

2.1.2节的施密特分解告诉我们，两体系统的纯态可以写成一系列量子态直积
的求和。那么，问一个很简单的问题，是不是可以通过选取合适的基矢，让任意

的两体系统的态 |Ψ〉AB 写成两个子系统中态的直积形式，|Ψ〉AB = |ψ〉A |ϕ〉B？如
果你使用上面介绍的贝尔态尝试一下就可以看出，答案是不能。事实上，由线性

代数可知，所有施密特数大于 1 的两体量子态都不能写成直积形式。让我们看一
下其中一个贝尔态，

∣
∣Φ+

〉

AB
=

1√
2
(|0〉A |0〉B + |1〉A |1〉B) (2.9)

当我们在 A 系统进行 Z 基矢测量时，有 1/2 的概率测量的结果是 |0〉 并且测量
之后的态变为了 |0〉A |0〉B；另外 1/2 的概率，测量结果为 |1〉 且测量之后的态变
为 |1〉A |1〉B。一个朴素的想法是，根据第 1 章量子态的表示方法，A 系统的态可
以表示为

|ψ〉A =
1√
2
(|0〉+ eiα |1〉) (2.10)

这里有个相对相位的自由度 α ∈ [0, 2π)。考虑这个贝尔态在 X 和 Y 基矢下的

表示，






∣
∣Φ+

〉

AB
=

1√
2
(|+〉A |+〉B + |−〉A |−〉B)

∣
∣Φ+

〉

AB
=

1√
2
(|+i〉A |−i〉B + |−i〉A |+i〉B)

(2.11)
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同样通过上述的简单想法来计算，有 β, γ ∈ [0, 2π),

|ψ〉A =
1√
2
(|+〉+ eiβ |−〉) (2.12)

|ψ〉A =
1√
2
(|+i〉+ eiγ |−i〉) (2.13)

很遗憾，式(2.10)、式(2.12)、式(2.13)联立并没有对于相对相位 α, β, γ 的解。事

实上，我们可以很快看到，式(2.10)和式(2.12)联立就可以得出 |ψ〉A = |±i〉，而这
个结论与式(2.13)矛盾。哪里出问题了？
思考题 2.1 这个贝尔态不管用 X,Y, Z 哪组基矢下做测量，得到两个不同

结果的概率都是完全随机的 1:1，这样一个态如果在布洛赫球里面表示，应该在哪
个位置？该位置还是一个希尔伯特空间中的射线吗？

事实上，这个 “悖论” 来源于我们不能将其中的子系统 A 中的量子态当作一

个射线，或者 “纯态”。在第 1 章中讲的态线性叠加是一个非平凡的操作。这里，
简单地把两个会出现的态线性叠加起来，出现了矛盾。为了解决这个矛盾，会在

下面用偏迹来引入密度矩阵。

2.2 一般态

前面提到，对于两个相互独立子系统态 |ψ〉 , |ϕ〉，整体的态可以简单地用二者
的直积 |ψ〉 |ϕ〉 来表示。这一点来源于量子力学中关于复合系统的公理，是个很自
然的想法。但这个公理能够描述所有两体量子系统吗？即是不是所有的两体系统

的态 |Ψ〉AB 都可以像上面那样写成两个态的直积形式？从 2.1.3 节例子中可以看
出，有一些态是不能写成直积形式的。而无论是在理论还是在实验上，物理学家

们都已经发现了存在不能被分解成直积形式的量子态 |Ψ〉AB。那么在给定一个这
样不可分的态 |Ψ〉AB 时，应该如何表示子系统的状态呢？这里，将引入密度矩阵
的偏迹来解决这个问题。

2.2.1 从偏迹到子系统的密度矩阵

先来看一下复合系统的密度矩阵，对于 |Ψ〉AB = |ψ〉A |ϕ〉B，其密度矩阵写为

ρAB = |Ψ〉〈Ψ|AB
= (|ψ〉A |ϕ〉B)(〈ψ|A 〈ϕ|B)

= |ψ〉〈ψ|A ⊗ |ϕ〉〈ϕ|B
= ρA ⊗ ρB (2.14)
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由偏迹和直积的定义可以看出，ρA = trB(ρAB)，ρB = trA(ρAB)。
对于任意一个复合系统的量子态 |Ψ〉AB，都可以把它表示成一个密度矩阵。

那么，一般地，是不是其子系统的密度矩阵都可以从复合系统密度矩阵的偏迹给

出？答案是肯定的。事实上，复合系统的密度矩阵和子系统的密度矩阵就是用偏

迹联系起来的，这是量子力学的公理之一。

公理 2.1 给定一个孤立的复合系统量子态 |Ψ〉AB，其子系统的态由偏迹
给出： 





ρA = trB(|Ψ〉〈Ψ|AB)

ρB = trA(|Ψ〉〈Ψ|AB)
(2.15)

一个量子态最一般的形式可以用密度矩阵来表示。这里用 D(HA) 来表示作

用在希尔伯特空间 HA 上所有密度矩阵的集合。在量子信息中，当我们说量子态

的时候，往往指的是系统的密度矩阵而不是右矢形式。可以尝试计算一下 2.1 节
中提到的贝尔态在子系统 A 的密度矩阵：

ρA = trB(
∣
∣Φ+

〉〈
Φ+
∣
∣
AB

)

=
1

2
trB[(|00〉+ |11〉)(〈00|+ 〈11|)]

=
1

2
(|0〉〈0|+ |1〉〈1|) (2.16)

从结果不难看出，对于一个一般的密度矩阵 ρ，不能写成左右矢的形式，ρ 6= |ϕ〉〈ϕ|。
你可能很好奇为什么用偏迹操作来得到子系统的态。这是因为偏迹操作是唯

一能给出与观测量相符的物理量的线性算符。如果你想对这一点有更深的理解，

可以考虑一下下面的问题。这一点会在 2.3.1节定义好一般测量之后进一步讨论。
思考题 2.2 验证如果乙执行幺正算符或投影测量时没有通知甲测量结果，

甲的局部密度矩阵不会改变。

另外，如果复合系统不是一个孤立系统，复合系统和子系统的量子态之间的

关系由下面的推论给出。

推论 2.1 给定一个复合系统量子态 ρAB，其子系统的态由偏迹给出：






ρA = trB(ρAB)

ρB = trA(ρAB)
(2.17)

证明 把所有和联合系统 AB 有相互作用的系统记为 C，这里如果有必要

把整个世界的系统包含进来，这样 ABC 系统形成了一个孤立系统，可以由一个

希尔伯特空间中的态 |Ψ〉ABC 给出。根据公理 2.1，可以将 BC 看作一个整体求

偏迹来求子系统 A 中的态：

ρA = trBC(|Ψ〉〈Ψ|ABC) (2.18)
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由偏迹操作的定义有

ρA = trBC(|Ψ〉〈Ψ|ABC)

= trB[trC(|Ψ〉〈Ψ|ABC)] (2.19)

继续采用公理 2.1，如果将系统 AB 看作一个整体，有 ρAB = trC(|Ψ〉〈Ψ|ABC)，
所以

ρA = trB[trC(|Ψ〉〈Ψ|ABC)]

= trB(ρAB) (2.20)

同样地，可以得到 ρB = trA(ρAB)。
在方框 2中，列举了由公理 2.1给出的密度矩阵 ρ的性质，相关的证明留做习

题。事实上，满足这三条性质的矩阵一定是一个量子态，即可以由公理 2.1给出，
其证明将在 2.2.3节中给出。

方框 2: 密度矩阵的性质

1. 厄米性：ρ† = ρ。

2. 半正定：ρ ⩾ 0。

3. 归一化：tr(ρ) = 1。

我们注意到，除了不满足 ρ2 = ρ，这里的密度矩阵 ρA 和之前介绍的纯态的

密度矩阵 |ψ〉〈ψ|有一样的性质。你可以很快计算一下这条性质发生了怎样的改变，
然后证明一下：ρ2 = ρ ⇔ tr(ρ2) = 1。根据这个性质，可以定义一个量来区分纯

态与非纯态，即纯度（purity）。
定义 2.1 (纯度) 一个态 ρ 的纯度定义为 tr(ρ2)。
思考题 2.3 证明满足密度矩阵性质方框 2的 ρ 都有 tr(ρ2) ⩽ 1。

从矩阵的秩出发，不难证明，一个态可以写成左右矢的形式，ρ = |ψ〉〈ψ|，当
且仅当它的纯度为 1，即 tr(ρ2) = 1。这个时候，量子态可以用希尔伯特空间的一

条射线来表示，我们说这个态是纯态。因此，纯度可以用来区分纯态与非纯态。

例 2.1 一个复合系统处在量子态 |Ψ〉AB = a |0〉A |0〉B + b |1〉A |1〉B 上，求
子系统的量子态及其纯度。

解 首先写出复合系统量子态的密度矩阵形式，

ρAB = aa∗ |00〉〈00|+ bb∗ |11〉〈11|+ ab∗ |00〉〈11|+ a∗b |11〉〈00| (2.21)

子系统量子态由偏迹给出，






ρA = trB(ρAB) = aa∗ |0〉〈0|+ bb∗ |1〉〈1|

ρB = trA(ρAB) = aa∗ |0〉〈0|+ bb∗ |1〉〈1|
(2.22)
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子系统的纯度为







tr
(
ρ2A
)
= tr [(aa∗ |0〉〈0|+ bb∗ |1〉〈1|)(aa∗ |0〉〈0|+ bb∗ |1〉〈1|)] = |a|4 + |b|4

tr
(
ρ2B
)
= tr [(aa∗ |0〉〈0|+ bb∗ |1〉〈1|)(aa∗ |0〉〈0|+ bb∗ |1〉〈1|)] = |a|4 + |b|4

(2.23)

这里，我们看到 ρA = ρB，实际上，从 2.1.2 节施密特分解定理 2.1不难看
出，对纯态 |ψ〉AB，总是能找到 A 和 B 系统的一组合适基矢，{|ϕi〉A}，{|ψi〉B}，
使得







ρA =
∑

i

pi |ϕi〉〈ϕi|A

ρB =
∑

i

pi |ψi〉〈ψi|B
(2.24)

于是，我们看到，ρA 和 ρB 有相同的非零本征值。需要强调的是，|ϕi〉A 和 |ψi〉B
代表了不同系统的量子态，它们可以代表不同的量子态。

当然，一般情况下，我们没有 ρA = ρB，比如 ρAB = ρA⊗ ρB，这样两个系统

的量子态可以没有任何关系。那么，为什么当 ρAB 是一个纯态时，子系统 A 和

B 的量子态有如此紧密的联系，这之中是不是还有什么更深层次的原因呢？后面

章节中，会从信息的角度来进一步讨论。

2.2.2 纯态的混合

由量子态性质——方框 2，我们知道，密度矩阵是厄米的，所以总是可以被
对角化，即有如下谱分解（spectrum decomposition）定理，其证明见第 0 章矩阵
运算部分，正规矩阵的定义。

定理 2.2 (谱分解定理) 对于任意归一化的正定厄米算符 ρ，总存在一组正交

归一的纯态及其对应的非负实数 {pi, |i〉}，满足 pi ⩾ 0，
∑

i

pi = 1，并且 〈i|j〉 = δij，

使得

ρ =
∑

i

pi |i〉〈i| (2.25)

对于前面提到的量子态纯度的定义 tr(ρ2)，现在从谱分解定理，有

tr
(
ρ2
)
=
∑

i

p2i ⩽
∑

i

pi = 1 (2.26)

显然，如果 ρ = ρ2，那么只有一个 {pi} 等于 1，其他都应该是 0，因此 ρ 是一个

纯态。这样就证明了思考题 2.3。
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我们来看一下谱分解是否唯一。首先，一个正规矩阵的本征值是唯一的，也

就是说，上述分解的 {pi} 是唯一的。如果这些本征值不简并，即均不相同，那么
相应的本征态也是唯一确定的，于是谱分解是唯一的。但是如果本征值是简并的，

即某个本征值对应了两个以上的本征态，也就是对应了一个希尔伯特空间的子空

间，而我们可以采用这个子空间中的任意一组基矢来用作谱分解的 |i〉，这样，谱
分解并不唯一。显然，简并情况下不同的分解之间可以用幺正变换来相互转换。

例 2.2 对于 2.1.3 节中的贝尔态，
∣
∣Φ+

〉

AB
=

1√
2
(|00〉+ |11〉)

=
1√
2
(|++〉+ |−−〉)

=
1√
2
(|+i− i〉+ |−i+ i〉) (2.27)

写出子系统 A 的量子态，讨论其谱分解。

解 子系统 A 的量子态由偏迹给出，

ρA = trB
(∣
∣Φ+

〉〈
Φ+
∣
∣
AB

)

=
1

2
(|0〉〈0|+ |1〉〈1|)

=
1

2
(|+〉〈+|+ |−〉〈−|)

=
1

2
(|+i〉〈+i|+ |−i〉〈−i|)

=
I

2
(2.28)

该式已经给出了 ρA 的三种不同的谱分解，对应贝尔态在三种不同基矢下的表示。

从这里可以看出，由于本征值简并，谱分解并不唯一。事实上，对于任意两个正

交的量子比特态 |ϕ〉 ,
∣
∣ϕ⊥〉 ∈ H2，

〈
ϕ
∣
∣ϕ⊥〉 = 0，可以作为其谱分解，

ρA =
I

2
=

1

2

(
|ϕ〉〈ϕ|+

∣
∣ϕ⊥〉〈ϕ⊥∣∣

)
(2.29)

对于上述例子中的 ρA，我们注意到，tr(ρ2) = 1/2 < 1，其纯度小于 1，所以
并非是一个纯态。我们把所有纯度小于 1的非纯态，tr(ρ2) < 1，称为混态（mixed
state）。从谱分解定理可以看出，如果分解的非零本征值数量为 1，那么这个态是
纯态，如果有超过一个非零本征值，那么这个态是混态。
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实际上，混态并不总是需要像谱分解定理里那样写成一组相互正交的纯态。

例如，ρ =
1

2
(|0〉〈0|+ |+〉〈+|) 也是一个混态。所以，更一般地，一个混态 ρ 的密

度矩阵总可以写成如下形式➀：

ρ =
∑

i

pi |ϕi〉〈ϕi| (2.30)

其中，pi ⩾ 0,
∑

i

pi = 1，不同的纯态 |ϕi〉〈ϕi| 之间没有必然的关系。这里，可以把

{pi} 看成一个概率分布。从数学形式上可以看出，混态可以看作由多个纯态按一
定的概率混合得到，这也是为什么我们将之称为混态。

在实验上，考虑如何制备一个量子态。对于式(2.30)这样的量子态 ρ，可以用

下面三个不同的角度来看该态的制备。

（1）可以直接从公理 2.1出发来制备 ρ。考虑有一个仪器，先制备了下面这个

AB 联合系统的纯态：

|Ψ〉AB =
∑

i

√
pi |ϕi〉A |i〉B (2.31)

这里，{|i〉B} 是一组正交归一基矢。之后单独将 A 系统输出，就会得到 ρA =

trB (|Ψ〉〈Ψ|AB) =
∑

i

pi |ϕi〉〈ϕi|，就是式(2.30)量子态 ρ。

（2）这个仪器在制备 |Ψ〉AB 之后，可以对系统 B 在基矢 {|i〉B} 上进行测量。
不难看出，测量将会以 pi 的概率得到 |i〉B 的结果，同时 A 系统上的态对应的密

度矩阵会相应地变为 |ϕi〉〈ϕi|。如果这个仪器不会向外界透露测量结果，那么该测
量是不会影响输出系统 A的量子态➁的。因此外界用户得到的系统 A的量子态还

是由式(2.30)给出。
（3）更进一步地，既然外界用户无法得知仪器有没有进行测量，也无法区分

有测量操作与无测量操作时输出的量子态，那么，这个仪器可以直接省略制备

|Ψ〉AB 和测量系统 B 的步骤，以 pi 的概率输出一个量子态 |ϕi〉，这样也能制
备出式(2.30)中的量子态 ρ。

对比上述三种情况下制备的量子态，从一个外界用户看来在物理上无法区别。

于是，对于用户来讲，系统 A 的量子态均由式(2.30)给出。反过来，也找到了
式(2.30)的物理含义：各种可能的态 |ϕi〉 都有一定的概率 pi 出现，这也是我们

上面所提到的“概率混合”的物理含义，也是混态名称的由来。更一般地，如果

设备以 pi 的概率输出量子态 ρi，那么这个输出的量子态应该写为

➀ 严格证明这个将混态分解为纯态的关键点在于：密度矩阵空间 D(HA) 是一个凸空间，而且纯态是这个

空间的极点（extreme points）。定理 2.2可以看作这个分解的特例。
➁ 可以想象一下，仪器在做测量的时候，A,B 两个子系统已经类空间隔了。外界用户甚至不知道仪器有没

有对系统 B 进行测量。
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ρ =
∑

i

piρi (2.32)

需要强调的是，上述后两种制备方案中，仪器均不能向外界透露测量结果或

者选择结果 i。如果仪器稍后将 i的信息发给外界用户，用户手里的态就不再是混

态 ρ 了，而变成了 |ϕi〉。这个从信息的角度来看并不意外。量子态本来就是描述
一个系统的状态，即系统的量子信息，也就是一个观察者对一个系统的认识。于

是，量子态也就可以随着观察者获得更多信息而改变。这也是为什么我们说“物

理是信息的”。关于这一点，可以看下面这两个问题。

例 2.3 （1）如果一个系统处在一个纯态上，是否还会因为观察者得到信
息而改变？

（2）既然得到信息能够改变量子态，是否存在“失去”信息而改变量子态的
情况？

解 （1）物理上，一个系统如果处在纯态，它是一个孤立系统，即数学上
来讲，该系统和任何其他系统组成的联合系统的量子态一定是一个简单的直积形

式，|ϕ〉〈ϕ| ⊗ ρE。从信息的角度来看，一个纯态已经包含了该系统的所有信息，观

察者不可能从外界得到另外“有用”的信息。所以，如果一个系统处在一个纯态

上，不会因为观察者得到信息而改变。

（2）第 1 章量子演化中我们知道，所有的量子操作都是幺正的，也就是可逆
的。获得信息也可以看成一种量子操作。那么，既然有“获得信息”而改变量子态

的操作，那么是否存在与之相反的“失去信息”而改变量子态的操作。这个就是

信息擦除实验的基础。对此更深刻的理解，当前学术界的主流是多宇宙解释，有

兴趣的读者可以找相关文献阅读。

思考题 2.4 在第 1 章我们了解了量子不可克隆定理，但是当时的证明仅仅
是对纯态而言的。对于混态来说还有不可克隆定理成立吗？

2.2.3 混态的纯化

从 2.2.2 节我们知道，对于任意一个密度矩阵 ρA，总可以找到它的一个纯态

分解：

ρA =
∑

i

pi |ϕi〉〈ϕi| (2.33)

这里，如果 {|ϕi〉} 组成一个正交归一基矢，那么该分解也称为谱分解，由定
理 2.2给出。应该如何理解这种对于 ρA 的分解？一方面，可以从信息缺失角度来

看。这里的信息缺失，以一种概率混合的“不确定”的形式记录下来，即如果观

测者甲不确定系统 A确切的量子态是什么，只知道这个态是某个集合中一个特定

的量子态 |ϕi〉 的概率为 pi，那么在她看来，系统量子态由式 (2.33) 给出。
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在大多数情况下，我们并没有雄心勃勃地试图了解整个宇宙的物理描述。我

们只是满足于观察自己的小角落。因此，在实践中，我们所做的观测总是局限于

一个大得多的量子系统的一小部分。所以，式(2.33)可以看成一个大系统中的子系
统量子态描述。因此，找到一个这部分系统对应的、虚拟的总系统有助于更直观

地了解整个系统的演化。于是有如下量子态纯化（state purification）定理。
定理 2.3 (量子态纯化定理) 对于系统 A 的任意一个量子态 ρA，可以构造

出 ρA 的一个“纯化”|Ψ〉AB，使得

ρA = trB(|Ψ〉〈Ψ|AB) (2.34)

证明 首先，ρA 是迹为 1 的半正定厄米矩阵。可以找到 ρA 的一个纯态分

解，见式(2.33)，比如谱分解。然后取系统 B 的一组正交归一量子态 {|i〉B}，最
后构造出一个纯化量子态：

|Ψ〉AB =
∑

i

√
pi |ϕi〉A |i〉B (2.35)

这里 pi > 0，
∑

i

pi = 1。

纯化之后得到的态 |Ψ〉AB 是个纯态，所以我们知晓复合系统 AB 的全部信

息。这个点物理上也非常有趣。一定程度我们假设了整个世界是一个孤立系统，处

在一个纯态上，那么，系统 B 是客观上存在的。

当然对于一个混态来说，纯化的构造并不唯一，两种不同的纯化 |Ψ1〉AB 和
|Ψ2〉AB 之间的关系可以由下式给出：

|Ψ1〉AB = (IA ⊗ UB) |Ψ2〉AB (2.36)

这两个态的差异可以由一个单独作用于 HB 的幺正变换给出。证明留作习题 2.5。
这里的物理含义也很清楚，既然得不到系统 B，那么并不能确定 B 上是否做了量

子操作。反过来可以看出来，无论对系统 B 做何种量子操作，系统 A 的量子态

不变。这个和非讯令性（no-signaling）相吻合。
例 2.4 纯化下面这个密度矩阵：

ρ =






4

9

1

100
1

100

5

9




 (2.37)

解 第一步，找到 ρ 的谱分解：

ρ = λ0 |ϕ0〉〈ϕ0|+ λ1 |ϕ1〉〈ϕ1| (2.38)

其中，λ0, λ1 是 ρ 的本征值，|ϕ0〉 , |ϕ1〉 则是对应的本征态。
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第二步，ρ 的纯化可以写成

|ψAB〉 =
√

λ0 |ϕ0〉A |0〉B +
√

λ1 |ϕ1〉A |1〉B (2.39)

这里，简单地取拓展的纯化 B 系统的计算基矢 |0〉B , |1〉B 作为纯化态。具体数值
请自行代入计算。

例 2.5 考虑量子态 |Φ+〉AB =
1√
2
(|0〉A |0〉B + |1〉A |1〉B)，系统 A,B 分别

在甲和乙手中。现在乙对手中的系统 B 进行了 Z 基矢测量。

（1）如果乙测量完之后不告诉甲测量的结果，甲手中的态是什么？
（2）如果乙告诉了甲测量的结果，|0〉 或是 |1〉，甲手中的态是什么？
解 （1）由于甲不知道乙的测量结果，而乙的测量结果有一半概率是 |0〉B，

一半概率是 |1〉B，所以甲手中的态也有一半的概率为 |0〉A，一半概率为 |1〉A，概

率混合后为
1

2
(|0〉〈0|+ |1〉〈1|)。

（2）如果乙告诉甲测量结果为 |0〉B，则原来的态坍缩到 |00〉AB，甲手中的态
为 |0〉B；同理，如果乙告诉甲测量结果为 |1〉B，甲手中的态为 |1〉A。

从例 2.5中可以看出，乙在得到测量结果后就能够知道甲手中的纯态究竟是
哪一个，但在甲看来，如果乙没有告诉她结果，系统 A 的一些信息缺失了，她手

中的态就是一个混态。当乙告诉甲关于测量结果的信息时，这个混态就变成了纯

态：信息是物理的，并且物理也是信息的！

在量子信息中，我们认为所有的混态 ρA 是由对一个更大的、不可分的系统

求偏迹得到的。这里我们可以看到整个系统的不可分性和子系统中信息的缺失之

间的紧密联系。我们将在后面章节从信息论的角度更清晰地阐述这一点。

有了纯化的概念，就可以来比较一下量子态的相干叠加与经典混合之间的区

别。考虑这样一个相干叠加得到的态 |ψ〉 = (|0〉+ |1〉)/
√
2，它对应的密度矩阵是

|ψ〉〈ψ| = 1

2

(

1 1

1 1

)

(2.40)

现在将它与另一个由经典混合得到的密度矩阵

ρ =
1

2
(|0〉〈0|+ |1〉〈1|) = 1

2

(

1 0

0 1

)

(2.41)

进行对比。如果在 Z 基矢上测量它们，这两个态的测量结果都会是以相等的概率

得到 z = 0 和 z = 1。看上去似乎这两个态有相同的产生随机性的能力。但是，如

果在 X 基矢上对这两个态进行测量，那么它们是可以被分辨的。事实上，对于两

个不同的量子态，总可以找到一个合适的测量来区分它们。
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例 2.6 如果现在要在
1√
2
(|0〉 + |1〉) 和 ρ =

1

2
|0〉〈0| + 1

2
|1〉〈1| 中选择一个

态来产生随机数，那么应该选择哪一个态？

解 由于
1√
2
(|0〉+ |1〉)是一个纯态，任意的额外信息都不会改变这个态，然

而窃听者可以通过测量混态 ρ =
1

2
|0〉〈0| + 1

2
|1〉〈1| 的纯化系统来对它进行攻击。

因此，我们更倾向于使用前一个态来产生随机数。对这个问题感兴趣的同学，可

以阅读文献 [10]。
这里，开始提到了“信息”的概念，并且发现它与量子态的纯度有着密切的

关系。关于“信息”，特别是“量子信息”，将在第 4 章进一步解释。

2.2.4 混态的布洛赫球表示和量子层析

现在我们已经熟悉了混态 ρ，让我们重新考虑布洛赫球面上的表示。混态仍

然可以表示在布洛赫球上吗？回忆一下第 1 章的表示，一个量子比特 ρ 可以写成

ρ =
1

2
(σ0 + r · σ)

=
1

2
[tr(ρ)σ0 + tr(σxρ)σx + tr(σyρ)σy + tr(σzρ)σz] (2.42)

因此 r = (x, y, z) 可以被看作 ρ 的坐标。这个表示并没有限定 ρ 必须是一个纯态，

对于纯态，|r|2 = 2 tr(ρ2)− 1 = 1，所以对应的点在布洛赫球面上，而对于一个混

态 ρ2A，

|r|2 = 2 tr
(
ρ2A
)
− 1 = x2 + y2 + z2 < 1 (2.43)

这个可以由混态的纯度小于 1来证明。因此，(x, y, z)所代表的点是在布洛赫“球”
内部而不是在球面上。

通过布洛赫球，也能很直观地表示混态分解，见式 (2.32)。将这个分解代入
式(2.42)中，可以得到：

ρ =
1

2
[tr(ρ)σ0 + tr(σxρ)σx + tr(σyρ)σy + tr(σzρ)σz]

=
1

2

[

tr
(
∑

i

piρi

)

σ0 + tr
(

σx
∑

i

piρi

)

σx+

tr
(

σy
∑

i

piρi

)

σy + tr
(

σz
∑

i

piρi

)

σz

]

=
1

2

[

σ0 +
∑

i

pi tr(σxρi)σx +
∑

i

pi tr(σyρi)σy +
∑

i

pi tr(σzρi)σz

]

(2.44)
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所以 ρ 对应的向量 r 满足：

r =

(
∑

i

pixi,
∑

i

piyi,
∑

i

pizi

)

=
∑

i

piri (2.45)

其中，ri 是 ρi 在布洛赫球上的向量表示，xi, yi, zi 则是对应的坐标，pi 满足 pi >

0,
∑

i

pi = 1。可以看出，这种分解就对应于布洛赫球表示里的分解，如图 2.1所示。

图 2.1 混态分解的布洛赫球表示。为了更加清晰地展示混态与纯态在布洛赫球的位置，图中

取了布洛赫球在 x 轴与 z 轴所在平面上的截面作为一个例子。更一般的分解所涉及的混态与

纯态，并不一定局限在这一平面上，甚至都不一定在同一平面上

对于将混态分解为两个纯态的概率混合，即 ρ = p0 |ψ0〉〈ψ0|+p1 |ψ1〉〈ψ1|的情
况，由于 pi 的性质，这三个态对应的点一定在同一条直线上。当这条直线经过布

洛赫球的球心时，|ϕ〉 ,
∣
∣ϕ⊥〉 互相正交，对应将 ρ 进行谱分解的情况。当这条直线

没有经过球心时，就对应更一般的纯态分解的情况。显然，这种分解不唯一，图

中显示了另外一种分解方法，ρ = p2 |ψ2〉〈ψ2| + p3 |ψ3〉〈ψ3|。事实上，一个混态可
以写成多个纯态的分解，比如，ρ 可以写成 |ψ0〉 , |ψ1〉 , |ψ2〉 , |ψ3〉 的混合。
类似地，之前学到的纯态量子层析方法也适用于混态。只需要测量三个可观

测量 σx, σy, σz 的平均值 tr(σxρ), tr(σyρ), tr(σzρ)，这样就可以代入式(2.42)得到
相应的密度矩阵。

这里，还可以把结果拓展到一个 n比特的系统。首先，引入 n比特泡利算符，

对一个矢量 v ∈ {I, x, y, z}n，有

Pv =
n⊗

i=1

σvi (2.46)

其中，vi 是矢量 v 的第 i 个元素。那么，对 n 比特系统的层析可以由下式给出：

ρ = 2−n
∑

v∈{I,x,y,z}n

tr(ρPv)Pv (2.47)



81

求和式中有 4n 项，所以应该有 4n − 1 的测量值。这种对密度矩阵的表示方法被

称作 Pauli-Liouville 表示，感兴趣的同学可以阅读文献 [11] 和文献 [12]。注意，
对 In 的测量实际上并不需要执行。这种层析的过程可能不是最佳的，因为任何

局部 I 测量都可以省略。总的来说，只需要执行 3n 次测量，但相对于 n 还是指

数多的。

2.2.5 量子态距离的度量

从上述布洛赫球中我们看出，有些量子态比较接近，有些比较远。在量子信

息中，时不时会讨论两个量子态有多接近。两个量子态相似度有许多不同的度量。

下面讨论几种常用的。

为了度量两个密度矩阵之间的距离，先来看看概率论中的距离度量。给定两

个概率分布 {px} 和 {qx}，一种度量距离的方式是迹距离（trace distance）：

D(px, qx) ≡
1

2

∑

x

|px − qx| (2.48)

另一种度量的方式是这两个概率分布间的保真度（fidelity）：

F (px, qx) ≡
∑

x

√
pxqx (2.49)

从谱分解定理不难看出，密度矩阵和概率分布有很强的相通性。于是可以类似地

定义量子态之间的迹距离和保真度。

定义 2.2 (迹距离) 两个量子态 ρ 和 σ 之间的迹距离定义如下：

D(ρ, σ) ≡ 1

2
tr |ρ− σ| (2.50)

定义 2.3 (保真度) 两个量子态 ρ 和 σ 之间的保真度定义如下：

F (ρ, σ) ≡ tr
√

ρ
1
2σρ

1
2 (2.51)

当 ρ = |ϕ〉〈ϕ| 是纯态时，有

F (ρ, σ) =
√

〈ϕ|σ |ϕ〉 (2.52)

定理 2.4 (Uhlmann 定理) 给定两个量子态 ρ 和 σ，

F (ρ, σ) ≡ max
|ψ⟩,|ϕ⟩

| 〈ψ|ϕ〉 | (2.53)

其中最大值在所有 ρ 的纯化 |ψ〉 和 σ 的纯化 |ϕ〉 中取。
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迹距离和保真度之间的关系如下：

1− F (ρ, σ) ⩽ D(ρ, σ) ⩽
√

1− F (ρ, σ)2 (2.54)

不等式的证明留作习题 2.11。
需要注意的是，保真度并不是一个真正的距离度量（metric），因为它不满足

三角不等式。但是 ρ 和 σ 之间的夹角是一个距离度量。

A(ρ, σ) = arccosF (ρ, σ) (2.55)

除了迹距离和保真度之外，还经常使用量子相对熵（quantum relative en-
tropy）来度量两个量子态有多接近。

定义 2.4 (量子相对熵) 定义两个密度矩阵 ρ 和 σ 之间的相对熵为

S(ρ||σ) ≡ tr(ρ logρ− ρ logσ) (2.56)

量子相对熵是相对熵在量子力学中的扩展产物，在数学意义上，它不是严格

意义上的距离度量，因为它不对称，也不服从三角不等式。我们还没有真正涉及

熵的概念，将在后面章节中再回到这个定义。

2.3 一般测量

在第 1 章中，已经学习了投影测量的内容，特别是秩为 1 的投影测量 ——
冯·诺依曼测量。下面介绍量子力学中对于测量过程的最一般描述，从中会发现，

冯·诺依曼测量是一种特殊但常见的情形。

2.3.1 正定算子测量

在前几节中，引入了一个非常重要的概念——混态，并且通过概率混合和纯
化将其与第 1 章的重点——纯态联系了起来。那么对于第 1 章介绍的投影测量来
说，是否也可以类似地进行混合呢？答案是肯定的，只要以不同的概率进行不同

的测量就可以了，那这种概率混合后的测量是不是还是投影测量呢？不妨让我们

考虑下面这个场景：

例 2.7 观测者甲将一个未知的量子比特态 ρ输入一个用来进行量子测量的

设备，这个设备会以 50% 的概率对输入的量子比特进行 Z 基矢测量，另外 50%
的概率则会进行 X 基矢测量，并输出测量结果 {1,−1}，这个设备进行的测量是
投影测量吗？

解 这个设备进行的测量不是投影测量，当输出的测量结果是 1时，甲有可
能进行了 Z 测量，对应测量结果的态为 |0〉，也有可能进行了 X 测量，对应测量
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结果的态为 |+〉，因此测量结果是 1 时对应的测量后的态为 |0〉 与 |+〉 按一定概
率混合得到的混态，具体概率取决于被测量的态 ρ。同理，测量结果是 −1 时对
应的测量后的态为 |1〉 与 |−〉 按一定概率混合得到的混态。一般情况下，对应不
同测量结果的态并不正交，所以这不是一个投影测量。

从这个例子就可以看出，单纯的投影测量是无法描述所有的测量操作的，因

此需要更严格地表述一下第 1 章中的测量公理。
公理 2.2 量子测量由一组测量算子 {Mm}m 描述，作用于待测量系统所处

的希尔伯特空间上，指标 m对应于实验中可能的测量结果。如果测量过程刚开始

时刻量子系统处于状态 ρ，那么结果 m 发生的概率为

Pr(m) = tr
(
MmρM

†
m

)
(2.57)

测量后相应的系统末态为
MmρM

†
m

tr
(

MmρM
†
m

) (2.58)

根据概率公式(2.57)的求和归一性，我们可以得出，测量算子满足完备性条件：
∑

m

M †
mMm = I (2.59)

对于这个公理，我们还有一些话想说。首先，这个公理告诉我们，测量是一个

随机实验。而在使用密度矩阵的描述中，在物理上，实际上涉及两种类型的随机

性，我们有时表示为内禀随机性（intrinsic randomness）和外在随机性（extrinsic
randomness），这两者合在一起称为名义随机性（nominal randomness）。内禀随
机性源于量子力学的不可预测性，而外在随机性也包含了信息不完全导致的不可

预测性。内禀随机性的概念与量子相干性和叠加性有着深刻联系，感兴趣的同学

可以阅读文献 [13]。
其次，我们在表示系统时有点草率。最终系统可以不同于原始系统，特别是

态空间（希尔伯特空间）的维数可能会变化。如果明确地用 ρ ∈ D(HA), Mm :

HA 7→ HA′ 来表示的话，有







MmρM
†
m

tr
(

MmρM
†
m

) ∈ D(H′
A)

∑

m

M †
mMm = IA

(2.60)

这里也反映出来，一般情况下，矩阵 Mm 并不一定是方阵。

思考题 2.5 证明式(2.57)对于任意密度矩阵 ρ 和测量算符都是非负的。
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在很多情况下，系统的最终状态并不重要，只需要关注得到每种结果的概率。

这种情况下可以用正定算子测量（positive operator-valued measure, POVM）来
很好地描述测量。在测量假设中，得到测量结果 m 的概率为 tr

(
MmρM

†
m

)
。利用

求迹算子的循环性质，其概率可以写成 tr
(
M †
mMmρ

)
。由此，可以定义一个新的

算符：

Em =M †
mMm (2.61)

很容易看出 Em ⩾ 0 是一个半正定算子。将集合 {Em}m 称为一个 POVM，并将
Em 称为 POVM 元素（element，注意不要与测量算符混淆）。在上述的定义下，
不难验证，这些 POVM 元素满足性质见方框 3。其中前面两条由式 (2.61) 可以
很快验证，最后一条可由概率归一化得出。

方框 3: 一般测量 POVM 的性质

1. 厄米性：E† = E。

2. 半正定：∀m, Em ⩾ 0。

3. 归一化：
∑

m

Em = I。

例 2.8 写出例 2.7中测量对应的 POVM 元素，并验证其满足 POVM 元素
的性质。

解 由例 2.7中可能的测量结果，不难得出：






E1 =
1

2
(|0〉〈0|+ |+〉〈+|) =







3

4

1

4

1

4

1

4







E−1 =
1

2
(|1〉〈1|+ |−〉〈−|) =







1

4
−1

4

−1

4

3

4







(2.62)

容易验证，E1,E−1 均为正定矩阵，且 E1 +E−1 = I。

思考题 2.2中，只考虑了投影测量，而现在已经有了一般测量算符的定义。考
虑下面的问题，我们可以看到，即使将测量扩展到一般的测量，偏迹操作也能给

出与观测量相符的物理量。

思考题 2.6 假设甲和乙共享了一个可以由密度矩阵 ρAB 来描述的量子系

统。考虑一个甲可能会在她的系统上进行的局部测量，其测量算符为 {Mm}m。那么
总体的测量算符可以写成 {MA

m ⊗ IB}m。证明由全体的密度矩阵预测的测量结果
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概率分布和局部的密度矩阵 ρA 给出的预测结果是一样的，其中，ρA = trB(ρAB)，

tr
[
(MA

m ⊗ IB)ρAB
]
= tr

(
MA
mρA

)
(2.63)

因此，全局量子理论的预测与局部量子理论的预测是一致的。

2.3.2 Naimark 定理

我们先重新表述一下投影测量（projection-valued measure, PVM），通常记
为 {Mm}m，满足：
（1）M †

m =Mm；

（2）MmMm′ = δm,m′Mm；

（3）
∑

m

M †
mMm = I。

相对于一般的测量，投影测量有两个额外的要求，即测量算子是厄米和相互

正交的投影算符。例如，{|0〉〈0| , |1〉〈1|} 是单比特系统两输出的投影值测量，而
{|0〉〈0|+ |1〉〈1| , |2〉〈2|} 是三维系统两输出的投影测量。

不难验证，投影测量是 POVM的特殊情况，即测量算子与 POVM元素相同，
Em =M †

mMm =Mm。我们可以从密度矩阵和它纯化后的纯态之间的关系类似角

度理解 POVM 测量和投影测量之间的区别。一个更有趣的事实是，任何 POVM
都可以看作一个 PVM 在一个更大的系统上的实现，这是由 Naimark➀定理给

出的
[14]
。

定理 2.5 (Naimark 定理) 对任意一个包含 n 个半正定算符 Ea，且满足
n∑

a=1

Ea = I 的 POVM，可以通过将希尔伯特空间扩展到一个更大的空间，并在更

大的空间中进行投影测量来实现。

证明 通常来说，POVM 可以有不是秩为 1 的元素。但在这种情况下可以
先对这些 POVM 元素执行谱分解，并将 POVM 视为一个只具有秩为 1 的元素
的 POVM，然后将结果组合。因此，不失一般性，认为 POVM 元素 Ea 都是秩

为 1 的。
让我们考虑一个希尔伯特空间 H, dimH = N。POVM 可以由秩为 1 的正定

算符，{Ea}a, a = 1, 2, · · · , n, n ⩾ N，来描述。Ea 可以写成

Ea = |ψa〉〈ψa| (2.64)

其中，|ψa〉〈ψa| 一般对于 H 的一组正交基矢 {|i〉} 是次归一化的（迹小于 1）。也

就是说，|ψa〉 =
N∑

i=1

ψai |i〉。那么基于 POVM 元素的归一性，有

➀ 由于苏联期刊翻译中使用的俄语罗马化，有时它也被称为 Neumark 定理。
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n∑

a=1

(Ea)ij =

n∑

a=1

ψ∗
aiψaj = δij (2.65)

现在，把式 (2.65) 中的
n∑

a=1

ψ∗
aiψaj 分解为两个 n 维列向量 ψi 和 ψj 的内积，

其中 ψi = (ψ1i, ψ2i, · · · , ψni)T, ψj = (ψ1j , ψ2j , · · · , ψnj)T。由式 (2.65) 可知，这
N 个向量构成一组标准正交基。可以将这些向量扩展到 n 维空间的标准正交基，

也就是说，可以找到 n 个 n 维列向量 ui，这样 ∀a ∈ [n]，有

n∑

a=1

u∗aiuaj = δij (2.66)

其中，uai = ψai, ∀a ∈ [n], i ∈ [N ]。

很容易验证 (uai) 组成了一个幺正矩阵。因此，它的列构成一组标准正交基。

注意，对于每一列，由前 N 项构成的向量与次归一化向量 |ψa〉一致。这表明，通
过扩大希尔伯特空间，H′ = H⊕H⊥，可以构造 H′ 的一组标准正交基 |u〉：

|u〉 =
∣
∣
∣ψ̃
〉

+
∣
∣
∣ψ̃⊥

〉

(2.67)

其中，
∣
∣
∣ψ̃
〉

,
∣
∣
∣ψ̃⊥

〉

∈ H′ 是由 |ψ〉 和
∣
∣ψ⊥〉 分别在对方空间对应的位置添加 0 得到

的扩大后的希尔伯特空间上的态。因此，POVM 被扩展为 PVM，这个 PVM 是
由秩为 1 的算符 {|ua〉〈ua|}a 给出的。
这个 Naimark定理可以看作量子态纯化在测量中的类比，即总可以把一个一

般的测量“纯化”成一个投影测量。这样，可以重新审视一下例 2.7中仪器所作的
操作，实际上，由于甲完全不知道仪器做了怎样的操作，我们总可以假设仪器内

部还有一个辅助空间 HD，处在量子态 |+〉D 上，这个仪器实际上是先对 |+〉D 进
行了 Z 基矢的测量，根据测量的结果，1的话就对输入的态进行 Z 基矢测量，−1

的话就进行 X 基矢测量。那么对于总体的态 |+〉D ⊗ ρ，所做的测量就是一组投

影测量 {|00〉〈00| , |01〉〈01| , |1+〉〈1+| , |1−〉〈1−|}。
同样地，一般的测量也可以看作缺失了一部分信息的投影测量。如果甲知道

了仪器对 |+〉D 的测量结果，那么她就确定地知道仪器对 ρ 进行了 Z 基矢测量还

是 X 基矢测量，这种情况下，仪器做的测量在甲看来就是投影测量了。

在量子态中，还学习到与纯态的概率混合相对应的混态的纯态分解，例 2.7也
表明，投影测量的概率混合可以是一个非投影测量。那么，是不是也可以类比一

下式(2.32)，得出任何一个非投影测量都可以写成几个投影测量的混合的结论呢？
有趣的是，答案是否定的。有不少非投影测量也不能写成其他测量的混合。有兴

趣的读者可以参考 extremal POVM 相关文献 [15-16]
。
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2.3.3 量子仪器

在很多情形中，不对测量算子的形式进行限制。根据测量公理，它们仅需要

满足线性和完备性的要求。为了同时刻画观测者能够观测的经典结果和量子态演

化后的系统状态，有时会用量子仪器的图像来描述量子测量过程。

在 2.3.2节中，我们已经看到，如果只关注测量的经典结果，一个量子仪器可
以对应于一个 POVM，而这一对应展示了 POVM 与投影测量之间的深刻联系。
现在我们说明，对于一些问题而言，投影测量足以描述最一般的量子测量结果。考

虑一组 POVM{Mm}m 作用于系统 HA 上的量子态 ρ, 这个过程可以由图 2.2 描
述的操作实现：一开始，一个辅助系统 HE 被制备到量子态 |0〉〈0|；随后一个线性
算子 U 作用在两体系统 HA ⊗HE 上，

U(ρ⊗ |0〉〈0|)U † =
∑

m

MmρM
†
m ⊗ |m〉〈m| (2.68)

其中，{|m〉} 构成了系统 HE 的一组正交完备基，U 是一个等距变换（isometry）
算子。可以证明，U 可以扩展为更大空间中的幺正算子（证明留作习题 2.12）。随
后，如果对系统进行投影测量 {Pm}，其中投影算子为 Pm = IA ⊗ |m〉〈m|，那么
测量结果为 m 的概率为

Pr(m) = tr
[
PmU(ρ⊗ |0〉〈0|)U †] = tr

(
MmρM

†
m

)
(2.69)

相应的系统末态演化为

PmU(ρ⊗ |0〉〈0|)U †P †
m

tr[PmU(ρ⊗ |0〉〈0|)U †]
=
MmρM

†
m ⊗ |m〉〈m|

tr
(

MmρM
†
m

) (2.70)

在对辅助系统 E 求偏迹后，我们可以看到，A 上的量子态与测量公理的描述是一

致的。因此，这样一种利用投影测量的描述方法也可以看作对测量过程的一种等

价描述。

在后面讨论量子信道的内容时，我们会说明，量子仪器可以理解为一个量子

信道，而 Naimark 定理可以看作 Stinespring 延拓的一种特殊情况。

图 2.2 通过幺正算子和投影测量实现一个量子仪器。这里投影测量

可以是秩为 1 的，{|m⟩⟨m|}。一般情况下，ρ 和 ρ′ 的维度是不一样的
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2.3.4 联合测量和贝尔态测量

在实际量子信息处理任务中，经常会涉及同时对两个或者多个子系统同时进

行测量的任务。这种同时作用于多个系统的测量被称作联合测量（joint measure-
ment）。其中一种重要的类型是贝尔态测量（Bell state measurement）。完备的
双比特贝尔态测量是一种投影测量，其效果是将量子态投影到贝尔基中的某一个。

可以用 Hadamard操作和 CNOT操作来实现贝尔态测量。当 CNOT门作用于计
算基矢态上时，可以很快得到：







CNOT |0〉 |0〉 = |0〉 |0〉

CNOT |0〉 |1〉 = |0〉 |1〉

CNOT |1〉 |0〉 = |1〉 |1〉

CNOT |1〉 |1〉 = |1〉 |0〉

(2.71)

为了对贝尔态进行投影测量，考虑幺正矩阵

U = (H ⊗ I)CNOT (2.72)

容易验证，当该矩阵作用于贝尔态时，






U(|00〉+ |11〉) = (H ⊗ I) |+0〉 = |00〉

U(|00〉 − |11〉) = (H ⊗ I) |−0〉 = |10〉

U(|01〉+ |10〉) = (H ⊗ I) |+1〉 = |01〉

U(|01〉 − |10〉) = (H ⊗ I) |−1〉 = |11〉

(2.73)

这四种量子态可以用局域 Z 测量进行分辨，也就是计算基矢态。在实验中，如果

要分辨一个贝尔态是贝尔基中的哪一个，可以使用上面这一过程来完成态区分的

任务。贝尔态测量可以用图 2.3所示的量子线路实现。

图 2.3 贝尔态测量的实现

2.4 一般的量子操作

在量子信息的语言中，量子操作、量子信道、量子态演化本质上都是同一件

事——将一个量子态映射到另一个量子态：
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Λ(ρ) = ρ′ (2.74)

一般来说，ρ 和 ρ′ 的维度不一定相同。对于映射 Λ，它应该满足什么样的数学性

质？直观上，它至少需要满足下面 3 个条件：
（1）线性: Λ(ρ1 + ρ2) = Λ(ρ1) + Λ(ρ2)；

（2）保正定性: ∀ρ ⩾ 0, Λ(ρ) ⩾ 0；

（3）保迹: tr(Λ(ρ)) = tr(ρ)。
线性的要求来自量子力学关于量子态演化的基本公理。稍后通过 Stinespring扩展会
更加深入地理解这一性质。由于演化是真实且物理的，只要映射的原象是量子态，映

射的象也应该是量子态——这反映在另外的两个性质上。但有趣的是，保正定性并不

是一个操作是量子演化的充分条件。接下来我们要说明，如果一个映射对应于一个实

际的物理操作，它必须是完全正定（completely positive）的。

2.4.1 量子信道

量子信道是一个可以传输量子和经典信息的通信通道。在日常中，经典信息

可以通过文档的形式在互联网上传输，这便可以看作信道的一个例子。在量子信

息中，量子信道的严格定义由两个算子空间之间的完全正定保迹映射所描述。

为了数学内容的完整性，首先介绍 C∗ 代数（C-star algebra），这是量子信
道理论的代数基础。

定义 2.5 (C∗ 代数) 一个 C∗ 代数 A 是复数域上定义了映射 ∗ 的 Banach
代数。代数映射原象集中的一个元素 x 的象记为 x∗，映射 ∗ 具有下述性质：
（1）∗ 是对合映射（involution），即对于代数 A 中的任一元素 x，都有 x∗∗ =

(x∗)∗ = x；

（2）对于代数 A 中的任意元素 x, y: (x+ y)∗ = x∗ + y∗, (xy)∗ = y∗x∗；

（3）对于任一复数 λ ∈ C 和代数 A 中的任一元素 x: (λx)∗ = λx∗, 其中 λ 表

示 λ 的复共轭；

（4）对于代数 A 中的任一元素 x: ‖x∗x‖ = ‖x‖‖x∗‖, 其中 ‖ · ‖ 是代数 A 上

定义的范数。

在接下来的讨论中，不会进一步讨论抽象的 C∗ 代数。事实上，量子信息理

论中的许多问题可以限定在下面这个具体的 C∗ 代数情境中：在定义欧几里得距

离的 n 维复数线性空间 Cn 上，如果考虑作用于上述所有 n× n 维矩阵所定义的

矩阵空间，并选取矩阵空间上的矩阵范数 ‖ · ‖, 那么全部 n×n维复矩阵将张成一
个 C∗ 代数。在本书中，将简单地把 C∗ 代数看成上述复数域上的矩阵空间。在这

个代数上，首先定义关于映射正定性质的一些基本概念，包括正定映射（positive
map）、k-正定映射（k-positive map）和完全正定映射（completely positive map）。

定义 2.6 (正定映射、k-正定映射、完全正定映射) 考虑两个 C∗ 代数 A,B
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及其之间一个线性映射 Λ : A → B，可以自然地导出另一个映射，idk ⊗ Λ :

Ck×k ⊗A→ Ck×k ⊗B，其中 idk 是空间 Ck×k 上的恒等变换。

• Λ 被称作是正定的，如果 Λ 将 A 中的任一半正定算子映射到 B 中的半

正定算子，∀a ⩾ 0 ⇒ Λ(a) ⩾ 0。

• Λ 被称作是 k-正定的，如果 idk ⊗ Λ 是一个正定映射。

• Λ 被称作是完全正定的，如果对于任意正整数 k，idk ⊗ Λ 都是正定映射。

有了上面关于映射正定性的概念，我们给出量子信道的数学定义：

定义 2.7 (量子信道) 量子信道是两个线性算子空间上的线性完全正定保迹

（completely positive and trace preserving, CPTP）映射。
量子信道又被称为“超算子”（super operator）。“超”代表该映射的作用对

象是算子，而不是在希尔伯特空间上的向量。为什么要考虑定义 2.6中导出的映
射？实际物理实验中，所实际关心的系统可能是一个更大系统的一部分。不失一

般性，总可以考虑所观测系统的纯化系统。按照量子力学公理，在整个系统上的

演化应该满足幺正变换。一般来说，对于作用在 HA ⊗HB 上的幺正算子，如果

仅关注它作用在 HA 的效果，它对 HA 中元素的作用效果不一定是幺正变换。事

实上，A 系统上的演化可以描述为一个量子信道。

对于量子信道 Λ(·)，可以将其表示为算子求和的形式：






Λ(ρ) =
∑

i

FiρF
†
i

∑

i

F
†
i Fi = I

(2.75)

其中，Fi 被称作信道 Λ 的 Kraus 算子（Kraus operator）。
此外，还有一种信道的表示方式——蔡矩阵（Choi matrix）。信道 Λ : Cn×n →

Cm×m 所对应的蔡矩阵由下式给出：

JΛ = (idCn×n ⊗ Λ)

(
∑

i,j

|i〉〈j| ⊗ |i〉〈j|
)

=
∑

i,j

|i〉〈j| ⊗ Λ(|i〉〈j|) (2.76)

这里的蔡矩阵 JΛ ∈ Cn×n ⊗ Cm×m 记录了如何将一个 Cn×n 的矩阵元素映射到

Cm×m。JΛ 的秩被称作信道 Λ 的蔡秩（Choi rank）。我们也会将一个归一化蔡矩
阵称作蔡态（Choi state）：

χΛ =
1

n
JΛ (2.77)

可以看到这个矩阵满足量子态的所有条件。事实上，对于给定的一个信道 Λ，可

以通过下面的线路图（图 2.4）产生蔡态。具体的证明留作习题 2.13。
下面的定理可以帮助我们判断一个映射是否是完全正定的。
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图 2.4 由信道 Λ 产生蔡态，其中 |Φ+
n ⟩ 为 n 维希尔伯特空间上的最大纠缠态

定理 2.6 (蔡文端定理) [17] 考虑一个正定映射 Λ : Cn×n 7→ Cm×m，下面的

几个叙述是相互等价的：

（1）Λ 是 n 正定的；

（2）Λ 是完全正定映射；

（3）由 Λ 通过式(2.76)定义的矩阵 JΛ 是半正定的。

有了蔡矩阵我们可以计算信道作用后的结果 Λ(ρ)。不过，这种作用不能直

接计算，而需要对蔡矩阵和量子态的密度矩阵进行一些预处理（张量指标重排，

tensor index realignment）：






J ′
Λ =

∑

i,j

〈ij| ⊗ Λ(|i〉〈j|)

ρ′ =
∑

i,j

ρij |ij〉
(2.78)

那么我们可以用向量乘法得到作用后的量子态 Λ(ρ)：

J ′
Λρ

′ =
∑

i,j

ρijΛ(|i〉〈j|) = Λ(ρ) (2.79)

如果要更直观地理解这个过程，我们用第 0 章中所提到的张量网络的方法来
表示，如图 2.5所示。这里为了清晰地表示作用的过程，把原像空间记为 A，像

空间记为 B。蔡矩阵可以看作四指标张量，其元素为 (JΛ)
iAiB
jAjB
，张量上标 iA, iB

为行指标，下标 jA, jB 为列指标，满足 iA, jA ∈ [n] 和 iB, jB ∈ [m]。密度矩阵

ρ ∈ Cn×n 是二指标张量，其元素为 (ρ)iAjA。首先将 ρ 向量化，变为一个 n2 × 1 的

列向量，其元素为 (ρ)iAjA。这种向量化的方法对应于按顺序将密度矩阵的每一行

进行转置后从上到下排列为一个列向量。同时，需要将蔡矩阵中的元素重排，变

为 (JΛ)
iBjB
iAjA
，这样蔡矩阵就由原来的 nm× nm 矩阵变为了 m2 × n2 矩阵。将这

个矩阵左乘向量化后的密度矩阵，可以得到 m2 × 1 的新列向量，即

(Λ(ρ))iAjA =
∑

iAjA

(JΛ)
iBjB
iAjA

(ρ)iAjA (2.80)

(Λ(ρ))iAjA 就是 Λ(ρ) 按同样的方法进行向量化后的结果。

思考题 2.7 其实还有另外一种对密度矩阵进行向量化的方式，即直接将每

一列按顺序从上到下排列得到列向量，(ρ)iAjA → (ρ)jAiA。在这种向量化的方法下

试着写出蔡矩阵重排后的元素及它们的张量网络表示。
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量子信道还有多种其他表示方法，比如 Pauli-Liouville 表示、chi 矩阵表示
等。不同的表示方法在不同的量子问题里面具有优势，这里就不一一展开讨论。一

般来讲，上述 Kraus 算子和蔡矩阵是最常用最基本的两种表示方法。在大多数情
况下，不区分量子态的演化和量子态经过量子信道作用这两种表述方法。

图 2.5 蔡矩阵作用的张量网络表示：（a）表示蔡矩阵 JΛ 和密度矩阵 ρ 指标重排的过

程；（b）JΛ 和 ρ 指标重排后的乘积；（c）对应由（b）给出的矩阵指标重排反映了蔡矩阵和信
道作用的关系

2.4.2 主方程

量子信道本质上是一种将开放量子系统动力学演化统一到封闭系统幺正演化

的描述方式。在量子信息之外，比如量子光学和凝聚态领域，开放系统动力学演

化问题得到了长时间的关注和研究。由于任何真正的量子系统都不是绝对封闭的，

因而会与环境产生相互作用，从而导致衰减（decay）和退相干（decoherence）现
象。因此，对于开放量子系统，不仅要关注量子系统本身，还要考虑环境对系统

的影响，因此上述的描述方式就不合适了。为了解决开放量子系统的问题，需要

寻找对于非幺正变换开放系统动力学过程的合适的微分方程描述，现在已经发展

出了很多数学上等价，但在物理操作含义上具有不同特点的描述方式，其中一种

便是使用密度矩阵及其对应的主方程（master equation）。其中，Lindblad 方程
是最常用的主方程之一，用来描述密度矩阵的含时演化，其具体形式如下：
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dρ
dt = − i

h̄
[H, ρ] +

∑

j

[2LjρL
†
j − {L†

jLj , ρ}] (2.81)

其中，{x, y} = xy + yx 表示反对易子；H 是系统哈密顿量，刻画了封闭系统的

动力学演化，代表了系统相干（coherent）演化的部分, 从数学上来说，H 是一个
厄米算子；Lj 是 Lindblad 算子，反映了系统与环境的耦合相互作用。关于这个
问题的更多描述参见文献 [18] 的 8.4.1 节。

2.4.3 Stinespring 延拓

类似于量子态的纯化，可以将量子信道进行纯化。这一过程被称作量子信道

的等距变换延拓（isometric extension），或称为 Stinespring 延拓（Stinespring
dilation）。需要说明的是，Stinespring 延拓不是唯一的信道延拓方式。在不同的
场景中，其他延拓方式可能会更加方便。

定理 2.7 (Stinespring 延拓) 对任意一个量子信道，Λ : D(HA) 7→ D(HB)，

和一个维度为 Λ 的蔡秩的希尔伯特空间 HE , 存在一个等距变换，U : HA 7→
HB ⊗HE，满足 ∀ρA ∈ D(HA)，

trE(UρAU †) = Λ(ρA) (2.82)

等距变换 U 定义为 U †U = IA。

证明 考虑量子信道的 Kraus 表示，Λ(ρ) =
r∑

i=1

KiρK
†
i , 其中 r 是 Λ 的蔡

秩。考虑下面的算子：

Ũ =

r∑

i=1

Ki ⊗ |0〉〈0|R + IA ⊗
r−1∑

j=1

|j〉〈j|R (2.83)

其中，Ki 作用在系统 A 上，这里引入了一个 r 维辅助系统 R。容易验证 Ũ 是等

距变换：

Ũ †Ũ =

(
r∑

i=1

K
†
i ⊗ |0〉〈0|R + IA ⊗

r−1∑

j=1

|j〉〈j|R
)

·

(
r∑

i=1

Ki ⊗ |0〉〈0|R + IA ⊗
r−1∑

j=1

|j〉〈j|R
)

=
r∑

i=1

(K†
iKi)⊗ |0〉〈0|R + IA ⊗

r−1∑

j=1

|j〉〈j|R

= IA ⊗ |0〉〈0|R + IA ⊗
r−1∑

j=1

|j〉〈j|R
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= IA ⊗ IR (2.84)

由此定义出来的映射，U ′(ρ) := Ũ(ρ ⊗ |0〉〈0|)Ũ †，我们有 Λ(ρ) = trR(U ′(ρ))。这

样，便完成了证明。

在这个定理中，等距变换 U 等价于引入辅助系统后，联合作用于 HA 和辅助系

统的一个幺正算子。不难看出，对量子信道的延拓就像对量子态的纯化，总可以通过

引入辅助系统来寻找更大的空间，使得研究对象在这个空间中是 “纯” 的，可以参考
2.3.2 节的 Naimark 定理。

2.5 带有噪声的量子演化

实际实验中，量子态的演化过程与理想过程总会有所偏差。对于实验观测者

而言，他所能观测的量子系统演化不会是封闭系统的幺正演化。实际上，观测者

的观测也会对系统产生影响。在这一节，我们从量子系统信息丢失的角度来解释

演化中的噪声影响。

2.5.1 随机幺正演化导致的演化过程

我们从一个具体的例子开始讨论——量子比特翻转信道（quantum bit-flip
channel）。考虑实验中制备一个量子态 |ψ〉 的过程。由于噪声的影响，最终制
备出来的量子态以一定概率发生了量子比特翻转，即制备结果有 1 − p 的概率得

到预期目标态 |ψ〉，有 p 的概率得到 X |ψ〉，这里 X 是泡利矩阵。这样的量子态

可以由一个混态来描述：

(1− p) |ψ〉〈ψ|+ pX |ψ〉〈ψ|X† (2.85)

一般地，一个量子比特翻转信道可以表示为

ρ 7→ (1− p)ρ+ pXρX† (2.86)

这一具体噪声模型可以推广到更一般的随机幺正演化，即按照一定的概率，一

个量子态 ρ 经历了一个集合中某一个幺正算子的作用，{pk, Uk}。容易验证，作
用后的量子系统对应的密度矩阵为

ρ 7→
∑

k

pkUkρU
†
k (2.87)

这是最常见的量子信道形式。下面我们介绍一些常用的以幺正演化混合出来的量

子信道。
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与刚刚提到的量子比特翻转信道类似，另一个重要的信道模型是量子相位翻

转信道（quantum phase-flip channel）。相位翻转，顾名思义就是将量子态 |+〉
变成 |−〉，而 |−〉 变成 |+〉，也就是泡利 Z 操作。对于该信道的表示，只要将

式(2.86)中的 X 替换成 Z：

ρ 7→ (1− p)ρ+ pZρZ (2.88)

计算基矢态上的相位翻转对应于其共轭基矢态上的比特翻转。

上面介绍的比特翻转和相位翻转属于一类更一般的信道模型——泡利信道

（Pauli channel）。这类信道的作用效果是对量子态按照一定概率分布随机进行
泡利算子旋转。对于 n-qubit 系统，泡利信道可以表示为

ρ 7→
∑

i∈{0,1}2n

piPiρP
†
i (2.89)

更一般地，这里 Pi 是泡利群元素。泡利群是由泡利算符作为生成元生成的群。作

用在 n个量子比特上的泡利群 Gn 由泡利算子 {σ0, σx, σy, σz}的 n次张量积加上

相位因子 ±1,±i 构成：

Gn = {±1,±i} ⊗ {σ0, σx, σy, σz}⊗n (2.90)

从式(2.89)不难看出，泡利群元素的相位因子在这里是不起任何作用的，所以实际
会用到的元素一共就只有 4n 个，这也对应于角标 i 的取值范围 i ∈ {0, 1}2n。更
进一步地，如果将这个式子与 2.2.4 节中提到的量子比特层析术的式子进行比较，
不难看出，二者十分相似。实际上，对于泡利信道，完全可以像量子比特那样，用

层析术来得到对这个信道的具体描述。更一般地，对于一个 d 维的希尔伯特空间，

也可以用推广后的泡利矩阵来定义泡利信道。

思考题 2.8 一般的泡利信道，如果对于所有 i，pi = d−2，即所有泡利操作

等概率出现，那么不管输入什么量子态，输出都是最大混态，I/d，这里 d 是希尔

伯特空间的维度，I 是单位矩阵。

对于二维情形，泡利信道可以表示为

ρ 7→
1∑

i,j=0

pijσ
i
zσ

j
xρσ

j
xσ

i
z (2.91)

对此，我们来考虑一个特殊情况，p00 = 1− p 且所有其他 pij = p/3，这时称为去

极化信道（depolarising channel），表示为

ρ 7→ (1− p)ρ+ p
I

2
(2.92)

在这一信道模型中，我们以一定概率完全丢失初始量子态的全部信息，即按照一

定的概率将初始量子态替换为最大混态。这个信道模型可以很自然地推广到 d 维

的情形。
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2.5.2 信息丢失导致的演化过程

从实验观测的角度，噪声也可以看作测量信息丢失导致的结果。考虑对初始

量子态 ρ，进行了 POVM 测量 {Ek}，其中测量算子为半正定算子并满足完备性
条件

∑

k

Ek = I, 对应于 Kraus 算子为 Ek =M
†
kMk。根据量子测量公理，测量结

果为 k 的概率为

pk = tr
(

MkρM
†
k

)

(2.93)

相应的测量末态为

MkρM
†
k

tr
(

MkρM
†
k

) (2.94)

但如果丢失了测量结果 k 这一信息，那么测量后的系统将变成服从一定概率分布

的系综，也就是混态。相应的密度矩阵将变成

∑

k

pK(k)
MkρM

†
k

pK(k)
=
∑

k

MkρM
†
k (2.95)

可以将这样一个演化结果表示为一个带噪声的信道 N (ρ)：

N (ρ) =
∑

k

MkρM
†
k (2.96)

需要说明的是，虽然将式(2.96)解释为量子测量结果丢失，这一表示方法实际
上代表了一个密度矩阵的一般演化过程，其中 Mk 就是前面所描述的 Kraus 算
子。事实上，任意的带有噪声的演化过程都可以表示为式(2.96)的形式。另外，密
度矩阵 ρ 的演化应该是保迹的，因为演化结果也是密度矩阵，迹为 1：

tr[N (ρ)]

= tr
(
∑

k

MkρM
†
k

)

= 1 (2.97)

对于一个冯·诺依曼测量，如果测量结果丢失了，称为退相干信道（dephasing
channel）。考虑 d 维系统，选取计算基矢为 |0〉 , · · · , |n− 1〉, 退相干信道可以表
示为

ρ 7→
d−1∑

i=0

|i〉〈i| ρ |i〉〈i| (2.98)
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擦除信道（erasure channel）是另一种重要信息丢失模型。它有简单的描述
方式，并将在稍后研究量子信道容量问题时发挥重要作用。在光学实验中，擦除

信道也是一种刻画光子传输损耗的简化模型。一个经典擦除信道以 0 ⩽ 1− ε ⩽ 1

的概率如实传输一个比特，以 ε 的概率将其替换为一个擦除标记 e。信道输出结

果比输入的字母表要多一个字符，即擦除字符 e。将擦除信道进行量子推广是非

常直接的，它可以表示为

ρ 7→ (1− ε)ρ+ ε |e〉〈e| (2.99)

其中，擦除标记 |e〉 不在原先的态空间内，|e〉〈e| ⊥ supp(ρ)。
在量子通信理论分析中，一种具有重要作用的信道理论模型是经典至量子信

道（classical-to-quantum channel），也被称为经典-量子信道（classical-quantum
channel）。经典-量子信道的作用效果是，首先将输入的量子态在某一指定的正交
归一基上进行投影测量，再根据测量结果，制备并输出一个量子密度矩阵。假设

信道的输入是一个密度矩阵 ρ, 它所作用的希尔伯特空间有一正交归一基 {|k〉},
经典-量子信道首先将输入量子态在这一基上进行测量。对于测量结果 k, 相应的
测量末态为

|k〉〈k|ρ |k〉〈k|
〈k|ρ |k〉 (2.100)

经典-量子信道将这一测量末态与一个密度矩阵 σk 关联起来：

|k〉〈k|ρ |k〉〈k|
〈k|ρ |k〉 ⊗ σk (2.101)

随后信道对第一个系统取偏迹运算，只将第二个系统输出。这样，信道的作用效

果可以描述为

N (ρ) =
∑

k

〈k|ρ |k〉σk (2.102)

2.5.3 去极化信道

作为这一章内容的例子，我们从不同角度解释去极化信道。考虑一个二维去

极化信道 Λ, 它以概率 1 − p 如实传输一个量子比特，以 p 的概率发生错误。指

定计算基矢态为 {|0〉 , |1〉}，传输过程中可能发生三种错误：
（1）比特翻转错误: |ψ〉 7→ σx |ψ〉。
（2）相位翻转错误: |ψ〉 7→ σz |ψ〉。
（3）同时发生比特翻转和相位翻转错误: |ψ〉 7→ σy |ψ〉。

对于去极化信道，可以理解为这三种错误以相同的概率发生。
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Stinespring延拓: 考虑信道作用在量子比特空间 A上。它可以通过在一个更

大的空间 HA ⊗HE 上进行幺正变换来实现，其中 E 是环境空间，从而满足

U(|ψ〉A ⊗ |0〉E) =
√

1− p |ψ〉A ⊗ |0〉E +
√

p/3(σx |ψ〉A ⊗ |1〉E +

σy |ψ〉A ⊗ |2〉E + σz |ψ〉A ⊗ |3〉E) (2.103)

环境的演化同时记录了系统 A 中的变化。

Kraus 算子: 通过下面的 Kraus 算子：






M0 =
√
1− pI

M1 =

√
p

3
σx

M2 =

√
p

3
σy

M3 =

√
p

3
σz

(2.104)

（作为习题 2.9，请检查这些算子满足完备性条件）信道 Λ 的作用效果为

Λ(ρ) =
3∑

i=0

MiρM
†
i (2.105)

Choi 算子: 考虑一个在系统 A 和辅助系统 R 上的最大纠缠态 |Φ+〉。其中，
辅助系统 R 保持不变，系统 A 经历了信道 Λ 的作用。对于整个联合系统，它的

演化结果为

I ⊗ Λ(
∣
∣Φ+

〉〈
Φ+
∣
∣) = (1− p)

∣
∣Φ+

〉〈
Φ+
∣
∣+

p

3

(∣
∣Φ−〉〈Φ−∣∣+

∣
∣Ψ+

〉〈
Ψ+
∣
∣+
∣
∣Ψ−〉〈Ψ−∣∣

)

(2.106)
当 p = 3/4 时，末态演化为最大混态 I/4。

布洛赫球: 考虑经历信道作用前的量子比特为

ρ =
I + r · σ

2
(2.107)

在演化后，量子态变为






ρ =
I + r′ · σ

2

r′ =

(

1− 4p

3

)

r

(2.108)

在布洛赫球的几何图像中，这个量子态的布洛赫向量“缩短”了。
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习题

习题 2.1 (偏迹)
（1）假设 Alice和 Bob共享一个量子系统 ρAB。考虑 Alice可能在她的系统上

进行的一个局域测量，其测量算符为 {Mm}m。因此全局测量算符是 {MA
m⊗IB}m。

证明全局密度矩阵所预测的概率与局域密度矩阵 ρA 所预测的概率是相同的。

tr
[
(MA

m ⊗ IB)ρAB
]
= tr

(
MA
mρ

A
)

(2.109)

因而，全局量子理论的预测与局域量子理论的预测是一致的。

（2）证明如果 Bob 在没有通知 Alice 测量结果的情况下对他的系统执行幺正
操作或测量，Alice 的局域密度矩阵不会改变。
习题 2.2 (偏迹与态分解相互对易) 对于两体量子态 ρAB，子系统 A的状态

由求偏迹后的态 ρA = trB(ρAB) 给出。对于联合态的任意分解，ρABi =
∑

i

piρ
AB
i ，

其中 pi > 0 及
∑
pi = 1，尝试将 ρA 分解为具有相同混合概率 {pi} 的态的叠加。

反过来呢？已知 ρA 的态分解，能把 ρAB 分解成以一定概率混合的态吗?
习题 2.3 (密度矩阵的性质) 试证明由公理 2.1给出的密度矩阵 ρ 有如下

性质：

（1）厄米性：ρ† = ρ。

（2）半正定：ρ ⩾ 0。

（3）归一化：tr(ρ) = 1。

习题 2.4 (量子态的纯化)
（1）找出拥有如下形式的谱分解的态 ρ 的一个纯化：

ρ =
∑

i

λi |i〉〈i| (2.110)

并证明所有的纯化都可以通过在参考系上的幺正操作互相联系起来。

（2）找到以下经典-量子态的纯化：

ρ =
∑

x

p(x) |x〉〈x| ⊗ ρx (2.111)

习题 2.5 (不同纯化间的关系) 对于系统 A 的一个量子态 ρA，可以构造

出 ρA 的两个不同的纯化 |Ψ1〉AB 和 |Ψ2〉AB，试证明它们之间的关系可以由下式
给出：

|Ψ1〉AB = (IA ⊗ UB) |Ψ2〉AB (2.112)

即这两个态的差异可以由一个单独作用于 HB 的幺正变换给出。
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习题 2.6 (施密特分解) 令 |ψ〉 ∈ HA ⊗HB 为复合系统 AB 上的一个纯态。

在 A 和 B 的正交基矢上表示 |ψ〉 为

|ψ〉 =
dA,dB∑

i,j=1

cij |ai〉 |bj〉 (2.113)

可以看出 |ψ〉 的施密特分解为

|ψ〉 =
d∑

k=1

λk |αk〉 |βk〉 (2.114)

其中，d ⩽ min{dA, dB} 是施密特数。
（1）从矩阵 CC† 中计算 λk，其中 C = (cij) 是由式(2.113)中的系数组成的

矩阵。

（2）证明如果 λk 互不相同（非简并），两个系统的基矢 |αk〉 和 |βk〉 对任意
的 k 都可以用同一个等距变换联系起来。

习题 2.7 (施密特数的性质) 假设 |ψ〉 ∈ HA⊗HB 是由系统 A 和 B 构成的

复合系统上的一个纯态，

（1）证明 |ψ〉 的施密特数 Sch(ψ) 等于约化密度矩阵 ρA = trB(|ψ〉〈ψ|) 的秩
（注意厄米算子的秩等于其支撑集的维数）。

（2）假设 |ψ〉 = ∑
j

|αj〉 |βj〉 是 |ψ〉 的一个表示，其中 |αj〉 和 |βj〉 分别是系

统 A 和 B 上（未归一化）的态。证明这样一个分解中的项数大于或等于施密特

数 Sch(ψ)。
（3）假设 |ψ〉 = α |ϕ〉+ β |γ〉，试证明

|Sch(ϕ) + Sch(γ)| ⩾ Sch(ψ) ⩾ |Sch(ϕ)− Sch(γ)| (2.115)

习题 2.8 (偏迹) 对于两个量子态 ρ, τ ∈ D(H)，它们之间的归一化迹距离

定义如下：

d(ρ, τ) =
1

2
‖ ρ− τ ‖1 (2.116)

其中，‖ · ‖1 表示 1 范数 —— 矩阵特征值的绝对值之和。
（1）对于两个量子比特态 ρ, τ , 它们可以在布洛赫球上表示为







ρ =
1

2
(I + r · σ)

τ =
1

2
(I + s · σ)

(2.117)

证明它们的归一化迹距离可以由它们对应的布洛赫向量之间的欧几里得距离得

到，即

2d(ρ, τ) =‖ ρ− τ ‖1=‖ r − s ‖2 (2.118)
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（2）在一些量子信息处理任务，如量子态区分中，考虑迹距离的其他等价定
义会让任务处理更加方便。其中一个常用的定义是最大概率差。对于两个量子态

ρ, τ ∈ D(H)，证明下述等式：

d(ρ, τ) = max
0⩽Λ⩽I

tr[Λ(ρ− τ)] (2.119)

Λ 是希尔伯特空间 H 上的半正定算子。在这里，H 的维度是固定的，但不一定
是二维的。

习题 2.9 (去极化信道的 Kraus 算子) 试证明去极化信道的 Kraus 算子






M0 =
√
1− pI

M1 =

√
p

3
σx

M2 =

√
p

3
σy

M3 =

√
p

3
σz

(2.120)

满足归一化条件。

习题 2.10 (*简化的量子边际问题 [19]) 量子边际问题描述如下:给定一组局
域密度矩阵 {ρj}，确定是否存在 n 体态 ρ(n)，使 {ρj} 为 ρ(n) 的约化密度矩阵。

（1）证明对任意给定的 d 维密度矩阵 ρA，总存在一个两体量子态 ρAB，使得

trB(ρAB) = ρA。
（2）考虑一个二量子比特态 ρAB，称 ρABC 是 ρAB 的一种对称扩展，当且仅

当其满足

ρAB = trC(ρABC) = trB(ρABC) = ρAC (2.121)

证明当且仅当

tr
(
ρ2B
)
⩾ tr

(
ρ2AB

)
− 4
√

det(ρAB) (2.122)

其中，ρB = trA(ρAB) 时，ρAB 有对称扩展 ρABC。

提示: 考虑这样的情况，有一个纯态的扩展 |ψABC〉，使用量子比特 A,B 和量子

比特 C 之间的施密特分解; 再证明 det(ρAB) = 0。

习题 2.11 证明 Uhlmann 定理，即给定两个量子态 ρ 和 σ，证明

F (ρ, σ) ≡ max
|ψ⟩,|ϕ⟩

| 〈ψ|ϕ〉 | (2.123)

其中最大值在所有 ρ 的纯化 |ψ〉 和 σ 的纯化 |ϕ〉 中取。
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习题 2.12 考虑一组 POVM 测量 {Mm}m 作用于系统 HA 上的量子态

ρ, 这个过程可以由下面的操作实现：一开始，一个辅助系统 HE 被制备到量子态

|0〉〈0|。随后一个线性算子 U 作用在两体系统 HA ⊗HE 上，

U(ρ⊗ |0〉〈0|)U † =
∑

m

MmρM
†
m ⊗ |m〉〈m| (2.124)

其中，{|m〉} 构成了系统 HE 的一组正交完备基，U 是一个等距变换 (isometry)
算子，具有保持向量内积不变的效果。证明，U 可以扩展为更大空间中的幺正算

子（提示：尝试按照 Naimark 定理的分析方法证明该结论）。
习题 2.13 证明给定一个信道 Λ，可以用图 2.4 所示的量子线路产生对应

的蔡态，其中 |Φ+
n 〉 为 n 维希尔伯特空间上的最大纠缠态。


	lzxx fy
	lzxx 1-h



