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在生产实践和科学技术应用中经常要研究函数,高等数学中所研究的函数反映了客观

现实和运动过程中的量与量之间的关系。但在大量的实际问题中,遇到稍微复杂的运动过

程时,反映运动规律的量与量之间的关系(即函数)往往不能直接写出,但有时可建立含有要

找的函数及其导数的关系式,这就是所谓的微分方程。微分方程是描述客观事物数量关系

的一种重要的数学模型,本章主要介绍有关微分方程的基本概念、基本理论和几种常用微分

方程的解法。

第一节　微分方程概述

下面通过几何学、物理学中的具体例子介绍微分方程的基本概念。

  
一、

 

微分方程的例子

【例6-1】 已知一条曲线上任意一点处的切线的斜率等于该点的横坐标的3倍,且该曲

线通过(2,1)点,求该曲线方程。
 

解 设曲线方程为y=y(x),且曲线上任意一点的坐标为(x,y)。根据题意及导数的

几何意义可得

dy
dx=3x

(6-1)

此外,y(x)还满足下列条件:
当x=2时, y=1 (6-2)

式(6-1)两端对x 积分,得

y=∫3xdx=
3
2x

2+C (6-3)

把条件(6-2)代入式(6-3),得

1=6+C, C=-5
把C=-5代入式(6-3),得曲线方程

y=
3
2x

2-5 (6-4)

【例6-2】 以初速度v0 将质点垂直上抛,不计阻力,求质点的运动规律。
解 如图6-1所示,取坐标系。设运动开始时(t=0)质点位于x0,在时刻t时质点位于



x

x(t)
x0

O

 图 6-1

x。变量x 与t之间的函数关系x=x(t)就是要找的运动规律。
根据导数的物理意义,按题意,未知函数x(t)应满足关系式

d2x
dt2
=-g

 

(6-5)

式中,g 为重力加速度。此外,x(t)还满足下列条件:

当t=0时, x=x0, 
dx
dt=v0 (6-6)

式(6-5)两端对t积分一次,得

dx
dt=-gt+C1 (6-7)

式(6-5)两端再对t积分一次,得

x=-
1
2gt

2+C1t+C2 (6-8)

把条件(6-6)代入式(6-7)和式(6-8),得C1=v0,C2=x0,于是有

x=-
1
2gt

2+v0t+x0 (6-9)

以上以几何学、物理学的实际问题引出关于未知函数的导数、未知函数和自变量之间的

关系式,这类问题在其他学科也会遇到,因此有必要探讨解决这类问题的方法。

  
二、

 

微分方程的基本概念

在以上两个例子中,式(6-1)和式(6-5)都含有未知函数的导数。
 

一般地,表示未知函数、
未知函数的导数及自变量之间关系的方程称为微分方程。若未知函数是一元函数,则微分

方程叫作常微分方程;若未知函数是多元函数,则微分方程叫作偏微分方程。这里必须指

出,在微分方程中,自变量及未知函数可以不出现,但未知函数的导数必须出现。本章只讨

论常微分方程。
微分方程中所出现的未知函数导数的最高阶数称为微分方程的阶。例如,方程(6-1)是

一阶微分方程;方程(6-5)是二阶微分方程。又如,方程

xy‴+x3y″-5y'=sinx
是三阶微分方程;而方程

y(4)-xy=x2

是四阶微分方程。
求函数f(x)的原函数的问题,就是求解一阶微分方程y'=f(x)。这是最简单的一阶

微分方程,方程(6-1)就是这种方程。一般地,一阶微分方程的形式为

y'=f(x,y) 或 F(x,y,y')=0
而二阶微分方程的一般形式为

y″=f(x,y,y') 或 F(x,y,y',y″)=0
由前面的例子可以看到,在研究某些实际问题时,首先要建立微分方程,然后解微分方

程,即求出满足微分方程的函数。如果把某函数及它的导数代入微分方程能使该方程成为

恒等式,这样的函数称为该微分方程的解。就二阶微分方程F(x,y,y',y″)=0而言,如果
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有在某个区间I上的二阶可微函数φ(x),使当x∈I时,有

F[x,φ(x),φ'(x),φ″(x)]≡0
那么y=φ(x)就称为微分方程F(x,y,y',y″)=0在区间I上的解。

例如,式(6-3)和式(6-4)都是微分方程(6-1)的解;式(6-8)和式(6-9)都是微分方程(6-5)
的解。

如果微分方程的解中含有彼此独立的任意常数,且这些任意常数的个数与微分方程的

阶数相同,这样的解称为微分方程的通解。例如,函数(6-3)是方程(6-1)的解,它含有一个任

意常数,而方程(6-1)是一阶的,所以式(6-3)是方程(6-1)的通解;又如函数(6-8)是方程(6-5)
的解,它含有两个任意常数,而方程(6-5)是二阶的,所以式(6-8)是方程(6-5)的通解。

由于通解中含有任意常数,所以它还不能完全确定地反映某一客观事物的规律性。要

完全确定地反映事物的规律性,必须确定这些常数的值。为此,提出问题的同时,还要根据

问题的实际情况提出确定这些常数的条件。例如,例6-1中的条件(6-2)、例6-2中的条

件(6-6)便是这样的条件。
设微分方程中未知函数为y=y(x),如果微分方程是一阶的,那么通常用来确定任意常

数的条件是

当x=x0 时, y=y0

或写成

y x=x0=y0

式中,x0,y0 都是给定的值;如果微分方程是二阶的,那么通常用来确定任意常数的条件是

当x=x0 时, y=y0, y'=y1

或写成

y x=x0=y0, y' x=x0=y1

式中,x0,y0,y1 都是给定的值。上述这种条件称为初始条件。
确定通解中的任意常数后,就得到微分方程的特解。例如,式(6-4)是微分方程(6-1)满

足初始条件(6-2)的特解;式(6-9)是微分方程(6-5)满足初始条件(6-6)的特解。
求一阶微分方程F(x,y,y')=0满足初始条件y x=x0=y0 的特解问题,称为一阶微分

方程的初值问题,记作

F(x,y,y')=0
y x=x0=y0 (6-10)

微分方程的特解的图形是一条曲线,称为微分方程的积分曲线。初值问题(6-10)的几

何意义,就是求微分方程通过点(x0,y0)的积分曲线。二阶微分方程满足初始条件y x=x0=

y0,y' x=x0=y1 的特解的几何意义,就是通过点(x0,y0)且在该点处的切线斜率为y1 的积

分曲线。而微分方程的通解中含有任意常数,其解的图形构成一族积分曲线。
【例6-3】 函数y=Cxln

 

x(C 为任意常数)是否为微分方程
 

x2y″-xy'+y=0

的解? 是否满足条件y x=1=0,y' x=1e
=0? 是通解还是特解?

 

解 由于y'=Cln
 

x+C,y″=
C
x
,因此
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       x2y″-xy'+y=x2C
x-x

(Cln
 

x+C)+Cxln
 

x

=Cx-Cxln
 

x-Cx+Cxln
 

x=0
故y=Cxln

 

x 是所给微分方程的解。

由于y x=1=C×1×ln
  

1=0,y' x=1e
=Cln

1
e+C=0,故y=Cxln

 

x 是满足条件

y x=1=0,y' x=1e
=0的解,但非特解(因含有任意常数)。

因为所给方程是二阶微分方程,而函数y=Cxln
 

x 中只含有一个任意常数,所以它不是

通解。

习题6-1

1.指出下列方程中哪些是微分方程,并指出微分方程的阶数。
(1)

 

y‴-3y'+2y=x            (2)
 

y2+4y-2=0

(3)
 

y'-xy'=a(y2+y') (4)
 d2y
dx2=sinx

2.检验下列函数(C 是任意常数)是否是方程xy'=y1+lny
x  的解,并指出哪一个是

通解。
(1)

 

y=x    (2)
 

y=Cx    (3)
 

y=xeCx    (4)
 

y=Cxex

3.已知一曲线通过点(1,0),且该曲线上任一点M(x,y)处的切线的斜率为x2,求该曲

线方程。

4.一质点由原点(t=0)开始沿直线运动,已知在时刻t的加速度为t2-1,而在t=1时

的速度为1
3
,求位移x 与时间t的函数关系。

第二节　一阶微分方程

微分方程形式多样,解法各不相同,本节介绍几种常见的一阶微分方程及其解法。

  
一、

 

可分离变量的微分方程

在例6-1中,我们讲到一阶微分方程

dy
dx=3x

或写成

dy=3xdx
对上式两端积分,就得到这个方程的通解,即
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y=
3
2x

2+C

但并不是所有的一阶微分方程都能这样求解。例如,对于一阶微分方程

dy
dx=2xy

2 (6-11)

就不能对方程两端直接积分求出通解。这是因为微分方程(6-11)右端含有未知函数y,积分

∫2xy2dx 求不出来。 当y≠0时,可以在微分方程(6-11)的两端同时乘以1
y2dx,使方程

(6-11)变为

1
y2dy=2xdx

这样,变量x 与y 分离在等式的两端。然后对两端积分,得

-
1
y
=x2+C

或

y=-
1

x2+C
(6-12)

式中,C 是任意常数。
可以验证式(6-12)确实是一阶微分方程(6-11)的解。又因式(6-12)含有一个任意常数,

所以它是一阶微分方程(6-11)的通解。
通过这个例子可以看到,在一个一阶微分方程中,若两个变量同时出现在方程的某一

端,就不能直接用积分的方法求解。但如果能把两个变量分离开,使方程的一端只含变量y
及dy,另一端只含变量x 及dx,那么就可以通过两端积分的方法求出它的通解。

另外,y=0也是方程的解,但无论C 怎样取值,y=0也不能由通解(6-12)表示,即直线

y=0虽然是原方程的一条积分曲线,但是它并不属于该方程通解所确定的积分曲线族y=

-
1

x2+C
,因此称这样的解为方程的奇解。也就是说,微分方程的通解未必包含其全部

的解。
一般地,如果一个一阶微分方程能化成

g(y)dy=f(x)dx (6-13)
的形式,那么原方程就称为可分离变量的微分方程。

把一个可分离变量微分方程化为形如式(6-13)的方程,这一步骤称为分离变量。然后

可对式(6-13)的两端积分,有

∫g(y)dy=∫f(x)dx
设g(y)及f(x)的原函数依次为G(y)及F(x),得

G(y)=F(x)+C (6-14)
可以证明,由二元方程(6-14)所确定的隐函数y=y(x)是微分方程(6-13)的解。二元

方程(6-14)就称为微分方程(6-13)的隐式解。又因二元方程(6-14)含有一个任意常数,所以

二元方程(6-14)是微分方程(6-13)的隐式通解。
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【例6-4】 求微分方程

x(y2-1)dx+y(x2-1)dy=0
的通解。

解 分离变量得

xdx
x2-1

=-ydy
y2-1

对两端积分得

1
2lnx2-1 +

1
2lny2-1 =lnC (C 为不等于0的任意常数)

即

(x2-1)(y2-1)=C

【例6-5】 求微分方程
 

excosydx+(1+ex)sinydy=0满足初始条件y x=0=
π
4

的

特解。
解 分离变量得

-
siny
cosy

dy=
exdx
1+ex

对两端积分得

lncosy =ln1+ex +lnC
所求通解为

cosy=C(1+ex)

将初始条件y x=0=
π
4

代入得
 

C=
2
4
,则所求特解为

cosy=
2
4
(1+ex)

  
*二、

 

齐次方程

形如
 

dy
dx=φ

y
x  (6-15)

的一阶微分方程称为齐次微分方程,简称齐次方程。例如,

xy'=yln
y
x

是齐次方程,因它可化为

y'=
y
xln

y
x

齐次方程(6-15)中的变量x 与y 一般是不能分离的。如果引进新的未知函数

u=y
x

(6-16)
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就可把方程(6-15)化为可分离变量的方程。因为由式(6-16)有

y=xu, 
dy
dx=u+x

du
dx

代入方程(6-15),便得

u+x
du
dx=φ

(u)

即

x
du
dx=φ

(u)-u

这是可分离变量的微分方程。分离变量得

du
φ(u)-u

=
dx
x

对两端积分得

∫ du
φ(u)-u=∫dxx

求出积分后再用y
x

代替u,便得所给齐次方程的通解。

【例6-6】 求微分方程(2x2-y2)+3xy
dy
dx=0

的通解。

解 原方程两边同时除以x2 得

2- y
x  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +3y
x
dy
dx=0

这是齐次方程,令y
x=u

,则

y=xu, 
dy
dx=u+x

du
dx

代入方程得

2(1+u2)+3ux
du
dx=0

分离变量得

2
dx
x =-

3udu
1+u2

对两端积分得

4lnx =-3ln1+u2 +lnC

以y
x=u

代入得

x4 1+ y
x  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 3=C

故所求通解为

(x2+y2)3=Cx2

对于齐次方程,可通过变量代换y
x=u

把它化为可分离变量的方程,从而求其解。事
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实上,很多不能直接分离变量的方程,通过适当的变量代换后也可以化为可分离变量的方

程,这是求微分方程非常常用的方法。解这种方程的困难在于选择一个适当的变换。
 

要

根据方程的特点做适当的变形,试探性地设出变换,以达到分离变量的目的。下面列举一

个例子。
【例6-7】 求解微分方程

y'=sin2(x-y+1)

解 令u=x-y+1,则
du
dx=1-

dy
dx
,代入原方程得

1-
du
dx=sin

2u

分离变量得

sec2udu=dx
对两端积分得

tanu=x+C
故所求通解为

tan(x-y+1)=x+C

  
三、

 

一阶线性微分方程

线性微分方程是指方程关于未知函数及其导数是一次的。例如,dy
dx+ycotx=5e

cosx 是

线性微分方程,dy
dx+x

2siny=2x 不是线性微分方程。
 

方程

dy
dx+P

(x)y=Q(x) (6-17)

叫作一阶线性微分方程,其中,P(x),Q(x)为已知函数。
 

如果Q(x)≡0,则方程(6-17)称为齐次的;如果Q(x)不恒等于零,则方程(6-17)称为非

齐次的。
设式(6-17)为非齐次线性微分方程,把Q(x)换成零而写出

dy
dx+P

(x)y=0 (6-18)

方程(6-18)称为对应于方程(6-17)的齐次线性微分方程。方程(6-17)与方程(6-18)的解有

着密切的关系。下面我们先解方程(6-18)。
方程(6-18)是可分离变量的,分离变量得

dy
y
=-P(x)dx

对两端积分得

lny =-∫P(x)dx+C1
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或

y=Ce
-∫P(x)dx

 (C=±e
C1)

这就是对应于非齐次线性微分方程(6-17)的齐次线性方程(6-18)的通解。
现在我们用常数变易法来求非齐次线性微分方程(6-17)的通解。该方法是把方

程(6-18)的通解中的任意常数C 换成x 的待定函数u(x),也就是作变换

y=ue
-∫P(x)dx

 或  u=ye∫
P(x)dx

则

dy
dx=u'e

-∫P(x)dx
-uP(x)e

-∫P(x)dx

代入方程(6-17)得

u'e
-∫P(x)dx

-uP(x)e
-∫P(x)dx

+P(x)ue
-∫P(x)dx

=Q(x)
即

u'e
-∫P(x)dx

=Q(x)⇒u'=Q(x)e∫
P(x)dx

对两端积分得

u=∫Q(x)e∫
P(x)dx

dx+C

从而有

y=e
-∫P(x)dx

∫Q(x)e∫
P(x)dx

dx+C  (6-19)

式(6-19)是一阶非齐次线性微分方程(6-17)的通解。把式(6-19)写成两项之和

y=Ce
-∫P(x)dx

+e
-∫P(x)dx

∫Q(x)e∫
P(x)dx

dx

上式右端第一项是对应的齐次线性方程(6-18)的通解,第二项是非齐次线性方程(6-17)的一

个特解[在通解(6-19)中取C=0便得出这个特解]。由此可知,一阶非齐次线性方程的通解

等于对应的齐次线性方程的通解与非齐次线性方程的一个特解之和。
【例6-8】 求微分方程

 

y'cosx+ysinx=1的通解。
解 方法一:原方程可化为

y'+ytanx=secx
这是一阶非齐次线性方程。先求对应的齐次方程的通解,对应的齐次方程为

y'+ytanx=0
分离变量得

dy
y
=-tanxdx

 

对两端积分得

ln
 

y=ln
 

cosx+ln
 

c1
故

y=c1cosx
  

下面用常数变易法变换常数c1。令y=c(x)cosx 是原方程的解,则

y'=c'(x)cosx-c(x)sinx
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把y,y'
 

代入原方程得

[c'(x)cosx-c(x)sinx]+c(x)cosxtanx=secx
整理得

c'(x)=sec2x
 

于是

c(x)=tanx+C
把c(x)=tanx+C 代入y=c(x)cosx 中,得到该非齐次方程的通解

y=(tanx+C)cosx
方法二:利用通解公式求解。将方程化成标准形式:

y'+ytanx=secx
则P(x)=tanx,Q(x)=secx,故

      y=e
-∫P(x)dx

∫Q(x)e∫
P(x)dx

dx+C  =e-∫tanxdx∫secxe∫
tanxdx
dx+C  

=eln
 

cosx∫secxe-ln
 

cosxdx+C  =cosx∫sec2xdx+C  
=(tanx+C)cosx

【例6-9】 求微分方程dy
dx=

y
y3+x

的通解。

解 观察这个方程,可知它不是未知函数y 的线性微分方程,但如果将x 看作未知量,

y 看作其自变量,而把方程改写成

dx
dy
-
1
y
x=y2

用公式法,P(y)=-
1
y
,Q(y)=y2,故

     x=e
-∫P(y)dy∫Q(y)e∫

P(y)dy
dy+C  =e-∫-

1
ydy∫y2e∫-

1
ydydy+C  

=eln
 

y∫y2e
ln1ydy+C  =y∫ydy+C  

=y
1
2y

2+C  
即所求通解为

x=
1
2y

3+Cy

常数变易法是解非齐次线性微分方程的基本方法,读者应了解它的求解思路。在解线

性方程时,也可直接用一阶线性方程的通解公式(6-19),使运算更简便。但此时应注意一定

要先将线性方程化为标准形式

dy
dx+P

(x)y=Q(x)

即一定要将一阶导数项的系数化为1,确定出P(x),Q(x)后,再用式(6-19)求解。
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