
二元关系思维导图如图3.1所示。

图3.1 二元关系思维导图

二元关系作为集合论中的基本概念,其历史可以追溯到19世纪末乔治·康托尔创立集

合论的时期。乔治·康托尔的集合论不仅为数学提供了一种全新的思维方式,还奠定了后

续逻辑学和计算机科学等领域的基础。恩斯特·施罗德是早期对逻辑学和集合论做出重要

贡献的数学家,尤其在关系理论的形式化方面,他的工作对后来的数学家产生了深远的
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影响。

20世纪初,随着数学家对二元关系及其性质的系统性研究,二元关系逐渐成为数学理

论的一个重要分支。伯特兰·罗素和阿尔弗雷德·诺斯·怀特海德在他们的里程碑式著作

《数学原理》中,对关系和函数进行了深入探讨,为逻辑学和数学的基础理论提供了坚实的

基石。
进入20世纪中叶,随着数理逻辑和计算机科学的迅猛发展,二元关系的概念得到了进

一步的扩展和应用。埃德加·F.科德在20世纪70年代提出的数据库理论中的关系模型便

是基于二元关系的概念,这一理论不仅革新了信息存储和检索的方式,也极大地推动了信息

技术的发展。
本章将深入探讨集合论中的二元关系领域,包括二元关系概述、二元关系的运算和性

质、二元关系的闭包,以及它们的相关应用。通过本章内容的学习,读者可以掌握面向应用

问题求解的二元关系相关的数学理论、工具和方法。
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3.1 二元关系概述

3.1.1 有序对和笛卡儿积

  在许多实际应用中,集合中元素之间的顺序关系至关重要。例如,在坐标系统中,点的

位置是通过有序数对来确定的。
定义3.1.1 有序对用来表示两个元素及其顺序关系,其由两个元素组成,记为<a,b>,a

是第一个元素,b是第二个元素,定义为

<a,b>={{a},{a,b}}
  除非a=b,否则<a,b>和<b,a>为不同的有序对。另外,对于任何a,b,c,d,<a,b>与<c,d>
相等当且仅当a=c且b=d。

定义3.1.2 n元有序对,也称n 元组,是一个将n 个元素按特定顺序组织起来的对象。
对于任意正整数n,当n>2时,n元有序对<a1,a2,…,an>为<<a1,a2>,a3>,…>,an>。此定义

允许人们构造任意长度的有序序列,每个新元素都扩展了前一个有序对。
定义3.1.3 笛卡儿积提供了一种方法来构建来自两个或多个集合的所有可能有序对

的集合。对于集合A 和B,笛卡儿积A×B 是所有可能的有序对<a,b>的集合,其中a∈A,

b∈B,定义为

A×B={<a,b>|a∈A 且b∈B}

  集合A,B,C 的笛卡儿积:

A×B×C={<a,b,c>|a∈A,b∈B 且c∈C}
  n 个集合A1,A2,…,An 的笛卡儿积:

A1×A2×…×An ={<a1,a2,…,an>|a1 ∈A1,a2 ∈A2,…,an ∈An}
式中,ai 为集合Ai 中的元素,且<a1,a2,…,an>是n 元有序对。

设想某人与其朋友计划在周末观看电影。他们面临的第一个决策是选择电影,第二个

决策是选择观影时间。在该场景中,有序对可以被想象为一个特殊的小盒子,其不仅包含电

影票和时间段这两个元素,而且非常注重它们放入的顺序。若第一个放入的是电影票,第二

个是时间段,那么有序对<电影票,时间段>就明确地给出了决策的顺序。进一步地,若手头

有一份电影列表和一份时间段列表,笛卡儿积就相当于将这两个列表结合起来,形成一个包

含所有可能组合的超级大表。该表展示了每部电影与每个时间段的配对,提供了所有可能

的观影选择。
例3.1.1 (1)设A={1,2}和B={a,b},计算A×B。
(2)设A={1,2}和B={},计算A×B。
(3)设A={x,y},计算A×A。
(4)设A={1},B={x,y},C={true,false},计算A×B×C。
解:(1)A×B={<1,a>,<1,b>,<2,a>,<2,b>}。
(2)A×B={}。
(3)A×A={<x,x>,<x,y>,<y,x>,<y,y>}。
(4)A×B×C={<1,x,true>,<1,x,false>,<1,y,true>,<1,y,false>}。

微课视频

播客音频
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Python代码实现示例3.1.1

 from itertools import product

A1 = {1, 2}

B1 = {'a', 'b'}

A2 = {1, 2}

B2 = set() #空集
A3 = {'x', 'y'}

A4 = {1}

B4 = {'x', 'y'}

C4 = {True, False}

cartesian_product_1 = set(product(A1, B1)) #计算集合的笛卡儿积
cartesian_product_2 = set(product(A2, B2))

cartesian_product_3 = set(product(A3, A3))

cartesian_product_4 = set(product(A4, B4, C4))

print(cartesian_product_1)

print(cartesian_product_2)

print(cartesian_product_3)

print(cartesian_product_4)

例3.1.2 设集合A={x,y},求A×P(A)的集合。
解:(1)计算幂集P(A):对于A={x,y},有P(A)={⌀,{x},{y},{x,y}}。
(2)计算A×P(A):A×P(A)={<x,⌀>,<x,{x}>,<x,{y}>,<x,{x,y}>,<y,⌀>,

<y,{x}>,<y,{y}>,<y,{x,y}>}。

Python代码实现示例3.1.2

 from itertools import product, chain

A = {'x', 'y'}

P_A = set()                        #计算幂集 P(A)

for i in range(len(A) + 1):

  for subset in product(A, repeat=i):

    P_A.add(frozenset(subset))

cartesian_product = set(product(A, P_A)) #计算笛卡儿积 A×P(A)

print(cartesian_product)

例3.1.3 高中生在升入大学之前通常要选择自己的专业方向,这是人生的一个重要决

策。各种专业对于社会的发展都有其独特的价值和重要性。考虑两个集合:

C={经济学,工程学,医学},D={公办大学,民办大学}

  解:学生可能选择的学校和专业组合如下:C×D={<经济学,公办大学>,<经济学,民
办大学>,<工程学,公办大学>,<工程学,民办大学>,<医学,公办大学>,<医学,民办大学>}。

笛卡儿积的基本性质如下。
(1)一般情况下,有序对<a,b>不同于<b,a>,则A×B≠B×A。
(2)一般情况下,<<a,b>,c>和<a,<b,c>>是不同类型的有序对,则(A×B)×C≠A×

(B×C)。
(3)并集和交集满足分配律,即A×(B∪C)=(A×B)∪(A×C)和A×(B∩C)=

(A×B)∩(A×C)。
(4)任何集合与空集的笛卡儿积都是空集,即A×⌀=⌀。
(5)若集合A 和B 是有限集,那么A×B 的基数为|A|×|B|。
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(6)若A⊆C 且B⊆D,则A×B⊆C×D。
例3.1.4 证明A×(B∪C)=(A×B)∪(A×C)。
证明:(1)设<a,x>是集合A×(B∪C)中的任意元素。根据笛卡儿积的定义,有a∈A

且x∈B∪C。由于x∈B∪C,根据并集的定义,x∈B 或x∈C。若x∈B,则<a,x>∈A×
B;若x∈C,则<a,x>∈A×C。在任何情况下,<a,x>∈(A×B)∪(A×C),即A×(B∪
C)⊆(A×B)∪(A×C)。

(2)设<a,x>是集合(A×B)∪(A×C)中的任意元素。根据并集的定义,<a,x>∈A×
B 或<a,x>∈A×C。若<a,x>∈A×B,则a∈A 且x∈B;类似地,若<a,x>∈A×C,则a
∈A 且x∈C。在任何情况下,a∈A 且x∈B 或x∈C,即x∈B∪C。因此,<a,x>∈A×
(B∪C),即(A×B)∪(A×C)⊆A×(B∪C)。

综上所述,A×(B∪C)=(A×B)∪(A×C)。
例3.1.5 若A⊆C 且B⊆D,则A×B⊆C×D。
证明:从A×B 中选取任意的元素<a,b>。根据笛卡儿积的定义,a∈A 且b∈B。由

于A⊆C,可得a∈C。同理,由于B⊆D,可得b∈D。因此,a∈C 且b∈D,即<a,b>∈C×
D。由于<a,b>是任意从A×B 中选取的,并且对于所有这样的<a,b>,都证明了<a,b>∈C
×D,因此A×B⊆C×D。
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应 用 示 例

有序对和笛卡儿积在定义二维或三维空间中的点时有实际应用。
(1)在计算机图形学和几何建模中,笛卡儿积可以生成二维空间中的所有点。设

X 和Y 分别表示x 轴和y 轴的坐标范围,通过计算笛卡儿积 X×Y,可以得到坐标平

面中的所有点,用于绘制图形或进行几何运算。设图像的宽度为W 和高度为H,笛卡

儿积{0,1,…,W-1}×{0,1,…,H-1}表示图像中的所有像素点。
(2)在三维空间中,点由有序三元组<x,y,z>表示。通过3个集合的笛卡儿积,可

以生成三维空间中的所有点。设X={1,2},Y={3,4},Z={5,6},笛卡儿积X×Y×Z=
{<1,3,5>,<1,3,6>,<1,4,5>,<1,4,6>,<2,3,5>,<2,3,6>,<2,4,5>,<2,4,6>},其中的有

序三元组表示三维空间中的点。

3.1.2 二元关系的定义

二元关系描述了两个集合元素之间的关系。在不同的领域,二元关系以不同的形式出

现,可以帮助人们理解和表达元素间的各种联系。
定义3.1.4 设有集合A 和B,二元关系R 包含所有来自A 和B 的有序对,记为R⊆

A×B,也称R 为A 到B 上的关系。
(1)地理位置集合中,若位置a 和位置b是相邻的,则有序对<a,b>属于关系R。
(2)人的集合中,若a 是b的父亲,则有序对<a,b>属于父子关系R。
(3)设社交网络用户集合为A={张三,李四,王五},定义关系R 表示“是好友”。若张

三和李四是好友,则有序对<张三,李四>∈R。由于此关系是在A 内部定义的,因此可将

“是好友”的关系表示为R⊆A×A。



第3章 二元关系 59   

(4)设张三和李四是好友,李四和王五也是好友,但张三和王五不是好友,有R={<张
三,李四>,<李四,王五>},此关系R 是有向的。

例3.1.6 设集合A={1,2,3,4}和B={a,b,c},关系R={<1,a>,<2,b>,<3,c>,<4,a>,
<1,b>}是否为从A 到B 上的关系?

解:在关系R 中,每个有序对的形式为<a,b>,其中a∈A 且b∈B。因此,R 是从A 到

B 上的关系。

Python代码实现示例3.1.3

 A1 = {1, 2, 3, 4}

B1 = {'a', 'b', 'c'}

R1 = {(1, 'a'), (2, 'b'), (3, 'c'), (4, 'a'), (1, 'b')}

is_relation_1 = all(a in A1 and b in B1 for a, b in R1) #检查关系是否为从 A 到 B

print(is_relation_1)

例3.1.7 设集合A={m,n,o}和B={1,2,3,4},关系R={<m,1>,<n,2>,<o,3>,<m,

5>}是否为从A 到B 上的关系?
解:在关系R 中,有序对<m,5>的第二个元素5不在集合B 中。因此,R 不是从A 到

B 上的关系。

Python代码实现示例3.1.4

 A2 = {'m', 'n', 'o'}

B2 = {1, 2, 3, 4}

R2 = {('m', 1), ('n', 2), ('o', 3), ('m', 5)}

is_relation_2 = all(a in A2 and b in B2 for a, b in R2) #检查关系是否为从 A 到 B

print(is_relation_2)

定理3.1.1 若集合A 有n 个元素,则A 上的二元关系的总数是2n2。
证明:设集合A 有n 个元素,记为A={a1,a2,…,an}。集合A 上的笛卡儿积A×A

包含所有可能的有序对<ai,aj>,其中ai,aj∈A 且i,j=1,2,…,n。根据笛卡儿积的定义,

A×A 包含n×n=n2 个元素。
任何A 上的二元关系R 都是A×A 的子集,即R⊆A×A。对于A×A 中的每个元

素,要么属于关系R,要么不属于关系R。因此,对于A×A 中的n2 个元素,有2n2种不同的

选择方式。因此,定理3.1.1成立。
定义3.1.5 设n 个集合A1,A2,…,An,n元关系R 是笛卡儿积A1×A2×…×An 的

子集:

R ⊆A1×A2×…×An

式中,<a1,a2,…,an>是n 元有序对,ai∈Ai 且i=1,2,…,n。
例3.1.8 设集合A={a,b},B={1,2},C={X,Y},定义在A×B×C 上的三元关

系R:

R={<a,1,X>,<b,2,Y>}
表示R 包含<a,1,X>和<b,2,Y>两个三元组。
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  Python代码实现示例3.1.5

 A = {'a', 'b'} #定义 3个集合 A, B, C

B = {1, 2}

C = {'X', 'Y'}

R_full = {(a, b, c) for a in A for b in B for c in C} #所有可能的三元关系 R
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应 用 示 例

二元关系为建模社交网络提供了基础,并且在分析用户行为、传播信息、推荐系统

等方面有重要作用。
(1)二元关系可以用于分析好友关系图,检测社交网络中的社区结构,识别紧密联

系的用户群体。
(2)基于用户的关注关系,二元关系可以用于推荐潜在的关注对象或感兴趣的

内容。
(3)二元关系可以用于建立信息传播模型,模拟信息在关注关系图中的传播过程,

预测信息扩散范围。
(4)二元关系可以用于分析阻止关系,监控和管理不当行为,保护用户隐私和

安全。

3.1.3 特殊关系

在二元关系中,空关系、全域关系、恒等关系、小于或等于关系以及整除关系等为一些特

殊类型的关系。
定义3.1.6 空关系指在集合A 和B 上不包含任何有序对的关系。若R 是一个空关

系,则R⊆A×B 且R=⌀。
例如,若A={1,2}和B={a,b},则A×B 上的空关系是⌀。
定义3.1.7 全域关系指包含所有从集合A 和B 的可能有序对的关系。若E 是一个全

域关系,则E=A×B。
例如,若A={1,2}和B={a,b},则A×B 上的全域关系是{<1,a>,<1,b>,<2,a>,<2,b>}。
定义3.1.8 恒等关系指仅包含形如<a,a>的有序对的关系。若IA 是集合A 上的恒等

关系,则IA={<a,a>|a∈A}。
例如,若A={1,2},则A 上的恒等关系是{<1,1>,<2,2>}。
定义3.1.9 小于或等于关系指在任何有序集合R 上,满足任意a,b∈R,<a,b>∈R 当

且仅当a≤b,记为R={<a,b>∈R×R|a≤b}。
例如,实数2和3,由于2≤3,因此有序对<2,3>存在于小于或等于关系中。
定义3.1.10 整除关系指在整数集Z上,满足任意a,b∈Z且b≠0,<a,b>∈R 当且仅

当b整除a,即存在整数k使得a=kb,记为R={<a,b>∈Z×Z|b≠0且a=kb,k∈Z}。
例如,整数4和2,由于4可以被2整除,因此有序对<4,2>存在于整除关系中。
例3.1.9 求下列各集合之间的关系。
(1)集合E={a,b,c}和F={1,2},求E×F 上的全域关系。
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(2)集合G={0,1,2,3,4,5},求G 上的恒等关系。
(3)集合 H={1,2,3,4,5},求 H 上的小于或等于关系。
(4)集合I={2,3,4,6},求I上的整除关系。
解:(1)全域关系是{<a,1>,<a,2>,<b,1>,<b,2>,<c,1>,<c,2>}。
(2)恒等关系是{<0,0>,<1,1>,<2,2>,<3,3>,<4,4>,<5,5>}。
(3)小于或等于关系包括{<1,1>,<1,2>,…,<1,5>,<2,2>,…,<2,5>,…,<5,5>}。
(4)整除关系包括{<2,2>,<2,4>,<2,6>,<3,3>,<3,6>,<4,4>,<6,6>}。

Python代码实现示例3.1.6

 from itertools import product

#定义集合
E = {'a', 'b', 'c'}

F = {1, 2}

G = {0, 1, 2, 3, 4, 5}

H = {1, 2, 3, 4, 5}

I = {2, 3, 4, 6}

universal_relation_EF = set(product(E, F))    #E×F 上的全域关系
identity_relation_G = {(g, g) for g in G} #G 上的恒等关系
leq_relation_H = {(h1, h2) for h1 in H for h2 in H if h1 <= h2} #H上的小于或等于关系
div_relation_I = {(i1, i2) for i1 in I for i2 in I if i2 % i1 == 0} #I 上的整除关系
print(universal_relation_EF)

print(identity_relation_G)

print(leq_relation_H)

print(div_relation_I)

例3.1.10 设正在设计一个数据库,其中包含两个字段:学生姓名和他们选择的课程。
若数据库中有3名学生和2门课程,列出全域关系。

解:设学生为{张三,李四,王五},课程为{离散数学,人工智能},全域关系为{<张三,离
散数学>,<张三,人工智能>,<李四,离散数学>,<李四,人工智能>,<王五,离散数学>,<王五,
人工智能>}。

例3.1.11 在一个社交网络中,每个用户都有一个唯一的用户ID。给出社交网络上用

户ID之间的恒等关系示例,并解释其应用意义。
解:设 用 户ID 集 合 为 {001,002,003},恒 等 关 系 是 {<001,001>,<002,002>,

<003,003>}。这种关系用于表示用户自己与自己的关系,如自己的个人资料页面。
例3.1.12 一家公司的员工按资历等级排列,资历等级用1到5表示。若只考虑资历

等级,列出员工之间的小于或等于关系,并解释其在晋升政策上的意义。
解:小于或等于关系包括所有形如<x,y>的组合,其中x 和y 是从1到5的数字,且x

≤y。该关系表明一个低等级的员工可以晋升到高等级,但不可逆转。
例3.1.13 一家制造公司拥有一条生产线,其生产周期是特定数量的天数。设一组生

产周期的天数{2,3,4,6,8,12},并假定公司计划在某个12天的生产窗口内安排生产任务。
列出所有与12天生产窗口相容的生产周期。

解:整除关系中包含的有序对为{<2,12>,<3,12>,<4,12>,<6,12>,<12,12>}。这表示生产

周期为2天、3天、4天、6天和12天的任务可以在12天的生产窗口内完整地安排,不会出

现未完成的生产周期。
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应 用 示 例

在计算机人工智能领域中,特殊关系如空关系、全域关系、恒等关系以及小于或等

于关系等,有助于对各种算法和系统进行建模、推理和优化。
(1)空关系可以表示未发现的模式或无效的数据点。
(2)全域关系表示所有特征和标签之间的完全关联,这是特征选择和降维的重要

前提。
(3)数据一致性是模型训练的基础。恒等关系可以用于检查数据集中的重复记录

和数据完整性。
(4)在决策树算法中,小于或等于关系用于节点的分裂条件。通过比较特征值与

分裂阈值,以决定数据点的分支方向。

3.1.4 关系表示

出于理解、分析和应用二元关系的需求,可以使用多种不同方式对二元关系进行表示,
每种表示方法有其独特的优点和适用场景。关系表示方法主要有集合表示法、矩阵表示法

和图表示法。前面已经给出多个集合表示法示例,本节重点介绍矩阵表示法和图表示法。
定义3.1.11 设集合A={a1,a2,…,am}和B={b1,b2,…,bn},且二元关系R⊆A×

B。该关系可以通过一个m×n 的矩阵M 来表示,其中矩阵行对应集合A 的元素,矩阵列

对应集合B 的元素。矩阵M 的第i行和第j列的元素Mij定义如下。
(1)若<ai,bj>∈R,则Mij=1。
(2)若<ai,bj>∉R,则Mij=0。
例3.1.14 设集合A={1,2,3,4,5},用矩阵法表示二元关系R={<1,2>,<2,3>,<3,

4>,<4,5>}。
解:

MR =

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

  Python代码实现示例3.1.7

 A = [1, 2, 3, 4, 5]           #集合 A 和二元关系 R

R = [(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5)]
n = len(A) #获取集合 A 的基数
M_R = [0]* n for _ in range(n) #初始化关系矩阵 MR 为 n×n 的零矩阵
for i in range(n): #遍历每个元素
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   for j in range(n):

    if (A[i], A[j]) in R:   #检查元素(A[i], A[j])是否在关系 R 中
      M_R[i][j]= 1 #若在关系 R 中,则将对应的矩阵元素设置为 1

for row in M_R: #输出矩阵 MR

  print(row)

例3.1.15 一个项目有4项任务C={T1,T2,T3,T4}和4名员工D={E1,E2,E3,

E4}。E1 负责T1 和T2,E2 负责T2 和T3,E3 和E4 负责T4。使用矩阵表示员工和任务

之间的分配关系。
解:

MR =

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

式中,Mij=1表示员工Ei 负责任务Tj。

Python代码实现示例3.1.8

 C = ['T1', 'T2', 'T3', 'T4']     #任务集合 C

D = ['E1', 'E2', 'E3', 'E4'] #员工集合 D

task_allocation = {   #任务分配情况
  'E1': ['T1', 'T2'],
  'E2': ['T2', 'T3'],
  'E3': ['T4'],
  'E4': ['T4']}
allocation_matrix = [[0]* len(C) for _ in range(len(D))]

#初始化分配矩阵为全 0矩阵
for i, employee in enumerate(D):

  for j, task in enumerate(C):

    if task in task_allocation[employee]:
      allocation_matrix[i][j]= 1

for row in allocation_matrix:

  print(row)

矩阵表示法在处理二元关系时具有显著的优势,尤其是在数据密集型和计算密集型的

应用之中。
(1)矩阵通过其行列结构,提供了一种直观的方式来表示二元关系。集合A 的每个元

素对应矩阵的一行,集合B 的每个元素对应矩阵的一列,而矩阵中的每个元素表示关系中

对应行和列元素之间的关系。
(2)矩阵代数为二元关系提供了丰富的操作,如矩阵加法、乘法和转置等。这些操作可

以方便地应用于关系的并、交、补、差等运算。
(3)在计算机科学中,利用矩阵表示二元关系可以加速算法的执行,如在图算法、网络

分析和数据库查询优化中。矩阵运算的优化和并行化是现代计算技术中的重要研究方向。
(4)矩阵表示法在数学的多个分支,特别是线性代数中,有着坚实的理论基础。这些理

论为分析和处理二元关系提供了强大的工具,如特征值分析、奇异值分解等。
(5)矩阵表示法不仅适用于二元关系,还可以扩展到更复杂的情况,如多元关系、加权
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关系等。加权关系可以通过在矩阵中使用实数值来表示元素之间的关系强度,这在社交网

络分析、推荐系统等领域中具有应用价值。
定义3.1.12 设集合A={a1,a2,…,am}和B={b1,b2,…,bn},且存在R⊆A×B。该

关系可以通过图G=<V,E>来表示,其中V 是图的顶点集合,E 是图的边集合。
(1)图G 的顶点集V 是集合A 和B 的并集,即V=A∪B,每个元素在图中只出现

一次。
(2)图G 的边集E 由所有满足关系R 的有序对<a,b>表示。对于每个有序对

<a,b>∈R,图中存在一个从顶点a 指向顶点b的边,这些边可以是有向的或无向的。
二元关系表示为图的步骤如下。
(1)创建顶点:对于集合A 和B 中的每个元素,图中有相应的顶点。若二元关系定义

在同一集合上,R⊆A×A,则集合A 中每个元素对应一个顶点。
(2)绘制边:对于关系R⊆A×B 中的每个有序对<a,b>,在顶点a 和b之间绘制一条

边。若<a,b>∈R 且<b,a>∈R,则边是无向的,表示a 和b 之间的相互关系;若<a,b>∈R
且<b,a>∉R,则边是有向的,表示从a 到b的单向关系。

例3.1.16 设A={1,2,3,4},R={<1,2>,<2,2>,<2,3>,<1,4>},用图表示R。
解:如图3.2所示,其包含4个顶点,分别标记为1,2,3,4。从顶点1到顶点4和顶点2

分别有一条有向边,顶点2有自环,以及从顶点2到顶点3有一条有向边。

Python代码实现示例3.1.9

 import networkx as nx

import matplotlib.pyplot as plt

A = {1, 2, 3, 4}       #集合 A 和关系 R

R = {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (1, 4)}

G = nx.DiGraph() #创建有向图
G.add_edges_from(R) #添加关系边
pos = nx.spring_layout(G) #绘制图形
nx.draw_networkx(G, pos, with_labels=True, arrows=True)

plt.show()

例3.1.17 设A={1,2,3,4,5},R={<1,2>,<1,3>,<1,4>,<1,5>,<2,3>,<2,4>,<2,
5>,<3,4>,<3,5>},用图表示R。

解:如图3.3所示,其包含5个顶点,分别标记为1,2,3,4,5。顶点1到顶点2,3,4,5
分别有一条有向边,顶点2到顶点3,4,5分别有一条有向边,顶点3到顶点4和5分别有一

条有向边。

Python代码实现示例3.1.10

 import networkx as nx

import matplotlib.pyplot as plt

A = {1, 2, 3, 4, 5}

R = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5)}

G = nx.DiGraph()

G.add_edges_from(R)

pos = nx.spring_layout(G)

nx.draw_networkx(G, pos, with_labels=True, arrows=True)

plt.show()
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图3.2 例3.1.16的关系

    
图3.3 例3.1.17的关系

例3.1.18 设观众集合A={张三,李四,王五},电影集合B={流浪地球,我和我的祖

国,长津湖},评分集合C={1,2,3,4,5},R={<张三,流浪地球,4>,<张三,我和我的祖国,

5>,<李四,长津湖,4>,<王五,流浪地球,5>,<王五,长津湖,4>},用图表示观众和电影评分关

系R。
解:如图3.4所示,其用来表示观众对电影的评分情况,每个观众对不同电影的评分通

过边的连接和边上的数值展示出来。通过图3.4,人们可以直观地看出每个观众对哪些电影

进行了评分,以及具体的评分数值。这有助于分析观众的喜好、电影的受欢迎程度等。

图3.4 例3.1.18的关系

图是一种对二元关系进行可视化和分析的强大工具,具有多种优势和广泛应用。
(1)图表示法提供了一种直观的方式来理解二元关系。节点代表实体,如人、物体或概

念;而边则展示了这些实体之间的相互作用或联系。这不仅可以帮助人们快速把握数据的

总体结构,还能揭示大型数据集中不易察觉的模式和趋势。
(2)图表示法在社交网络分析、推荐系统、生物信息学、交通网络规划、通信网络架构等

多个领域有应用。在这些领域中,图不仅用于展示数据,还用于模拟和预测实体之间的复杂
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交互。
(3)随着图形数据模型在数据库系统中的日益普及,使用图来表示二元关系变得更加

方便和高效。许多现代数据库系统,如图形数据库,提供了对图结构的原生支持,包括高效

的图查询语言和算法。
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应 用 示 例

计算机网络的结构可以用矩阵和图表示,这种表示方法在网络设计和流量分析中

非常有用。
(1)矩阵表示有助于网络优化问题的求解。使用矩阵表示二元关系,可以方便地

实现图算法。通过矩阵运算,人们可以优化网络结构和性能。其在网络路由、负载均衡

和故障检测中有实际应用。
(2)图表示可以直观地展示网络中各节点之间的路径和连接性。通过图,人们可

以轻松识别网络中的关键节点和瓶颈,直观地分析数据流在网络中的路径,识别可能的

拥塞点,设计更高效的路由算法。其也可以描述网络的拓扑结构,包括星形、环形、树形

和网状等不同类型的网络结构。这有助于理解网络的物理和逻辑布局,优化网络性能。

3.1.5 小结

本节讨论了有序对和笛卡儿积,二元关系的定义,空关系、全域关系、恒等关系等特殊关

系,以及矩阵和图的关系表示等内容。有序对是表示两个元素之间顺序关系的基本单位;笛
卡儿积是两个集合所有有序对的集合,是构建二元关系的基础。二元关系定义了两个集合

之间的关系,可以用来描述元素之间的各种关联。特殊关系如空关系、全域关系和恒等关系

提供了对关系的不同视角。矩阵表示法使用0和1的矩阵来表示关系,可以方便地进行关

系的运算和分析;图表示法通过节点和边的结构直观地展示关系,广泛应用于计算机科学、
网络分析等领域。

习题

1.有序对<a,b>与<b,a>的关系是(  )。

A.相等  B.不相等  C.取决于a 和b  D.无法确定

2.集合A={1,2}上的空关系是(  )。

A.{<1,1>,<2,2>}  B.{<1,2>,<2,1>}

C.{}  D.A×A
3.集合A={a,b}上的恒等关系是(  )。

A.{<a,a>,<b,b>}  B.{<a,b>,<b,a>}  
C.{}  D.A×A

4.设集合A={1,2}和关系矩阵
1 0
0 1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,对应的关系是(  )。

A.{<1,1>,<2,2>}

B.{<1,2>,<2,1>}
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C.{<1,1>,<1,2>,<2,1>,<2,2>}

D.{}

5.计算集合E={1,2,3}和F={x,y}的笛卡儿积的元素个数,并列出其所有元素。

6.计算集合E={a,b,c}上的全域关系的元素个数,并列出所有的关系对。

7.给定关系 H={<a,a>,<a,b>,<b,c>},构造其对应的关系矩阵。

8.设集合A={1,2,3}和关系矩阵

1 0 1
0 1 0
1 0 1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,列出对应的关系对。
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向人工智能大模型探索提问

1.问理论知识:笛卡儿积在数学中有哪些应用场景?

2.问实践应用:在特征工程中,如何利用笛卡儿积生成组合特征? 这种方法如何

影响模型的表现?

3.问工程项目:在分布式系统中,如何利用二元关系优化任务调度和资源管理?

4.问学术科研:二元关系在网络科学中的最新研究方向是什么? 有哪些重要的应

用前景?

5.问习题解答:习题6和7的正确求解过程是什么?

6.问代码解释:Python代码实现示例3.1.7和示例3.1.8的详细解释和分析是

什么?

3.2 二元关系的运算和性质

3.2.1 二元关系的运算

  二元关系继承了集合的并集、交集和差集等基本运算。例如,集合A={1,2,3},其上

定义关系R={<1,2>,<2,3>,<3,3>}和S={<2,1>,<3,3>},则R∪S={<1,2>,<2,3>,<2,

1>,<3,3>},R∩S={<3,3>},R-S={<1,2>,<2,3>}。然而,二元关系还有一些特有的运算

和性质,这些在处理关系时非常重要。
定义3.2.1 对于集合A 和B 上的二元关系R⊆A×B,定义域dom(R)是集合A 中所

有出现在R 中的第一个元素的集合,记为dom(R)={a∈A|∃b∈B,<a,b>∈R}。
定义3.2.2 对于关系R⊆A×B,值域ran(R)是集合B 中所有出现在R 中的第二个

元素的集合,记为ran(R)={b∈B|∃a∈A,<a,b>∈R}。
定义3.2.3 对于集合A 和B 上的二元关系R,域fld(R)包含所有在关系R 中作为第

一个或第二个元素出现的元素,记为fld(R)=dom(R)∪ran(R)。
例3.2.1 设A={1,2,3}和B={3,4,5},在A 和B 上关系R={<1,3>,<2,3>,<3,

4>}。求R 的定义域、值域和域。
解:dom(R)={1,2,3},ran(R)={3,4},fld(R)={1,2,3,4}。
例3.2.2 设A={a,b,c,d,e},求在其上的关系R1 和R2 的定义域、值域和域。其中,
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R1={<a,b>,<b,c>,<c,d>},R2={<a,b>,<b,a>,<c,d>,<d,e>}。
解:dom(R1)={a,b,c},ran(R1)={b,c,d},fld(R1)={a,b,c,d}。
dom(R2)={a,b,c,d},ran(R2)={a,b,d,e},fld(R2)={a,b,c,d,e}。

Python代码实现示例3.2.1

 A ={'a', 'b', 'c', 'd', 'e'}

R1 ={('a', 'b'), ('b', 'c'), ('c', 'd')}

R2 ={('a', 'b'), ('b', 'a'), ('c', 'd'), ('d', 'e')}

def domain(relation):

  return {pair[0]for pair in relation}

def range_set(relation):

  return {pair[1]for pair in relation}

def field(relation):

  return domain(relation).union(range_set(relation))

dom_R1 =domain(R1)   #计算 R1

ran_R1 =range_set(R1)

fld_R1 =field(R1)

dom_R2 =domain(R2)   #计算 R2

ran_R2 =range_set(R2)

fld_R2 =field(R2)

print("R1:")

print("定义域 dom(R1):", dom_R1)

print("值域 ran(R1):", ran_R1)

print("域 fld(R1):", fld_R1)

print("\nR2:")

print("定义域 dom(R2):", dom_R2)

print("值域 ran(R2):", ran_R2)

print("域 fld(R2):", fld_R2)

定理3.2.1 集合A 到B 的二元关系R 和S,其交、并和差运算如下。
(1)dom(R∩S)⊆dom(R)∩dom(S)。
(2)ran(R∩S)⊆ran(R)∩ran(S)。
(3)dom(R∪S)=dom(R)∪dom(S)。
(4)ran(R∪S)=ran(R)∪ran(S)。
(5)dom(R-S)⊆dom(R)。
(6)ran(R-S)⊆ran(R)。
证明:设a∈dom(R∩S)。根据定义,∃b∈B 使得<a,b>∈R∩S。由交集性质,<a,

b>∈R∩S,因此a∈dom(R)且a∈dom(S),即a∈dom(R)∩dom(S)。
若a 在R 和S 的定义域中,则∃b1∈B 使得<a,b1>∈R,∃b2∈B 使得<a,b2>∈S。若

b1=b2,则<a,b1>∈R∩S,从而a∈dom(R∩S)。因为R∩S 要求b必须相同,若b1≠b2,
则不能保证a∈dom(R∩S)。

综上所述,dom(R∩S)⊆dom(R)∩dom(S)。
其他几条定理读者可自行证明。
定义3.2.4 若R 是二元关系,R⊆A×B,R 的逆关系R-1为

R-1={<b,a>|<a,b>∈R}
  例3.2.3 设集合A={1,2,3}和关系R={<1,2>,<2,3>,<3,1>},求R 的逆关系R-1,
并给出R 和R-1的矩阵和图表示。
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解:R-1={<2,1>,<3,2>,<1,3>},R 和R-1的矩阵表示分别如下:

MR =
0 1 0
0 0 1
1 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

MR-1 =
0 0 1
1 0 0
0 1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

  图3.5展示了如何通过逆关系操作得到一个新的二元关系。图3.5中,R-1是图R 的逆

关系,即将图R 中的每条有向边的方向反转。

图3.5 例3.2.3的关系

Python代码实现示例3.2.2

 def inverse_relation(relation):

  return {(b, a) for (a, b) in relation}

def relation_to_matrix(relation, elements):

  matrix = [[0 for _ in elements]for _ in elements]
  element_indices = {element: i for i, element in enumerate(elements)}

  for (a, b) in relation:

    i, j = element_indices[a], element_indices[b]
    matrix[i][j]= 1

  return matrix

A = {1, 2, 3} #集合 A 和关系 R

R = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}

R_inverse = inverse_relation(R) #计算关系 R
-1

matrix_R = relation_to_matrix(R, A) #关系 R 的矩阵表示
matrix_R_inverse = relation_to_matrix(R_inverse, A) #关系 R

-1的矩阵表示
print(R_inverse), print(matrix_R), print(matrix_R_inverse)

定理3.2.2 对于任意二元关系R 和S,有:
(1)(R-1)-1=R。
(2)dom(R-1)=ran(R),ran(R-1)=dom(R)。
(3)(R∩S)-1=R-1∩S-1。
(4)(R∪S)-1=R-1∪S-1。
(5)(R-S)-1=R-1-S-1。
证明:(1)对于关系R 中的所有<a,b>,根据逆运算的定义,有<b,a>∈R-1。再次应用

逆运算,可得<a,b>∈(R-1)-1,(R-1)-1包含R 中的所有元素对,则(R-1)-1=R。
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(2)对于R 中的任意<a,b>,b是R 值域中的元素,a 是R 定义域中的元素。在R-1中,
对应的有序对是<b,a>,这说明R 的值域变成了R-1的定义域,R 的定义域变成了R-1的值

域,则dom(R-1)=ran(R),ran(R-1)=dom(R)。
(3)若<a,b>∈(R∩S)-1,则<b,a>∈R∩S,这说明<b,a>同时属于R 和S。因此,<a,

b>∈R-1且<a,b>∈S-1,即<a,b>∈R-1∩S-1,(R∩S)-1=R-1∩S-1。
(4)类似于交的逆,若<a,b>∈(R∪S)-1,则<b,a>∈R∪S,这说明<b,a>属于R 或S。

因此,<a,b>属于R-1或S-1,即<a,b>∈R-1∪S-1,也即(R∪S)-1=R-1∪S-1。
(5)若<a,b>∈(R-S)-1,则<b,a>∈R-S,那么<b,a>∈R 且<b,a>∉S,即<a,b>∈

R-1且<a,b>∉S-1,<a,b>∈R-1-S-1,(R-S)-1=R-1-S-1。
定义3.2.5 设有二元关系R 和S。其中,R 定义在集合A 和B 上,R⊆A×B;而S 定

义在集合B 和C 上,S⊆B×C。R 和S 的复合关系R􀳱S 为

R􀳱S={<a,c>∈A×C|∃b∈B,<a,b>∈R 且<b,c>∈S}

  例3.2.4 设A={1,2,3,4},定义在其上的关系R={<1,2>,<2,3>,<3,4>},S={<2,

1>,<3,2>,<4,3>},求复合关系R􀳱S。
解:对R 中的每个元素对<x,z>,检查S 中是否存在形式为<z,y>的元素对。若存在,

则将<x,y>加入复合关系R􀳱S 中。R 中有<1,2>,S 中有<2,1>,因此R􀳱S 包含<1,1>;R 中

有<2,3>,S 中有<3,2>,因此R􀳱S 包含<2,2>;R 中有<3,4>,S 中有<4,3>,因此R􀳱S 包含

<3,3>。所以,复合关系R􀳱S={<1,1>,<2,2>,<3,3>}。关系R、S 和R􀳱S 的矩阵分别记为

MR、MS 和MR􀳱S,表示如下:

MR =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
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ê

ù

û

ú
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MS =

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

MR􀳱S =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

  Python代码实现示例3.2.3

 R = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)}      #关系 R 和 S

S = {(2, 1), (3, 2), (4, 3)}

def composite_relation(R, S): #计算复合关系 R􀳱S
  RS = set()

  for (a, b) in R:

    for (c, d) in S:

      if b == c:
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         RS.add((a, d))

  return RS

RS = composite_relation(R, S)    #计算复合关系 R􀳱S
print("复合关系 RS:", RS)

图3.6展示了如何通过复合操作得到一个新的二元关系,复合关系R􀳱S 通过在关系S
的输出基础上应用关系R 来获得。例如,关系S 中有节点3到2的边,关系R 中有节点2
到3的边,在复合关系R􀳱S 中表现为3的自环。

图3.6 例3.2.4的关系

定义3.2.6 矩阵复合运算是一种用矩阵表示和操作二元关系的方法。设有两个二元

关系R 和S,分别表示为矩阵MR 和MS,其中 MR 是m×n 矩阵,MS 是n×p 矩阵,MR􀳱
MS 可以定义为一个新的m×p 矩阵MC,其中每个元素MC[i,j]为:

MC[i,j]=∨
n

k=1
(MR[i,k]∧MS[k,j])

式中,∨为逻辑或运算;∧为逻辑与运算(详见5.1.3节)。

MC[i,j]的值为1当且仅当存在至少一个元素k使得MR[i,k]和MS[k,j]都为1。

例3.2.5 设关系矩阵R=
1 0 1
0 1 0
1 1 0

é

ë

ê
ê
êê

ù
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ú
ú
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和S=
0 1 0
0 0 1
1 0 0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,求R􀳱S。

解:

R􀳱S=
1 1 0
0 0 1
0 1 1
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ê
ê
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ù
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ú
ú
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  Python代码实现示例3.2.4

 import numpy as np

R = np.array([[1, 0, 1],             #矩阵 R 和 S

       [0, 1, 0],
       [1, 1, 0]])
S = np.array([[0, 1, 0],
       [0, 0, 1],
       [1, 0, 0]])
R_circ_S = (np.dot(R, S) > 0).astype(int) #计算矩阵复合 R􀳱S
print(R_circ_S)
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定理3.2.3 空关系⌀与任何关系R 的复合都为空,即⌀􀳱R=⌀和R􀳱⌀=⌀。
证明:若存在某个元素c,使得<a,c>∈⌀且<c,b>∈R,则<a,b>∈⌀􀳱R。但由于⌀不

包含任何元素,因此不可能存在这样的c满足<a,c>∈⌀。因此,⌀􀳱R 不包含任何元素,即

⌀􀳱R=⌀。同理可证R􀳱⌀=⌀。
定理3.2.4 设集合A 上有二元关系R,S,T。
(1)(R􀳱S)􀳱T=R􀳱(S􀳱T)。
(2)(R􀳱S)-1=S-1􀳱R-1。
(3)若IA 为集合A 上的恒等关系,即IA􀳱R=R 和R􀳱IA=R。
证明:(1)设a,c是集合A 上的任意元素,且<a,c>∈(R􀳱S)􀳱T。根据复合关系的定

义,存在一个元素b,使得<a,b>∈R􀳱S 且<b,c>∈T。由于<a,b>∈R􀳱S,存在一个元素d,
使得<a,d>∈R 且<d,b>∈S。因此,<d,c>∈S􀳱T,进而得到<a,c>∈R􀳱(S􀳱T)。由于a,c
是任意的,因此(R􀳱S)􀳱T=R􀳱(S􀳱T)。

(2)设a,c是集合A 上的任意元素,且<a,c>∈(R􀳱S)-1,这说明<c,a>∈R􀳱S。因此,

存在元素b,使得<c,b>∈R 且<b,a>∈S,因此<b,c>∈R-1且<a,b>∈S-1,从而<a,c>∈
S-1􀳱R-1。由于a,c是任意的,因此(R􀳱S)-1=S-1􀳱R-1。

(3)设a,b是集合A 上的任意元素,<a,b>∈IA􀳱R。根据恒等关系的定义,存在元素

c,使得<a,c>∈IA 且<c,b>∈R。由于<a,c>∈IA,可得a=c,因此<a,b>∈R。由于a,b是

任意的,因此IA􀳱R=R。同理可证R􀳱IA=R。
定理3.2.5 设集合A 上有二元关系R,S,T。
(1)R􀳱(S∪T)=(R􀳱S)∪(R􀳱T)。
(2)(S∪T)􀳱R=(S􀳱R)∪(T􀳱R)。
(3)R􀳱(S∩T)⊆(R􀳱S)∩(R􀳱T)。
(4)(S∩T)􀳱R⊆(S􀳱R)∩(T􀳱R)。
证明:(1)① 设<a,b>∈R􀳱(S∪T),这说明存在某个元素c,使得<a,c>∈R 且

<c,b>∈S∪T。因为<c,b>∈S∪T,所以<c,b>∈S 或<c,b>∈T。若<c,b>∈S,则<a,b>∈R􀳱
S;若<c,b>∈T,则<a,b>∈R􀳱T。因此,<a,b>∈(R􀳱S)∪(R􀳱T)。

② 假设<a,b>∈(R􀳱S)∪(R􀳱T),则<a,b>∈R􀳱S 或<a,b>∈R􀳱T。若<a,b>∈R􀳱S,则存

在某个元素c,使得<a,c>∈R 且<c,b>∈S。类似地,若<a,b>∈R􀳱T,则存在某个元素c,使
得<a,c>∈R 且<c,b>∈T。在两种情况下,<a,c>∈R 且<c,b>∈S∪T,因此<a,b>∈R􀳱
(S∪T)。

综上所述,R􀳱(S∪T)=(R􀳱S)∪(R􀳱T)。
(2)该证明与(1)非常类似,只是运算顺序不同,但结论是一样的。其同样通过证明互

为子集来证明两个集合相等。
(3)设<a,b>∈R􀳱(S∩T),这说明存在某个元素c,使得<a,c>∈R 且<c,b>∈S∩T。

因为<c,b>∈S∩T,所以<c,b>∈S 且<c,b>∈T。因此,<a,b>∈R􀳱S 且<a,b>∈R􀳱T,<a,

b>∈(R􀳱S)∩ (R􀳱T)。
(4)该证明与(3)类似,只是运算顺序不同。同样,可以证明左边是右边的子集,但无法
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证明它们完全相等。
定理3.2.6 设R,S,T,Q 为任意的关系,其中R 是S 的子集,R⊆S。
(1)R􀳱T⊆S􀳱T。
(2)T􀳱R⊆T􀳱S。
证明:(1)设<a,b>∈R􀳱T。根据关系复合的定义,存在某个元素c,使得<a,c>∈R 且

<c,b>∈T。由于R⊆S,<a,c>∈R,可得<a,c>∈S,因此有<a,c>∈S 且<c,b>∈T。根据

关系复合的定义,可得<a,b>∈S􀳱T。因此,对于所有<a,b>∈R􀳱T,都有<a,b>∈S􀳱T,则

R􀳱T⊆S􀳱T 成立。
(2)设<a,b>∈T􀳱R,这说明存在某个元素c,使得<a,c>∈T 且<c,b>∈R。由于R⊆

S,<c,b>∈R,可得<c,b>∈S,因此有<a,c>∈T 且<c,b>∈S。根据关系复合的定义,有<a,

b>∈T􀳱S。因此,对于所有<a,b>∈T􀳱R,都有<a,b>∈T􀳱S,则T􀳱R⊆T􀳱S 成立。
定义3.2.7 设集合A 上的二元关系R,关系的幂运算如下。
(1)R0 为单位关系IA,即R0=IA,IA={<a,a>|a∈A}。
(2)R1=R,即关系的一次幂是关系本身,表示所有属于关系R 的有序对<a,b>。
(3)Rn+1=Rn􀳱R,n≥0。
例3.2.6 (1)设A={1,2,3}和关系R={<1,2>,<2,3>},计算R2 和R3。
(2)设B={a,b,c}和关系S={<a,b>,<b,c>,<c,a>},计算S2 和S3。
解:(1)R2=R􀳱R={<1,3>},R3=R2􀳱R=⌀。
(2)S2=S􀳱S,从S 中有:<a,b>和<b,c>得到<a,c>,<b,c>和<c,a>得到<b,a>,<c,a>

和<a,b>得到<c,b>。因此,S2={<a,c>,<b,a>,<c,b>}。

S3=S2􀳱S,从S2 和S 中有:<a,c>和<c,a>得到<a,a>,<b,a>和<a,b>得到<b,b>,<c,

b>和<b,c>得到<c,c>。因此,S3={<a,a>,<b,b>,<c,c>}。
将(2)中的关系S 用矩阵进行表示,如下:

MS =
0 1 0
0 0 1
1 0 0
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ù
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ú
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则可以求MS2、MS3的关系矩阵,分别为

MS2 =MS􀳱MS =
0 1 0
0 0 1
1 0 0
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ú
ú
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􀳱
0 1 0
0 0 1
1 0 0
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ù
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ú
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=
0 0 1
1 0 0
0 1 0
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MS3 =MS2􀳱MS =
0 0 1
1 0 0
0 1 0
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􀳱
0 1 0
0 0 1
1 0 0
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=
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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  图3.7展示了通过关系S 多次后的结果。S2 表示关系S 的二次复合关系,即从一个顶

点通过两条边到达另一个顶点的过程;在S3 中,每个顶点都有一条自环,表示通过关系S
三次后,每个顶点都会回到自身。


