
1.1 场的数学描述

在物理世界中,存在两大类对象:
 

粒子和场。粒子有明确的边界,即每个粒子在空间中

占据一个固定的位置,粒子间的相互作用是两两交换能量和动量。例如,质点就是一个典型

的粒子实例。而场则是描述物理量在空间和时间中的分布,它没有明显的边界,且系统间的

相互作用是整体交换能量和动量。当场的分布随时间和空间改变时,我们通常称之为波。
不同的物理对象需要不同的数学工具来描述。对于粒子,我们关注其随时间变化的位

置,用位置矢量r(t)表示粒子所在位置的矢量,矢量的端点追踪其运动轨迹,就像母亲的眼

睛总是盯在小孩身上。这种关注焦点引导我们定义了位移、速度和加速度等物理量,以更全

面地描述粒子的运动状态。然而,对于场,我们的关注点转移到了空间本身,研究物理量在

空间中的变化,以及空间与边界的相互关系。这促使我们引入了梯度、散度、旋度等物理量,
并得到了如高斯公式、斯托克斯公式等描述空间与边值关系的数学工具。此时,我们更像是

空间的守护者,时刻关注着场内物理量的变化以及边界的交互。
物理量有两类基本类型:

 

标量和矢量,因此,场就有相应的标量场和矢量场。标量场是

指空间中每一点都能用一个唯一的数字来标识的场,表示为φ(x,y,z,t)=φ(r,t),如温度

场、电势场和密度场等。而矢量场则是指空间中每一点都赋予了一个矢量的场,表示为

A(x,y,z,t)=A(r,t),如速度场、热流场、电场和磁场等。当这些场与时间无关时,我们称

之为稳恒场;
 

而当它们随时间变化时,则称为变化场或时变场。因此,描述场的核心在于使

用一个同时包含空间和时间坐标的函数。

一、
 

标量场的数学描述

标量场是物理中一种最简单的场,其特点在于空间中的每一点都可以用一个单一的数

值来标识。以教室为例,当教室前方有加热器、后方有空调时,教室内的温度T(x,y,z)会
随位置(x,y,z)的不同而复杂地变化,因此,温度在这里就是一个典型的标量场。

为了深入理解并描述标量场,我们需要构建相应的物理模型。一种直观的方法是想象

将标量场中所有数值相等的点连接起来,形成一系列等值面。例如,在温度场中,我们可以
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将温度相同的点连成曲面,并每隔一定温度值(如10℃)形成一个新的曲面,从而得到一系

图 1-1

列等值面,如图1-1所示。
接下来,为了研究标量场在空间中的变化情况,我

们需要借助数学工具。具体地说,我们需要知道这些

等值面沿不同方向的变化率。由于等值面沿其切线方

向的变化率为零,我们主要关注标量场沿x、y、z 轴三

个方向的变化率,即 ∂T
∂x
,∂T
∂y
,∂T
∂z  。这三个变化率实

际上形成了一个矢量的三个分量。
为了证明这个物理量是矢量,我们可以采用两种

方法。
方法一:

 

利用坐标系变换中,标量是不变量的方法。
设有两组由三个数值组成的数组:

 

(Ax,Ay,Az)和(B1,B2,B3),如果相应位置值相

乘是一个不变量,即

AxB1+AyB2+AzB3=不变量

且(Ax,Ay,Az)是一个矢量的三个分量,则(B1,B2,B3)也一定是一个矢量。

图 1-2

设在一个温度场T 中,如图1-2所示,P1、P2 两点

的温度差表示为

ΔT=
∂T
∂xΔx+

∂T
∂y
Δy+

∂T
∂zΔz

坐标系是任意选定的,显然,两点的温度差ΔT 在坐标

系的变换中应该保持不变。由于R=(Δx,Δy,Δz)是

一个矢量,因此可以得到 ∂T
∂x
,∂T
∂y
,∂T
∂z  也是一个矢量。

定义一个矢量

gradT=T=
 

x莠∂T∂x +
 

y莠∂T∂y +
 

z莠∂T∂z
(1-1)

  该矢量称为梯度①。其中,=x莠 ∂∂x+y莠
∂
∂y
+z莠 ∂∂z

,读作nabla算符;
 

x莠、y莠、z莠 分别为x、

y、z轴方向的单位矢量。把x莠 ∂∂x
的单位矢量写在前面是为了避免误解为∂

∂xx
莠=∂x

莠
∂x
。

方法二:
 

在坐标变换中,若数组的变换规律和矢量三个分量一样,则该数组也一定是

矢量。
为简单起见,仅考虑二维平面。当坐标系旋转时,如图1-3(a)所示,矢量有如下的变换

规律

x=x'cosθ-y'sinθ
 
y=x'sinθ+y'cosθ (1-2)

① 似乎称其为陡度更为合适,表示等值面之间陡峭的程度。
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图 1-3

  在图1-3(b)中,xOy 坐标系中,P1、P2 温度差表

示为

ΔT=
∂T
∂xΔx

  x'O'y'坐标系中,P1、P2 温度差为

ΔT=
∂T
∂x'Δx'+

∂T
∂y'
Δy'

由于Δx'=Δxcosθ,Δy'=-Δxsinθ

ΔT=
∂T
∂x'Δxcosθ-

∂T
∂y'
Δxsinθ

=
∂T
∂x'cosθ-

∂T
∂y'
sinθ  Δx

  将上式写为微分式

∂T
∂x =

∂T
∂x'cosθ-

∂T
∂y'
sinθ (1-3)

  比较式(1-2)的第一式和式(1-3),发现x 和∂T
∂x

有一

样的变换规律,因此∂T
∂x

是矢量的一个分量。同理,可以证明∂T
∂y
,∂T
∂z

也有一样的变换规律。

因此,可以得到

T=
∂T
∂x
,∂T
∂y
,∂T
∂z  

是一个矢量。
既然T 是矢量,就有大小和方向,为了看出它的几何意义,函数T 的全微分可以写为

dT=
∂T
∂xdx+

∂T
∂y
dy+

∂T
∂zdz=T·dl=|T||dl|cosθ (1-4)

其中,θ为和dl的夹角。可以发现,当θ=0时,dT 最大。因此,梯度T 的方向指向函数

T 的最大变化率(方向导数)方向,也就是垂直于等值面,|T|给出沿这个最大变化率方向

的斜率(也就是函数T 的最大变化率)。
我们在地理课中,看过类似的等值面,只不过自变量只有两个:

 

经度和纬度,高度相当

于标量场的函数值,因此,在地理课中,等值面就变成了等高线。如果在一个山坡上,最陡的

方向就是梯度的方向,沿这个方向的斜率就是梯度的大小。
如果在点(x,y,z)的梯度为零,表示该点是函数T(x,y,z)的稳定点,可能是极大点

(山顶),或极小点(山谷),或鞍点(某个方向极大,对另外方向极小),或“肩点”(上升或下降

图 1-4

中的平坦处)。
如果在标量场中从A 点移动到B 点,如图1-4所示。根据

式(1-4),得到

T(B)-T(A)=∫
b

a
dT=∫

b

a
(T)·dl (1-5)

  上式就是梯度定理。因为一条曲线的边界是两个点,因此梯

度定理是描述标量场内部与边界之间关系的重要原理。其核心思
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想在于,沿着一条曲线从A 点到B 点的标量场的变化,可以通过计算这两点间梯度的积分

来得到。由于曲线的边界仅由两个端点确定,因此梯度定理实际上建立了这两个端点(边
界)与曲线(内部)之间标量场变化的直接关系。值得注意的是,这一积分过程并不依赖于从

A 点到B 点所选择的具体路径,这进一步强调了梯度定理所描述的内部与边界之间关系的

普适性和不变性。

图 1-5

【例题1-1】 在直角坐标系中,函数T=x2+4xy+2yz3,
点a=(0,0,0,),b=(1,1,1),对图1-5所给的三条路径验证梯

度定理。
(1)

 

(0,0,0)→(1,0,0)→(1,1,0)→(1,1,1);
 

(2)
 

(0,0,0)→(0,0,1)→(0,1,1)→(1,1,1);
 

(3)
 

抛物线路径x=x2,y=x。
【解】 T(b)=1+4+2=7,T(a)=0,⇒T(b)-T(a)=7

T=(2x+4y)x莠+(4x+2z3)y莠+(6yz2)z莠
T·dl=(2x+4y)dx+(4x+2x3)dy+(6yz2)dz

  (1)
 

线段1:
 

x:0→1,y=z=0,dy=dz=0,因此

∫T·dl=∫
1

0
(2x)dx=x2 1

0=1

  线段2:
 

y:0→1,x=1,z=0,dx=dz=0,因此

∫T·dl=∫
1

0
(4)dy=4y 1

0=4

  线段3:
 

z:0→1,x=y=1,dx=dy=0,因此

∫T·dl=∫
1

0
(6z2)dz=2z3 4

0=2

  三段相加:
 

∫
b

a
T·dl=7,梯度定理成立。

(2)
 

线段1:
 

z:0→1,x=y=dx=dy=0,因此

∫T·dl=∫
1

0
(0)dz=0

  线段2:
 

y:0→1,x=0,z=1,dx=dz=0,因此

∫T·dl=∫
1

0
(2)dy=2y 1

0=2

  线段3:
 

x:0→1,y=z=1,dy=dz=0,因此

∫T·dl=∫
1

0
(2x+4)dx=(x2+4x)10=1+4=5

  三段相加:
 

∫
b

a
T·dl=7,梯度定理成立。

(3)
 

x:0→1,y=x,z=x2,dy=dx,dz=2xdx,因此

T·dl=(2x+4x)dx+(4x+2x6)dx+(6xx4)2xdx=(10x+14x6)dx

∫
b

a
T·dl=∫

1

0
(10x+14x6)dx=(5x2+2x7)10=5+2=7,梯度定理成立。
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二、
 

矢量场的数学描述

1.
 

标量场与矢量场的关系

  第二种经常碰到的场是矢量场,表示空间中每一点都给出了一个矢量。比如,一条奔腾

的河流,每一点的速度都不相同,我们称为速度场,速度v 表示单位时间流体的位移,方向沿

流动的方向。再比如,图1-1中每一点都有一个不同的箭头,表示热量沿不同方向流动,因
此称为热流场,用h 表示,我们把h 称为热流强度矢量,h 表示单位时间通过垂直于热流方

向单位面积的热量,方向沿热量流动的方向,用数学公式可以表示为

h=
ΔJ
Δseh (1-6)

其中,ΔJ 为单位时间内通过面积元Δs的热量,eh 表示沿热流方向的单位矢量。
除此以外,经常见到的矢量场还有重力场、电场、磁场等。
在图1-1中的场,既可以用温度标量场T 来描述,又可以用热流矢量场h 来描述,这两

种描述方式一定有联系。在流体中,也有标量场和矢量场的两种描述形式,压强p 就是流

体的标量场,速度v 就是流体中的矢量场。在电场中,电势就是电场中的标量场,电场强度

就是电场中的矢量场。这种关联在自然界中广泛存在,为我们提供了描述物理现象的多维

视角。
以流体为例,我们进一步探讨标量场和矢量场的联系。在温度梯度作用下,热量会从高

温区域流向低温区域。热流强度与温差、面积以及材料的热导率有关。通过取微元并应用

热流强度的定义,我们可以推导出热流强度与温度梯度的关系,从而揭示了标量场(温度场)
与矢量场(热流场)之间的内在联系。

图 1-6

如图1-6所示,一块厚片材料,两面的温度分别为T1、T2,T2>T1,
那么热量由T2 流向T1,热流J 将与面积S、温度差(T2-T1)成正

比,与厚度d 成反比,即

J=k(T2-T1)
S
d

其中,k称为热导率。当我们仅取一个微元,上式就可以改写为

ΔJ=kΔTΔSΔd
  根据式(1-6),并考虑到热流强度h 的方向垂直于如图1-6所示的

等温面,得

h=
ΔJ
ΔSeh =kΔTΔdeh =-kT (1-7)

上式就是矢量场与标量场的联系,最后等号的负号是考虑到eh 与梯度的方向相反。

2.
 

矢量场的通量

在深入探讨矢量场的数学工具时,我们首先需要理解矢量场的本质。矢量场是指空间

中的每一个点都关联着一个矢量,用以描述该点的某种物理属性,如图1-7(a)所示。通常,
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我们使用箭头的方向和长度来分别表示矢量的方向和大小。然而,为了更直观地展示矢量

场的特性,我们引入了场线的概念,即画出与矢量相切的曲线,如图1-7(b)所示,场线的切

线方向代表矢量场的方向。虽然这样做使我们失去了矢量的长度记录,但可以通过场线的

疏密来表示强度。因此,场线的切线表示矢量场的方向,场线的疏密表示矢量场的强度。

图 1-7

当采用场线来描述矢量场时,如何定量地研究其特性就成了一个重要问题。在流体速度

场的背景下,我们可以设想一个闭合曲面,并定义单位时间内通过该曲面的净流体量为通量,如
图1-8所示,这一概念同样适用于非闭合曲面。通量可以表示为平均法向分量与面积的乘积,为

通量=平均法向分量×面积

写成积分形式

Φ=∫S
A·dS

其中,A 是矢量场。写成微分形式

dΦ=A·dS
  如果S 是一个闭合曲面,则通量为

Φ=∮S
A·dS (1-8)

  当Φ>0时,表示流出闭合曲面的流量多于流入流量,S 内必有产生流体的正源;
 

当

Φ<0时,表示流出闭合曲面的流量多于流入流量,S 内必有吸收流体的负源;
 

当Φ=0时,
表示流出闭合曲面的流量等于流入流量,S 内没有源。

为了理解通量的概念,我们可以考虑一个微小立方体,其沿x、y、z轴方向各有两个面,
如图1-9所示。

图 1-8

   

图 1-9

从1面流出的通量为-Ax(1)ΔyΔz,其中Ax(1)表示矢量A 在1面位置x 轴方向的

分量。
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从2面流出的通量为Ax(2)ΔyΔz,如果Δx 足够小,根据微分公式,有

Ax(2)=Ax(1)+
∂Ax

∂xΔx

  经过x 轴方向1、2面流出的通量为

Ax(2)ΔyΔz-Ax(1)ΔyΔz=
∂Ax

∂xΔxΔyΔz=
∂Ax

∂xΔV

其中ΔV 为小六面体的体积。同理,有
经过y 轴方向3、4面流出的通量为

∂Ay

∂y
ΔxΔyΔz=

∂Ay

∂y
ΔV

  经过z轴方向5、6面流出的通量为

∂Az

∂zΔxΔyΔz=
∂Az

∂zΔV

  通过所有面的总通量为上面三项相加,因此,得到

∮S
A·dS=∫V

·AdV (1-9)

  上式称为高斯公式,也称为散度定理。因为体的边界为一个闭合曲面,上式左边是边界

的情况,右边是空间内部的情况,因此,高斯公式是描述内部和边界之间的关系。式中·A
称为矢量场A 的散度(发散程度的意思)。散度的具体表达式可以写为

·A=
∂Ax

∂x +
∂Ay

∂y +
∂Az

∂z
(1-10)

  可以这样理解式(1-9):
 

如果是一个游泳池,·A 可以看成每一点往外流出的水量,等
号右边的积分表示把所有的点都累加起来,左边表示从游泳池边界流出的水量。

散度的物理意义是矢量场中单位体积上的通量,也就是通量的体密度,表征空间各点矢量

场发散的强弱程度。当·A>0时,表示该点有散发通量的正源,该点称为“源”;
 

当·A<0
时,表示该点有吸收通量的负源,该点称为“汇”;

 

当·A=0时,表示该点为无源场。
散度表示发散程度的意思,比如在流体中有一个出水口,如图1-10(a)所示,流体在出水

口往外冒,此时散度大于零;
 

如果矢量的方向相反,表示流体往里面流走,散度小于零。
图1-10(b)表示稳恒流动,没有出水和进水口,此时散度为零。图1-10(c)并不是一个稳恒

的流体,速度不断增大,因此散度大于零。这些例子帮助我们直观地理解散度在描述矢量场

发散特性中的作用。

图 1-10
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图 1-11

【例题1-2】 对图1-11所示的单位立方体和函数A=
y2x莠+(2xy+z2)y莠+(2yz)z莠,验证高斯公式。

【解】 散度为·A=2(x+y),则

∫V
·AdV=∫V

2(x+y)dV=2∫
1

0∫
1

0∫
1

0
(x+y)dxdydz

=2∫
1

0∫
1

0

1
2+y  dydz=2∫

1

0
1dz=2

  计算面积分(一共六个面)

        ∫A·dS=∫
1

0∫
1

0
y2dydz=

1
3

∫A·dS=-∫
1

0∫
1

0
y2dydz=-

1
3

∫A·dS=∫
1

0∫
1

0
(2x+z2)dxdz=

4
3

∫A·dS=-∫
1

0∫
1

0
z2dxdz=-

1
3

∫A·dS=∫
1

0∫
1

0
2ydxdy=1

∫A·dS=-∫
1

0∫
1

0
0dxdy=0

六个面相加为

∮S
A·dS=

1
3-

1
3+

4
3-

1
3+1+0=2,验证完毕。

3.
 

矢量场的环流

在探讨矢量场时,仅了解流体通过曲面的速度通量(即散度)并不足以完整描述矢量场

的所有特性。例如,一个完全静止的流体和一个不断旋转的流体,对一个闭合曲面S 而言,
两者的速度通量都可能是零,即散度为零。这表明,除了散度之外,还需要另一个数学工具

来描述矢量场的旋转特性。
设想在流体中存在一个闭合的管子,如图1-12所示,我们想要知道单位时间内通过这

个管子的净流体量。为此,我们引入了一个物理量“环流”来描述这一特性。在流体中,环流

定义为速度切向分量乘以管子的长度。对于更一般的矢量场,环流的定义是矢量场量的平

均切线分量与弧长的乘积,即
环流=平均切线分量×弧长

环流写为数学形式:
 

∫L
A·dl。

可见,矢量场的环流是一个标量,如果环流不等于零,说明在矢量场存在着涡旋源。
我们现在考虑一个在xOy 平面上小正方形的环流,用右手螺旋定则来表示面积的方

向,这个小正方形的方向可以用z轴方向来表示,如图1-13所示。

∮L
A·dl=Ax(1)Δx+Ay(2)Δy-Ax(3)Δx-Ay(4)Δy
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图 1-12 图 1-13

把上式等号右边的第一项和第三项组合起来,有
Ax(1)Δx-Ax(3)Δx

  根据微分公式,考虑到Ax 的变化率,有

Ax(3)=Ax(1)+
∂Ax

∂y
Δy

  把上面两式合并起来,得

[Ax(1)-Ax(3)]Δx=-
∂Ax

∂y
ΔxΔy

  同理,另外两项可以写为

[Ay(2)-Ay(4)]Δy=
∂Ay

∂xΔxΔy

于是图1-13中的那个小正方形的环流为

∂Ay

∂x -
∂Ax

∂y  ΔxΔy=
∂Ay

∂x -
∂Ax

∂y  Δs (1-11)

  看到上式这种奇怪的组合,我们一定会联想到两个矢量的叉乘。
(×A)的z轴方向的分量为

(×A)z =
∂Ay

∂x -
∂Ax

∂y
  由于小正方形面积Δs的方向是沿z轴方向的,因此,式(1-11)可以改写为

∂Ay

∂x -
∂Ax

∂y  Δs=(×A)·Δs

  如果我们研究的回路L 上的曲面不仅有z 轴方向的,还有x、y 轴方向的,可以得到闭

合回路L 的环流为

∮L
A·dl=∫S

(×A)·ds (1-12)

  上式称为斯托克斯公式,也称为旋度定理。它揭示了边界和内部曲面之间的关系,因为曲

面的边界为一条闭合曲线,上式左边是边界的情况,右边是曲面的情况,因此,旋度定理也是描

述内部和边界之间的关系。式(1-12)中×A 称为旋度(旋转程度的意思),×A 可以写为

×A=
∂Az

∂y -
∂Ay

∂z  x莠+ ∂Ax

∂z -
∂Az

∂x  y莠+ ∂Ay

∂x -
∂Ax

∂y  z莠 (1-13)

  从式(1-12)可以看出:
 

矢量场的旋度表示矢量场中单位面积上的环流(环流的面密
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度),其方向是沿面元的法向并和边界的正向构成右螺旋,×A 用来表征矢量场涡旋强弱

的程度,如果场中处处×A=0,称为无旋场。
【例题1-3】 对函数A=(xy)x莠+(2yz)y莠+(3xz)z莠,用图1-14所示三角形面积验证斯

托克斯定理。
【解】 ×A=x莠(0-2y)+y莠(0-3z)+z莠(0-x)=-2yx莠-3zy莠-xz莠

ds=dydzx莠, (×A)·ds=-2ydydz
  面积分(见图1-15)为

∫(×A)·ds=∫
2

0∫
2-z

0
(-2y)dydz=-∫

2

0
(4-4z+z2)dz

=- 4z-2z2+
z3

3  2

0
=- 8-8+

8
3  =-

8
3

其中第二个等号用到∫
2-z

0
(-2y)dy=-y2 2-z

0 =-(2-z)2。

同时,A·dl=(xy)dx+(2yz)dy+(3zx)dz,积分的路径为逆时针方向,有三个线段,
如图1-16所示。

图 1-14 图 1-15 图 1-16

线段①:
 

x=z=0,dx=dz=0,y:0→2,⇒∫A·dl=0

线段②:
 

x=0,z=2-y,dx=0,dz=-dy,y:2→0,v·dl=2yzdy

∫A·dl=∫
0

2
2y(2-y)dy=-∫

2

0
(4y-2y2)dy=- 2y2-

2
3y

3  2

0

=- 8-
2
3×8  =-

8
3

  线段③:
 

x=y=0,dx=dy=0,z:2→0,⇒∫A·dl=0

∮A·dl=-
8
3
,验证完毕。

三、
 

小结

关于场的数学描述,总结如下。

1.
 

算符

算符∂/∂x、∂/∂y、∂/∂z是矢量算符的三个分量,写为


