
引 言

0.1 评定产品可靠性的数量指标

可靠性是产品（部件或系统）在规定条件下和规定时间内完成规定功能的能力, 是
反映产品质量水平的核心指标. 产品丧失规定功能称为失效或故障 [1]. 通常, 用非负随机
变量 X 描述产品寿命, 产品的失效分布函数为

F (t) = Pr{X ⩽ t} (t ⩾ 0),

密度函数为 f(t), 即

f(t) =
dF (t)

dt 或 F (t) =

∫ t

0

f(u)du.

产品在时间 t 的可靠度函数为

F (t) = Pr{X > t} =

∫
∞

t

f(u)du,

其表示产品在 [0, t] 内不失效的概率. 产品的期望寿命为

µ =

∫
∞

0

tf(t)dt =
∫

∞

0

F (t)dt.

在本书中, 0 < µ < ∞, F (0−) = F (0+) = 0, F (∞) = lim
t→∞

F (t) = 1 [2].

产品的瞬时失效率函数（或称为瞬时故障率函数）为

h(t) =
f(t)

F (t)
= − 1

F (t)

dF (t)

dt .

当 ∆t (∆t > 0) 很小时, h(t)∆t ≈ Pr{t < X ⩽ t+∆t|X > t}, 表示产品在时间 t 正常工

作的条件下, 在 (t, t+∆t] 内的失效概率 [1-2]. 为表述方便, 在本书中, h(t) 统称为失效率
函数, 不采用瞬时失效率函数或瞬时故障率函数的表述方式.

由失效率函数 h(t), 得到累积风险函数 H(t) =

∫ t

0

h(u)du, 表示 (0, t] 内的平均失效

次数, 且

F (t) = exp
[
−
∫ t

0

h(u)du
]
= e−H(t) 或 H(t) = − lnF (t).
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换而言之, 失效分布函数、可靠度函数、失效率函数以及累积风险函数之间可以相互确
定 [2]. 当 t 很小时,

H(t)

1 +H(t)
⩽ F (t) ⩽ H(t) ⩽

F (t)

1− F (t)
.

0.2 失效率与维修建模的关系

当产品发生故障时, 采取故障小修策略使故障产品恢复工作, 修理时间可以忽略不
计. 用 0 = Y0 ⩽ Y1 ⩽ Y2 ⩽ · · · ⩽ Yn ⩽ · · · 表示产品依次发生故障的时间, 那么,
Xn = Yn − Yn−1 (n = 1, 2, · · · ) 表示依次发生故障之间的时间间隔.
当 F (t) = Pr{X1 ⩽ t} (t ⩾ 0) 时, 修理对产品失效率不产生干扰的数学表达式为 [2]

Pr{Xn ⩽ x|X1 +X2 + · · ·+Xn−1 = t} =
F (t+ x)− F (t)

F (t)
(x > 0),

它表示工作年龄为 t 的产品在时间 (t, t + x] 内的失效概率, 其中, x > 0, t ⩾ 0, n =

2, 3, · · · .
当产品的工作年龄为 t (t ⩾ 0) 时, 期望剩余寿命为 [2]

γ(t) =

∫
∞

0

[
1− F (t+ x)− F (t)

F (t)

]
dx.

因为 [F (t + x) − F (t)]/F (t) 为 t 的连续严格单调递增函数, 所以, γ(t) 为 t 的连续严格

单调递减函数, 且

lim
t→∞

γ(t) = lim
t→∞

1

F (t)

∫
∞

t

F (x)dx =
1

h(∞)
.

在维修建模中, 通常假设 h(t) 为 t 的连续严格单调递增函数. 特别地, 当 F (t) =

1 − e−λt 时, h(t) = λ. 本书将讨论在指数型失效分布下, 1⃝ 没有采取预防性更换策略的

必要性, 只需要采取事后性更换策略; 2⃝ 没有采取周期性更换策略的必要性, 只需要采取
故障小修策略.
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1.1 基于工作年龄的预防性更换策略

若产品达到指定工作年龄 T (0 < T ⩽ ∞) 仍然正常工作, 则对产品采取预防性
更换策略; 若产品在工作年龄 T 之前发生失效, 则对产品采取事后性更换策略.

在年龄更换策略下，产品更换时间 Zk = min{T,Xk} (k = 1, 2, · · · ) 具有独立同分
布函数 [2]

Pr{Zk ⩽ t} =

®
F (t), t < T,

1, t ⩾ T,
(1.1)

其中, Xk 为预防性或事后性更换后的产品寿命或失效时间.
通常, 预防性或事后性更换时间可以忽略不计. 此时, 相邻两次更换的期望周期时

长为

E(L) = TF (T ) +

∫ T

0

tdF (t) =

∫ T

0

F (t)dt. (1.2)

用 cT 和 cF (cT < cF ) 分别表示预防性和事后性更换成本, 那么, 一个更换周期的期望
成本为

E(C) = cTF (T ) + cFF (T ). (1.3)

根据更新极限定理 [3], 产品在长期运行后的期望成本率为 [1-2]

C(T ) =
cT + (cF − cT )F (T )

∫ T

0
F (t)dt

. (1.4)

此时, 问题变成如何选择最佳的 T ∗ (0 < T ∗ ⩽ ∞), 使 C(T ) 达到最小.
最佳的预防性更换策略如下 [2]：

(1) 如果 h(∞) > cF/[µ(cF − cT )] 成立, 那么, 存在唯一有限的 T ∗ (0 < T ∗ < ∞) 满

足方程

h(T )

∫ T

0

F (t)dt− F (T ) =
cT

cF − cT
. (1.5)
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此时, 期望成本率为

C(T ∗) = (cF − cT )h(T
∗). (1.6)

(2)如果 h(∞) ⩽ cF /[µ(cF − cT )]成立, 那么 T ∗ = ∞. 此时, 期望成本率为 C(∞) =

cF/µ, 表示没有必要采取预防性更换策略, 最佳的策略为事后性更换策略.
例 1.1 当产品的寿命分布为威布尔分布时, F (t) = 1− e−(λt)m (m > 1),

µ =
1

λ
Γ

(
1

m
+ 1

)
, h(t) = mλmtm−1,

其中, Γ(α) =
∫

∞

0

xα−1e−xdx (α > 0). 显然, h(t) 为 t 的连续严格单调递增函数. 根据

式 (1.5) 可知, 最佳的 T ∗ (0 < T ∗ < ∞) 满足方程

mλmTm−1

∫ T

0

exp[−(λt)m]dt+ exp[−(λT )m] =
cF

cF − cT
. (1.7)

此时, 期望成本率为

C(T ∗) = (cF − cT )mλ(λT ∗)m−1, (1.8)

且近似的 T̃ ∗ 满足 [4]

λT̃ ∗ =

(
1

m− 1

cT

cF − cT

)1/m

. (1.9)

表 1.1 所示为数值计算结果.

表 1.1 当 F (t) = 1− e−t2 时, 最佳的 T ∗ 和近似的 ‹T ∗

cT /cF 0.01 0.05 0.10 0.50 1.00
T ∗ 0.10 0.23 0.34 1.09 ∞

T̃ ∗ 0.10 0.23 0.33 1.00 ∞

特别地, 当 F (t) = 1 − e−λt 时, h(t) = λ, 式 (1.5) 的左边恒等于 0, 所以 T ∗ = ∞.
换而言之, 在指数型失效分布下, 产品失效率恒等于常数, 没有采取预防性更换策略的必
要性, 只需采取事后性更换策略 [4-5]. 此外, 当上述威布尔分布中 m < 1 时, 可以得到相
同的结论. 关于 m ⩽ 1 情况下的年龄更换策略问题, 将在第 6 章展开讨论.

接下来, 考虑预防性和事后性更换时间不能忽略不计, 且均为随机变量的情况 [4]. 预
防性更换时间服从均值为 βT 的分布函数 GT (t), 事后性更换时间服从均值为 βF (βT <

βF ) 的分布函数 GF (t). 此时, 产品的期望可用度为

A(T ) =

∫ T

0
F (t)dt

∫ T

0
F (t)dt+ βFF (T ) + βTF (T )

. (1.10)
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显然

lim
T→0

A(T ) = 0, lim
T→∞

A(T ) =
µ

µ+ βF

.

利用相同的解析方法得到唯一有限的 T ∗

A (0 < T ∗

A < ∞), 使 A(T ) 达到最大, 且满
足方程

βFF (T ∗

A) + βTF (T ∗

A)∫ T∗

A

0
F (t)dt

= (βF − βT )h(T
∗

A). (1.11)

如果要指定某个可用度取值 A 作为最小化 C(T ) 的约束条件, 那么 A 满足不等式

µ

µ+ βF

< A ⩽
1

(βF − βT )h(T ∗

A) + 1
. (1.12)

同理, 如果要指定某个成本率取值 C 作为最大化 A(T ) 的约束条件, 那么 C 满足不等式

(cF − cT )h(T
∗) ⩽ C ⩽

cF

µ
. (1.13)

用 T1 和 T2 (T1 ⩽ T2) 表示方程 A(T ) = A 的两个解, 得到 T1 ⩽ T ∗

A ⩽ T2. 以
A(T ) ⩾ A 为约束条件, 式 (1.5) 中的 T ∗ 修改如下：

(1) 如果 T ∗ ⩽ T1 成立, 那么 T ∗ 修改为 T1, 来满足可用度约束条件.
(2) 如果 T1 < T ∗ < T2 成立, 那么 T ∗ 保持不变, 此时, T ∗ 满足可用度约束条件.
(3) 如果 T ∗ ⩾ T2 成立, 那么 T ∗ 修改为 T2, 来满足可用度约束条件.
用 T3 和 T4 (T3 ⩽ T4) 表示方程 C(T ) = C 的两个解, 得到 T3 ⩽ T ∗ ⩽ T4. 以

C(T ) ⩽ C 为约束条件, 方程 (1.11) 中的 T ∗

A 修改如下：

(1) 如果 T ∗

A ⩽ T3 成立, 那么 T ∗

A 修改为 T3, 来满足成本率约束条件.
(2) 如果 T3 < T ∗

A < T4 成立, 那么 T ∗

A 保持不变, 此时, T ∗

A 满足成本率约束条件.
(3) 如果 T ∗

A ⩾ T4 成立, 那么 T ∗

A 修改为 T4, 来满足成本率约束条件.

1.2 带有故障修理的周期性更换策略

当产品发生故障时, 采取故障小修策略使故障产品恢复工作, 修理对产品失效率
不产生干扰. 为防止不断增加的累积修理成本, 在工作年龄 JT (J = 1, 2, · · · ) 采取
周期性更换策略.

在周期性更换策略下, 用 cM 和 cT 分别表示故障小修成本与周期性更换成本, 那么,
期望成本率为 [1-2]

C(T ) =
1

T
[cMH(T ) + cT ]. (1.14)
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最佳的周期性更换策略如下 [2]：

(1) 如果
∫

∞

0

tdh(t) > cT /cM 成立, 那么, 存在唯一有限的 T ∗ (0 < T ∗ < ∞) 满

足方程

Th(T )−H(T ) =
cT

cM
或

∫ T

0

tdh(t) = cT

cM
. (1.15)

此时, 期望成本率为

C(T ∗) = cMh(T ∗). (1.16)

(2) 如果
∫

∞

0

tdh(t) ⩽ cT /cM 成立, 那么 T ∗ = ∞. 此时, 期望成本率为 C(∞) =

cMh(∞), 表示没有必要采取周期性更换策略, 最佳的策略为故障小修策略.
例 1.2 当产品的寿命分布为威布尔分布时, F (t) = 1 − e−(λt)m (m > 1), h(t) =

mλmtm−1, H(t) = (λt)m, 根据式 (1.15) 得

T ∗ =

[
cT

(m− 1)λmcM

]1/m
. (1.17)

此时, 期望成本率为

C(T ∗) = cMmλ(λT ∗)m−1. (1.18)

表 1.2 所示为数值计算结果.

表 1.2 当 F (t) = 1− e−t2 时, 最佳的 T ∗

cT /cM 0.01 0.05 0.10 0.50 1.00
T ∗ 0.10 0.22 0.32 0.71 1.00

特别地, 当 F (t) = 1− e−λt 时, h(t) = λ, 式 (1.15) 的左边恒等于 0, 所以 T ∗ = ∞.
换而言之, 在指数型失效分布下, 没有采取周期性更换策略的必要性, 只需要采取故障小
修策略 [4-5].
此外, 对比式 (1.15) 和式 (1.5), 当 cM = cF − cT 时,

Th(T )−H(T ) ⩾ h(T )

∫ T

0

F (t)dt− F (T ),

得到最佳的周期性更换时间小于或等于最佳的年龄更换时间 [6].
以 J (J = 1, 2, · · · ) 为决策变量, 在工作年龄 JT 采取周期性更换策略. 此时, 式

(1.14) 变为

C(J) =
1

JT
[cMH(JT ) + cT ]. (1.19)
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构建不等式 C(J + 1)− C(J) ⩾ 0, 得

JH[(J + 1)T ]− (J + 1)H(JT ) ⩾
cT

cM
, (1.20)

得到不等式 (1.20) 的左边部分 L(J) 为 J 的严格单调递增函数, 且

L(J) >

∫ JT

0

[h(JT )− h(t)]dt > L(J − 1).

由此, 如果
∫

∞

0

[h(∞) − h(t)]dt > cT /cM 成立, 那么, 存在唯一有限且最小的 J∗ (1 ⩽

J∗ < ∞) 满足不等式 (1.20), 使 C(J) 达到最小, 否则 J∗ = ∞.
对于上述周期性更换策略, 在工作年龄 jT (j = 0, 1, 2, · · · , J − 1) 采取不完美的预

防性维修策略, 使产品的实际工作年龄 t 减少到维修前的 at (0 < a ⩽ 1), 那么, 期望成
本率为 [2]

C(J) =
1

JT

[
cM

J−1∑

j=0

∫ (Aj+1)T

AjT

h(t)dt+ (J − 1)cP + cT

]
, (1.21)

其中, Aj = a + a2 + · · · + aj (j = 1, 2, · · · ) 且 A0 = 0, cP 为不完美的预防性维修成本.
特别地, 当 a = 1 和 cP = 0 时, 式 (1.21) 变为式 (1.19).
最佳的 J∗ (1 ⩽ J∗ < ∞) 满足不等式

J−1∑

j=0

[∫ (AJ+1)T

AJT

h(t)dt−
∫ (Aj+1)T

AjT

h(t)dt
]
⩾

cT − cP

cM
. (1.22)

接下来, 在工作年龄 jT (j = 1, 2, · · · , J − 1) 采取不完美的预防性维修策略, 使产品
的实际失效率函数 h(t) 减少到维修前的 bh(t) (0 < b ⩽ 1), 那么, 期望成本率为 [2]

C(J) =
1

JT

[
cM

J−1∑

j=0

bj
∫ (j+1)T

jT

h(t)dt+ (J − 1)cP + cT

]
. (1.23)

特别地, 当 b = 1 和 cP = 0 时, 式 (1.23) 变为式 (1.19).
最佳的 J∗ (1 ⩽ J∗ < ∞) 满足不等式

J−1∑

j=0

[
bJ
∫ (J+1)T

JT

h(t)dt− bj
∫ (j+1)T

jT

h(t)dt
]
⩾

cT − cP

cM
. (1.24)

当产品的寿命分布为威布尔分布时, F (t) = 1− e−λtm (m > 1), 不等式 (1.22) 变为

λTm

J−1∑

j=0

(
Am

J+1 −Am
J −Am

j+1 +Am
j

)
⩾

cT − cP

cM
. (1.25)
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不等式 (1.24) 变为

λTm

J−1∑

j=0

{
bJ [(J + 1)m − Jm]− bj [(j + 1)m − jm]

}
⩾

cT − cP

cM
. (1.26)

1.3 周期性与序贯性检测策略

采取检测策略发现产品故障, 对故障产品进行维修或更换. 如何确定检测间隔
以权衡检测成本与故障停工成本, 是研究故障检测策略的基本问题. 典型的检测策
略为周期性检测策略和序贯性检测策略.

产品寿命为随机变量 X, 具有分布函数 F (t) = Pr{X ⩽ t}, 密度函数 f(t) =

dF (t)/dt, 均值 µ =

∫
∞

0

F (t)dt, 失效率函数 h(t) = f(t)/F (t). 在时间 T0, T1, · · · (T0 =

0, 且 T0 < T1 < · · · < Tk−1 < Tk < · · · ) 采取检测策略发现产品故障. 用 cT 表示检测成

本, cF 表示事后性更换成本, cD 表示单位时间故障停工成本.
当产品在时间 [Tk−1, Tk] (k = 1, 2, · · · ) 内发生故障时, 期望检测与故障停工成本为

C(Tk−1, Tk) =

∫ Tk

Tk−1

[cTk + cD(Tk − t)]dF (t). (1.27)

根据式 (1.27), 直到检测到产品故障并采取更换策略, 期望成本为 [2]

C(Tk) =
∞∑

k=0

∫ Tk+1

Tk

[cT (k + 1) + cD(Tk+1 − t)]dF (t) + cF

=
∞∑

k=0

[cT + cD(Tk+1 − Tk)]F (Tk)− cDµ+ cF ,

(1.28)

其中, Tk = (T1, T2, · · · ) 为序贯性检测时间.
求 C(Tk) 关于 Tk 的导数并令其为 0, 最佳的序贯性检测时间 T ∗

k = (T ∗

1 , T
∗

2 , · · · ) 满
足方程 [2]

Tk+1 − Tk =
F (Tk)− F (Tk−1)

f(Tk)
− cT

cD
, (1.29)

且 T ∗

k 的数值计算过程如下：

(1) 利用 cT = cD

∫ T1

0

F (t)dt 计算 T1.

(2) 根据式 (1.29) 计算 T2, T3, · · · .
(3) 计算 δk = Tk+1 − Tk, 当 δk > δk−1 时, 减少 T1, 重复步骤 (2); 当 δk < 0 时, 增

加 T1, 重复步骤 (2).



1.3 周期性与序贯性检测策略 9

(4) 按照上述步骤, 得到 T1 < T2 < · · · , 那么, T ∗

k = (T ∗

1 , T
∗

2 , · · · ), 其中, T ∗

1 = T1,

T ∗

2 = T2, · · · .
相邻两次更换的期望周期时长为

E(L) =
∞∑

k=0

Tk+1[F (Tk+1)− F (Tk)] =
∞∑

k=0

(Tk+1 − Tk)F (Tk), (1.30)

期望成本率为 [2]

C(Tk) =

cT
∞∑
k=0

F (Tk)− cDµ+ cF

∞∑
k=0

(Tk+1 − Tk)F (Tk)
+ cD. (1.31)

当 Tk = kT 时, 上述序贯性检测策略变为周期性检测策略.
例 1.3 当 F (t) = 1− e−λt 时, 式 (1.28) 变为

C(T ) =
cT + cDT

1− e−λT
− cD

λ
+ cF , (1.32)

最佳的 T ∗ (0 < T ∗ < ∞) 满足方程

eλT − (1 + λT ) =
cT

cD/λ
. (1.33)

此时, 期望成本为

C(T ∗) =
cD

λ
(eλT∗ − 1) + cF . (1.34)

表 1.3 所示为数值计算结果.

表 1.3 当 F (t) = 1− e−λt 时, 最佳的 λT ∗

λcT /cD 0.01 0.05 0.10 0.50 1.00
λT ∗ 0.14 0.30 0.42 0.86 1.15

当 F (t) = 1− e−λt 时, 式 (1.31) 变为

C(T ) =
1

T

[
cT −

(cD
λ

− cF

)
(1− e−λT )

]
+ cD. (1.35)

最佳的 T ∗ (0 < T ∗ < ∞) 满足方程

1− (1 + λT )e−λT =
cT

cD/λ− cF
. (1.36)

当 F (t) = 1 − e−λtm (m > 1) 时, 近似的 T ∗

k 满足方程 λT ∗

k ≈ (kλT ∗)1/m, 其中, T ∗

满足方程 (1.36) [7].
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若产品在时间 [Tk−1, Tk] (k = 1, 2, · · · ) 内发生故障, 且故障停工成本从 Tk−1 开始计

算, 则式 (1.28) 变为 [2]

C(Tk) =
∞∑

k=0

∫ Tk+1

Tk

[cT (k + 1) + cD(Tk+1 − Tk)]dF (t) + cF

= cT

∞∑

k=0

F (Tk) + cD

∞∑

k=0

(Tk+1 − Tk)[F (Tk)− F (Tk+1)] + cF ,

(1.37)

最佳的序贯性检测时间 T ∗

k = (T ∗

1 , T
∗

2 , · · · ) 满足方程

Tk+1 − 2Tk + Tk−1 =
F (Tk+1)− 2F (Tk) + F (Tk−1)

f(Tk)
− cT

cD
. (1.38)

当 Tk = kT 和 F (t) = 1− e−λt 时, 式 (1.38) 变为

(eλT − 1)− (1− e−λT ) =
cT

cD/λ
. (1.39)

用 T0 = 0 < T1 < · · · < TN−1 表示序贯性检测时间, 如果在 TN 没有检测到故障, 则
采取预防性更换策略, 那么, 在 TN 之前检测到故障的期望成本为

N∑

k=1

∫ Tk

Tk−1

[cTk + cD(Tk − t) + cF ]dF (t), (1.40)

在 TN 采取预防性更换策略的期望成本为

(cTN + cF )F (TN ), (1.41)

其中, cF 表示上述两种情况下的更换成本. 此时, 相邻两次更换的期望周期时长为

E(L) =
N∑

k=1

Tk[F (Tk)− F (Tk−1)] + TNF (TN )

=
N−1∑

k=0

(Tk+1 − Tk)F (Tk),

(1.42)

期望成本率为 [2]

C(Tk) =

cT
N−1∑
k=0

F (Tk)− cD
∫ TN

0
F (t)dt+ cF

N−1∑
k=0

(Tk+1 − Tk)F (Tk)

+ cD. (1.43)

当 Tk = kT 和 F (t) = 1− e−λt 时, 式 (1.43) 变为

C(T ) =
cT

T
− 1

λT
(1− e−λT )

(
cD − λcF

1− e−λNT

)
+ cD. (1.44)


