
 

第 1 章   极限与连续 

1.1  极限的概念与定义 

极限是微积分的基础，其基本概念与定义具有至关重要的作用。一般来说，极限主要描述了一

个数列或函数在某一点或无穷远处的趋向行为。具体定义如下。 
数列极限：对于数列{ }na ，如果存在实数 L，对于任意给定的正数 （无论多么小），总存在正

整数 N，使得当 n N 时， | |na L   ，称 L是数列{ }na 的极限，记作 lim n
n

a L



∞

。 

函数极限：设函数 ( )f x 在点 0x 的某一去心邻域内有定义， A为常数，如

果对于任意给定的正数  ，总存在 0 （ ），使得当 00 | |x x    时， 

| ( ) |f x A   ，那么称 A为函数 ( )f x 在 0x 处的极限，记作
0

lim ( )
x x

f x A


 。 

无穷小量：如果一个数列或函数的极限等于 0，那么我们称这个数列或函

数为无穷小量。 

无穷大量：如果一个数列或函数的绝对值的极限等于无穷大，那么我们称

这个数列或函数为无穷大量。 

极限的存在性是需要证明的，而且并非所有的数列或函数都有极限。此

外，极限存在不代表函数在极限点处有定义。极限的概念帮助我们理解无限

的概念，并为微积分中的许多其他重要概念提供了基础，例如连续性、微分

和积分。 
在接下来的章节中，我们将详细讨论极限的性质以及极限与连续的关系，

以深化读者对这一重要概念的理解。 

1.2  极限的性质 

极限的性质是处理极限问题的重要工具，也是微积分理论的基石。在了解极限的定义之后，我

们可以研究极限的一些基本性质，这些性质将为求解具体的极限问题时提供帮助。以下是极限的一

些基本性质。 
唯一性：如果数列或函数在某一点的极限存在，那么这个极限是唯一的。换言之，不可能有两

个不同的数都是同一个数列或函数的极限。 
有界性：如果数列或函数在某一点有极限，那么在这一点的某个邻域内，数列或函数必定是有

界的。 
保序性：如果两个数列或函数在某一点的极限存在，并且在这一点的某个邻域内数列或函数保

持某种序关系，那么这种序关系在极限处依然保持。 
算术运算性质：极限可加、可减、可乘、可除。也就是说，如果两个数列或函数都在某一

点有极限，那么它们的和、差、积、商（除数不为 0）在这一点的极限等于这两个极限的和、差、

积、商。 
夹逼定理：如果函数 ( ) ( ) ( )f x g x h x、 、 满足 ( ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤ 且

0

lim ( )
x x

g x



0

lim ( )
x x

h x a


 ，那么
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0

lim ( )
x x

f x a


 。 

以上只是极限的一些基本性质，实际上极限的性质还有很多，例如复合函数的极限性质、极限

与无穷小量的关系等。了解这些性质能够帮助我们更好地理解和应用极限这一概念。 

1.3  连续的概念与定义 

在微积分中，连续性是一个重要的基本概念，它是描述函数在某点附近行为的方式。下面给出

函数在某一点处连续的定义。 
假设函数 ( )f x 定义在某区间 I 上，如果对于 I 上的一个点 c， x c 处的极限值等于函数在该点

的函数值 ( )f c ，即 
lim ( ) ( )
x c

f x f c


  

则称函数 ( )f x 在点 c处连续。换句话说，函数在某点连续意味着函数在这一点的行为是可预测的，

没有跳跃或突变。 
更进一步，如果函数 f 在区间 I 的所有点上都连续，那么就说函数 f 在 I 上连续。 
另一种直观的理解是，如果函数图像是一条不断的曲线，那么这个函数就是连续的。 
这个概念在微积分中至关重要，因为许多微积分的基本理论（如中值定理、微分定理、积分定

理等）都需要函数的连续性这个前提条件。 

1.4  连续的性质 

连续函数具有以下一些重要的性质，这些性质对连续函数的分析和处理非常有用。 
介值定理：如果函数 f 在闭区间 [ , ]a b 上连续，且对于某些 c， ( ) ( )f a c f b  ，那么在区间 ( , )a b

内存在某点 x，使得 ( )f x c 。换句话说，连续函数能够取到其最大值和最小值之间的任何值。 
最值定理：如果函数 f 在闭区间 [ , ]a b 上连续，那么 f 在 [ , ]a b 上必然可以取到最大值和最小值。

这个定理说明，任何在闭区间上连续的函数其图像都是“封闭”的，不会“逃逸”到无穷大或无穷小。 
运算法则：连续函数的和、差、积、商（除数不为 0）都是连续的。这意味着如果有两个连续

函数，可以将它们相加、相减、相乘、相除（除数不为 0），其结果仍然是连续的。 
复合函数的连续性：如果函数 g在点 a处连续，函数 f 在点 ( )g a 处连续，那么复合函数 ( ( ))f g x

在点 a处连续。 
反函数的连续性：如果函数 f 在闭区间 I上单调连续，那么它的反函数在其值域上连续。 
这些性质在高等数学中有着广泛的应用，特别是在微分学、积分学和微分方程等领域。 

1.5  极限与连续的关系 

极限与连续的概念是微积分的基础，并且它们之间存在密切的关系。这种关系在定义连续函数

时就体现出来了。 
定义连续：一个函数 ( )f x 在点 0x x 上连续，如果满足以下条件： 
（1）函数 ( )f x 在点 0x x 处有定义； 
（2）函数在点 0x x 处的左极限和右极限都存在且相等； 
（3）函数在点 0x x 处的值等于该点的极限。 
换句话说，一个函数在某一点连续，也就是当自变量无限接近这一点时，函数的值也无限接近

于该点的函数值。这就是极限与连续性之间的基本关系。 
此外，极限与连续还在以下几个重要的定理中展示了它们的关系。 
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介值定理：如果函数在闭区间 [ , ]a b 上连续，并且 ( )f a 不等于 ( )f b ，那么对于任意介于 ( )f a 和

( )f b 之间的数都有一个 c属于[ , ]a b ，使得 ( )f c 等于该数。这个定理的证明依赖于连续函数的极限性质。 
最值定理：一个在闭区间 [ , ]a b 上连续的函数必定在该区间上有最大值和最小值。这个定理的证

明也利用了极限的性质。 
零点定理：如果闭区间 [ , ]a b 上的连续函数 f 在两个端点上的函数值异号，即 ( ) ( ) 0f a f b  ，那

么开区间 ( , )a b 内至少存在一点 ，使得 ( ) 0f   。这个定理的证明依赖于连续函数的介值定理，而

介值定理又与极限的概念密切相关。 
在高等数学的许多领域中，极限与连续都起着重要的作用。理解它们的关系可以帮助我们更好

地理解并应用这些概念。 

1.6  铁人三项中的最佳体能分配简化模型和数值计算实践 

铁人三项是一种极限体能挑战，由游泳、自行车骑行和跑步 3 个连续项目组成。对于参加者来

说，最佳的体能分配对于取得优良成绩至关重要。如何使用极限的概念来解决这个问题呢？ 
首先，可以将铁人三项的每个项目都视为一个变量，我们要找的就是这 3 个变量的最佳组合，以

达到整体完成时间的极限（也就是最小值）。为了找到这个组合，我们可以借助微积分中的极值理论。 
具体来说，我们可以设定一个函数，该函数的输入是针对 3 个项目的体能分配，输出是预期的

完成时间。这个函数会在某一体能分配下达到极小值。这个极小值的位置就是最佳的体能分配。 
然而，这个函数非常复杂，涉及许多因素，比如参赛者的体能、天气、路线等。要找到这个函

数的极小值，需要借助高级的优化算法，比如梯度下降法。 
更具体的方法可能是通过训练和比赛的数据建立一个模型来预测不同体能分配下的完成时间，

然后使用优化算法找到使完成时间最短的体能分配。这样的优化问题在实际生活中经常出现，解决

这类问题的方法也是高等数学的一个重要应用。 
通过这个案例，我们可以看到极限概念在实际问题中的应用，也可以看到高等数学在体育等领

域的应用。 

上述的数学表达 

我们可以使用微积分中的最优化理论。设 ( , , )F x y z 是完成铁人三项的总时间， x、 y、 z分别

代表在游泳、自行车骑行和跑步上分配的体能比例。 
我们的目标是找到一组体能分配组合 ( , , )x y z ，使得 ( , , )F x y z 达到最小。形式上，这是一个优化

问题，可以用拉格朗日乘数法来解决，因为体能分配有一个限制条件： 1x y z   。 
拉格朗日函数为 ( , , , ) ( , , ) (1 )L x y z F x y z x y z      。我们要找到使得 L取得极小值的 x、y、

z和  。 
为了找到最小值，我们需要找到满足以下条件的点 ( , , , )x y z  ： L对 x、 y、 z和  的偏导数等

于 0。形式上，这组条件可以表示为 

 0

0

0

1 0

L F

x x
L F

y y

L F

z z
L

x y z









     
     


      

     


 

在满足这 4 个条件的点处， L有可能取得极小值。 
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数值计算实践 

扫描下方二维码可查看代码。在这个 Python 示例代码中，通过优化模块找到最佳的体能分配方

案，以最小化完成时间。使用 NumPy 和 SciPy 库定义了计算完成时间和优化函数。利用 SciPy 库的

minimize 函数，结合约束条件和初始条件，找到最佳的体能分配组合。程序输出了最佳的体能分配

组合和对应的最短完成时间。最后使用 Matplotlib 绘制了柱状图，展示了体能在不同项目间的最佳

分布，如图 1.1 所示。标题和标签提供了更好的可读性。 
 

 
                         图 1.1  体能的最佳分配 

 

得出： 
最佳体能分配组合：[3.29142269e–11 3.37022910e–11 1.00000000e+00] 
最短完成时间：60053572137.93414 
此图形展示了最佳体能分配中每个项目的比例。在代码中，我们需要将 res.x 替换为优化结果。 

1.7  轰炸机的投弹轨迹简化模型和数值计算实践 

轰炸机在飞行过程中投掷炸弹，投弹轨迹是受到重力和空气阻力等因素影响的复杂曲线。如何

通过数学的方法得到这一曲线呢？ 
首先，需要建立一个模型来描述炸弹的飞行轨迹。在这个模型中，炸弹的速度、高度，以及受

到的重力和风阻等都是变量。一种常见的方法是使用微分方程来描述这个过程，其中炸弹的加速度

是关于重力和空气阻力等因素的函数。 
然后，需要解这个微分方程。在理想情况下，如果忽略风阻等因素，这个微分方程可以直接解

出，得到的解是一个抛物线，也就是说投弹轨迹是一条抛物线。然而，在实际情况下，空气阻力等

因素不能忽略，这时微分方程的解往往需要通过数值方法求出。 
一旦找到了这个轨迹，投弹时，就可以通过调整投掷的角度和速度使炸弹落在目标位置。这就

涉及极值问题，也就是如何选择投掷的角度和速度，使得炸弹落到目标位置的概率达到极大。 
通过这个案例，可以知晓微分方程和极值思想在军事技术中的应用，也可以得知数学与实际问

题的紧密联系。 
上述的数学表达 
对于这个问题，首先需要理解两个主要的力对炸弹的作用。这两个力是重力和空气阻力。重力

的方向是向下的，大小为mg ，其中m是炸弹的质量， g是重力加速度。空气阻力通常会与炸弹的

速度成正比或者与速度的平方成正比，大小为 cv或者 2cv ，其中 c是阻力系数， v是速度。 
考虑到这两个力的作用，我们可以得到描述炸弹飞行过程的微分方程。例如，如果我们假设空

气阻力与速度成正比，那么得到的微分方程是 
d
 
d

v
m mg cv
t
   

 

 
 

示例代码 
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这是一个一阶线性微分方程，我们可以用数学的方法来解出。 
然后，我们需要找到满足特定条件（例如，炸弹落在目标位置）的解，这就需要我们解决一个

极值问题。例如，我们可能需要找到一个角度 ，在这个角度下投掷炸弹，炸弹的落点距离目标位

置的距离最小。这可以通过解决下面的优化问题来实现： 
min ( )f   投掷炸弹后的落点 目标点  

其中， f 是目标函数，我们需要找到最小化这个函数的 。这个问题可以通过优化算法来解决，

例如梯度下降法。 
最后，通过这种方式，我们可以找到一个最优的角度，使得炸弹能够准确地落在目标位置。这

个过程显示了微分方程和优化问题在实际问题中的重要应用。 
数值计算实践 
实际编程环境中，模拟这样的问题可以涉及使用数值解法求解微分方程，比如欧拉方法或者

Runge-Kutta 方法。这里我们简化问题，假设空气阻力与速度成正比，而且仅在 2D 平面进行投掷。 

扫描下方二维码可查看代码。在这个 Python 示例代码中，通过微分方程来模拟炸弹的飞行轨迹，

并绘制出飞行路径。使用 NumPy 和 Matplotlib 库定义了物理常数和微分方程，其中微分方程描述了

炸弹在空中的运动情况，考虑了重力和空气阻力。设置了初始条件，包括位置和速度，并生成时间

向量。通过调用 odeint 函数求解微分方程，得到炸弹在不同时间点的位置和速度信息。最后，使用

Matplotlib 绘制飞行轨迹图，其中 x轴表示水平位置，y轴表示垂直位置，如图 1.2 所示。 
 

 
 

图 1.2  炸弹轨迹 
 

1.8  攀登山峰时的营地选择简化模型和数值计算实践 

在登山过程中，如何选择营地是一个十分重要的问题，因为营地位置的选择不仅会影响登山者

的安全，还会影响登山的进度和成功率。 
我们可以使用高等数学中的极限和连续的概念来帮助我们选择营地。以攀登珠穆朗玛峰为例，

首先，我们可以通过观测和测量，获取珠峰各个高度处的气温、风力、降雪量等数据，然后利用这

些数据建立模型。这些模型通常会表现为一些函数，用以表示气温、风力、降雪量等与高度的关系。 
我们可以利用极限的概念来考虑一些极端情况。例如，如果气温降到了极限低温，或者风力达

到了极限大风，那么哪些位置会成为危险的营地。另外，我们也可以利用连续的概念来考虑气温、

风力、降雪量等随着高度的连续变化，从而找出可能的安全营地。 
这个案例展示了极限与连续在登山策略选择中的应用，也展示了高等数学与实际问题的紧密联系。 
上述的数学表达 
我们可以用函数 ( )T h 、 ( )W h 和 ( )S h 来表示气温、风力和降雪量随高度 h的变化。我们的目标

 

 
 

示例代码 
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是找到一组高度 h，使得 ( )T h 、 ( )W h 和 ( )S h 满足安全的条件。这是一个约束优化问题，可以用拉

格朗日乘数法来解决。 
设 1 2 3 1 0 2 0 3 0( , , , ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]L h h T T h W W h S S h            。其中， 0T 、 0W 和 0S 是气温、

风力和降雪量的安全阈值， 1  、 2 和 3 是拉格朗日乘数。 
我们的目标是找到一组 h和  ，使得 L达到最大。形式上，我们需要找到满足以下条件的点： 

1 2 3

0
1

0
2

0
3

d ( ) d ( ) d ( )
1 0

d d d

 ( ) 0

  ( ) 0

 ( ) 0

L T h W h S h

h h h h
L

T T h

L
W W h

L
S S h

  







     
   

    


    


 

在满足这 4 个条件的点处， L函数可能达到最大值，这就是可能的营地位置。 
然而，真实的情况可能复杂得多，因为气温、风力和降雪量可能与时间和地点等其他因素有关，

而且可能不是连续的。在这种情况下，我们需要借助更复杂的数学模型和算法，例如非线性优化或

者模拟退火等。 
数值计算实践 
这个问题实际上非常复杂，并且可能涉及大量的环境数据和地形数据。在现实情况下，可能需

要专门的地理信息系统（GIS）软件和复杂的数据分析方法来解决。然而，为了说明问题，我们可

以使用一个简化的模型和方法。 
假设我们有一份数据，记录了每个高度的风力和降雪量。我们的目标是找到一个最佳的营地，

即在该营地，风力和降雪量都在可接受的范围内，并且尽可能高。 

扫描下方二维码可查看 Python 示例代码。使用 NumPy 和 Matplotlib 来处理这个问题，这个脚本首

先生成了一些假设的风力和降雪量数据，然后找出了所有可接受的营地，并从中选择了最高的一个。最

后，它绘制了风力和降雪量随高度变化的图像以及最佳营地的位置，如图 1.3 所示。 
 

 
  

图 1.3  风力和降雪量随高度的变化及最佳营地位置 

1.9  极限在经济学中的应用简化模型和数值计算实践 

经济学中有一个非常重要的概念，叫作边际效应。边际效应描述的是增加一单位的投入能够产

生的效果或收益。边际效应往往随着投入的增加而递减，这也就是所谓的“边际递减效应”。 
让我们以一个具体的例子来看看极限在经济学中的应用。假设一家公司生产和销售一种产品，

 

 
 

示例代码 
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公司需要确定生产和销售的产品数量。公司的目标是利润最大化，而利润等于收入减去成本。 
公司的收入随着销售量的增加而增加，但是每增加一单位的销售量，增加的收入（边际收

入）会逐渐减少，原因是当市场上的产品过多时，公司需要降低价格来吸引消费者。 
同时，公司的成本也随着生产量的增加而增加。但是每增加一单位的生产量，增加的成本（边

际成本）可能会增加，也可能会减少，这取决于生产规模的经济（生产规模越大，单位成本越低）

和不经济（生产规模过大，单位成本反而会增加）。 
至此，公司的利润最大化问题就变成了找到使边际收入和边际成本相等的生产和销售量的问

题。这个问题可以使用极限的概念来解决。具体来说，我们可以定义边际收入和边际成本为函数，

然后找到使这两个函数相等的点，这个点就是利润最大化的生产和销售量。 
这个案例说明了极限概念在经济学中的重要性，也展示了高等数学在解决实际问题中的重要作用。 
上述的数学表达 
这个问题的数学表达可以描述为找到函数的极大值或极小值的问题。假设我们有收入函数 ( )R q 和

成本函数 ( )C q ，其中 q是生产和销售量。我们的目标是找到使最大化利润 ( ) ( ) ( )P q R q C q  实现的 q。 
首先，我们需要找到收入函数 ( )R q 和成本函数 ( )C q 的导数，也就是边际收入 MR( )q 和边际成

本 MC( )q 。边际收入和边际成本分别表示每增加一单位生产和销售的数量，收入和成本增加的数量。

在微积分中，这被称为函数的导数。 
d ( ) d ( )

MR( ) MC( )
d d

R q C q
q q

q q
 ，  

为了利润最大化，我们需要找到使得边际收入等于边际成本的生产和销售的数量。这意味着我

们需要找到满足以下条件的 q： 

MR( ) MC( )q q  

在实际中，我们还需要考虑收入和成本函数的形状，可能需要求解这个等式，找到满足条件

的 q。如果这个等式不能直接求解，我们可能需要用数值方法，如牛顿法来求解。 
这个过程就是极限和导数在经济学中的应用。通过找到使得边际收入等于边际成本的生产和销

售的数量，从而使公司实现利润最大化。 

数值计算实践 
我们可以使用 Python 来模拟这个问题。首先，我们定义边际成本和边际收

入的函数。然后，我们计算总收入和总成本，并找到最大利润点。 

扫描右侧二维码可查看 Python 示例代码，这个代码首先定义了边际成本和

边际收入的函数，其次计算了总成本和总收入，再次计算了利润，并找到了最

大利润点，最后它绘制了总成本、总收入和利润随生产量变化的曲线，以及最

大利润点的位置，如图 1.4 所示。 
 

 
 

图 1.4  总成本、总收入与利润的变化曲线及最大利润点 

 

 
 

示例代码 
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这个例子展示了如何使用极限的概念来解决实际的经济问题。然而，这个例子非常简单，实际

的经济问题可能会涉及更多的变量和更复杂的函数。 

1.10  光纤传输数据的极限速度应用和 

简化模型及数值计算实践 

光纤是现代通信网络一种重要的传输介质，它具有传输距离远、抗干扰能力强、传输速度快等

优点。然而，光纤传输数据的速度并非是无限大的，其受到一些因素的限制，并有一定的极限值。

接下来，我们将探讨这个极限是如何形成的以及影响它的主要因素。 
在光纤中，光信号以光脉冲的形式传输数据。每一个光脉冲代表一个比特（bit），即 0 或 1。理

论上，光脉冲的间隔越短，传输的数据量就越大。然而，由于光脉冲间过短的间隔会导致相互干扰，

也就是所谓的串扰，因此光脉冲的间隔不能无限缩小。这就形成了光纤传输数据的一个极限。 
设信号的频率为 f ，光脉冲的频率为 2 f 。由于每个光脉冲代表 1 bit，因此数据传输速率 R（单

位：bit/s）可以表示为 
  2R f  

然而，在实际的光通信中，由于存在各种噪声和干扰，信号的质量并不能完全由光脉冲的频率

来决定。这就需要考虑信噪比（SNR）。在光通信中，最常用的 SNR 衡量标准是比特错误率（bit error 

rate，BER）。 
假设信道的信噪比为 SNR，光脉冲的能量为 E，噪声的单边功率谱密度为 0N ，那么数据传输

速率的理论极限可以用香农公式表示为 
max 2   log 1 )R( SNR f   

其中， 0SNR /E N 。香农公式给出了在给定信噪比的情况下信道的最大数据传输速率，而不

是实际的数据传输速率。实际的数据传输速率可能会受到各种因素的影响，如光源的稳定性、光纤

的损耗、接收器的灵敏度等。 
另一个影响光纤传输数据极限的因素是光纤中的衰减和色散。光在光纤中传播时会逐渐减弱，

这就是光纤的衰减。而色散是指不同颜色（即不同波长）的光在光纤中的传播速度不同，导致光脉

冲的形状和位置发生变化，从而影响数据的接收。为了避免衰减和色散的影响，必须定期设置光放

大器和色散补偿器，但这会增加系统的复杂性和成本。 
光纤传输数据的极限速度是一个由多种因素决定的极限问题。这个问题体现了极限在通信工程

中的重要应用，也是一个需要运用高等数学工具解决的实际问题。深入研究这个问题可以提高光纤

通信系统的性能，推动通信技术的进步。 
数值计算实践 
在此问题中，香农定理是关键，它告诉我们在给定信噪比的情况下信道的最大数据传输速率是

多少。然而，由于这是一个理论上的极限，因此无法通过编程模拟来达到。也就是说，这个极限并

不是通过调整某些参数就可以达到的，而是由物理法则决定的。实际上，当前光纤通信系统的数据

传输速率还远远低于香农极限。 
尽管如此，我们仍然可以使用编程和图像来直观地理解香农定理。扫描下方二维码可查看 Python

示例代码，用于绘制数据传输速率与信噪比的关系图像，在图 1.5 中，横轴表示信噪比（线性尺度），

纵轴表示最大数据传输速率（单位：bit/s）。可以看到，随着信噪比的增加，最大数据传输速率也在

增加，但是增加的速度逐渐变慢，最终趋向于一个极限值。这个极限值就是香农极限，它由信道的

带宽和信噪比决定。 

这个例子只是一个理论模型，实际的光纤通信系统可能会受到很多其他因素的影响，如光纤的

损耗、设备的性能、环境的干扰等，因此实际的数据传输速率低于香农极限。 
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                    图 1.5  数据传输速率与信噪比的关系 

 

1.11  AI 深度学习中的极限问题应用和 

简化模型及数值计算实践 

深度学习是人工智能（AI）领域的一项重要技术，它基于人工神经网络进行建模，通过对大量

数据的学习和训练，实现了语音识别、图像识别、自然语言处理等多种任务。然而，深度学习模型

的训练过程存在“梯度消失”的问题，这是一个典型的极限问题。 
在深度学习模型的训练过程中，我们需要优化一个损失函数，以达到模型的最佳性能。优化的

方法通常是通过计算损失函数关于模型参数的梯度（即偏导数），然后更新模型参数以减小损失函数

的值。然而，在深度神经网络中，由于每一层的输出都是下一层输入的函数，因此梯度是所有层的

偏导数的乘积。如果这些偏导数的绝对值都小于 1，那么随着层数的增加，梯度的值将趋于零，这

就是梯度消失问题。 
梯度消失问题导致深度神经网络的训练变得困难，因为当梯度接近 0 时，模型参数的更新将非

常缓慢，甚至停止更新。为了解决这个问题，研究者提出了多种方法，如 ReLU 函数、初始化权重

策略、正则化技术、优化器选择等。 
我们以简单的全连接神经网络为例来说明梯度消失的问题。考虑一个全连接神经网络，它由 L

层组成，每一层都使用 sigmoid 函数作为激活函数，代价函数是均方误差。 
设 L为神经网络的某一层， La 代表该层的激活值， Lz 代表该层的输入值， Lw 和 Lb 分别代表该

层的权重和偏置， 1La  和 1Lz  则分别代表下一层的激活值和输入值。神经网络的前向传播可以表

示为 
1 1 1sigmoid( )L L L L L Lz w a b a z      

其中，sigmoid 函数的表达式为 

1
sigmoid( )

(1 e )z
z





 

sigmoid 函数的导数可以表示为 

sigmoid ( ) sigmoid( ) [1 sigmoid( )]z z z     

假设神经网络的代价函数为均方误差： 

21
  

2
( )LC y a   

其中， y是真实值； La 是神经网络的输出值。 
代价函数关于 Lz 的梯度为 

 

 
 

示例代码 



  

 

10 科技应用实践数学 

L
LC
a y

z

     
 

代价函数关于 Lw 的梯度为 

1
L L

LC C
a

w z
           

 

代价函数关于 1Lz  的梯度为 

 
1

1sigmoid
L L

L LC C
w z

z z


           

 

可以看出，当我们计算更早层的梯度时，需要将下一层的梯度乘以权重和 sigmoid 函数的导数。

如果权重和 sigmoid 函数的导数的绝对值都小于 1，那么梯度将会在反向传播的过程中迅速减小，造

成梯度消失。 
AI 深度学习中的梯度消失问题是一个极限问题，也是一个需要运用高等数学工具解决的实际问

题。这个问题体现了极限概念在人工智能领域的重要应用，也是推动 AI 技术进步的重要问题。 
数值计算实践 
我们可以通过编程模拟一个多层神经网络的梯度传播过程来观察梯度消失现象。这里我们将创

建一个深度全连接神经网络，并使用随机数据进行一次反向传播，然后观察每一层的梯度。 
扫描下方二维码可查看代码。这个 Python 示例代码展示了在深度神经网络中出现的梯度消失问

题。通过使用 NumPy 和 Matplotlib 库，我们定义了 sigmoid 函数及其导数，搭建了一个包含 10 层、

每层 50 个节点的深度神经网络。利用随机初始化的权重和激活值进行前向传播和反向传播。反向传

播过程存储了每一层的梯度。通过绘制图表，以对数缩放的方式展示不同层中的平均梯度值变化情

况，从而呈现深度神经网络中梯度逐渐消失的现象。 
在图 1.6 中，横轴表示网络的层数，纵轴表示梯度绝对值的均值。可以看到，从输出层到输入

层，梯度的值迅速减小，表现出了梯度消失的现象。这是因为在每一层，梯度都与权重和 sigmoid

函数的导数相乘，而这两个因子的值都小于 1，因此梯度在反向传播过程中迅速减小。 
 

                 
 

                    图 1.6  深度神经网络中出现的梯度消失问题 
 

1.12  移动通信中的信号衰减应用和 

简化模型及数值计算实践 

移动通信技术在现代生活中扮演着重要的角色，它依赖无线电波来传输语音、文本、图片和视

频等数据。然而，当无线电波在空气中传播时，其能量会随着距离的增加而逐渐减少，这种现象被

称为信号衰减。 
信号衰减的速率用数学模型来描述，这个模型通常包括一个或多个参数，如距离、频率和环境

 

 
 

示例代码 
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条件等。一般情况下，信号的功率密度会按照距离的平方的倒数进行衰减，这被称为自由空间路径

损耗模型。然而，在实际的无线通信系统中，信号的衰减速度通常比这个模型预测的要快，这是因

为有很多其他因素会导致额外的信号损耗，如建筑物、地形、大气和天气条件等。 
信号衰减模型的一个重要应用是无线通信网络的设计和优化。例如，移动通信网络的基站

布局需要考虑到信号的覆盖范围和衰减特性，以确保用户可以在网络覆盖区内获得满意的通信

服务。此外，无线通信设备的功率控制也需要考虑信号的衰减特性，以达到有效的能源利用和

降低干扰。 
这个问题可以转化为一个优化问题。假设我们有 N个可能的基站位置、M个用户，我们的目标

是最小化总的传播损失和建设成本，同时满足每个用户的服务需求。 
假设 ix 表示是否在第 i个位置建立基站，它是一个二进制变量，如果在该位置建立基站则 1ix  ，

否则 0ix  。 ijy 表示第 i个基站是否服务第 j个用户，它也是一个二进制变量，如果第 i个基站服务

第 j个用户则 1ijy  ，否则 0ijy  。 ijL 表示第 i个基站到第 j个用户的信号传播损失， iC 表示在第 i

个位置建立基站的成本。 
我们的目标函数可以表示为 

1 1 1

min
N N M

i i ij ij

i i j

C x L y
  

   

其中 

1

1( 1, , )
N

ij
i

y j N


 ≥  

这个问题是一个混合整数优化问题，可以通过现有的优化工具进行求解。 
至于无线通信设备的功率控制问题，设 ip 表示第 i个基站的发送功率， ijg 表示第 i个基站到第 j

个用户的信号增益， jn 表示第 j个用户的噪声功率，我们的目标是使得所有用户的信噪比满足一定

的阈值 T： 

( 1, , , 1, , )ij
i

j

g
p T i N j M
n

  ≥  

这也是一个优化问题，可以通过调整每个基站的发送功率 ip 来求解。 
极限在信号衰减的描述和分析中起到了关键作用。当距离趋于无穷大时，信号的功率密度将趋

于 0，这就是一个典型的极限问题。通过理解和应用极限的概念，我们可以更准确地描述和预测信

号的衰减特性，从而优化无线通信网络的性能。 
数值计算实践 
以上所描述的问题都是优化问题。对于第一个问题，我们可以使用整数线性规划（Integer Linear 

Programming，ILP）进行求解。对于第二个问题，我们可以通过求解非线性规划问题来确定每个基

站的功率。 
由于这些问题都涉及求解优化问题，因此在实际的编程实践中，我们需要借助专门的优化库，

如 Python 的 SciPy 库或 CVXPY 库。这些问题的求解都涉及复杂的数学运算，以及对优化理论的深

入理解。 
扫描下方二维码可查看代码。这个 Python 示例代码使用 CVXPY 库来解决基站位置优化问

题。假设有一些可能的基站位置和用户，以及基站的建设成本和信号传播损失。通过二进制变

量 x表示是否在每个位置建立基站，二维二进制变量 y表示每个基站是否服务每个用户。程序使

用 CVXPY 库定义了目标函数、约束条件和求解问题。在绘图部分，实心圆圈表示可能的基站

位置，而空心圆圈表示最佳的基站位置，如图 1.7 所示。程序输出了最优值，即最佳变量 x 和 y

的取值。 
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图 1.7  可能的基站位置及最佳的基站位置 

 

1.13  自动驾驶技术中传感器的感知范围应用和 

简化模型及数值计算实践 

在自动驾驶技术中，传感器如雷达、激光雷达、摄像头等，是非常重要的组成部分。它们向车

辆提供了对环境的感知能力，帮助车辆识别和跟踪周围的物体，如其他车辆、行人、路标等。传感

器的感知范围，即传感器可以有效检测到物体的最大距离，是一个关键参数。在此背景下，我们可

以提出一个典型的极限问题：当物体与传感器的距离越来越大时，传感器能否有效地检测到物体？ 
为了解决这个问题，我们需要了解传感器的工作原理。雷达和激光雷达都是通过发射电磁波或

激光脉冲然后接收反射回来的信号来检测物体的。由于传播的信号会随着距离的增加而衰减，因此

当物体与传感器的距离足够大时，反射回来的信号可能会低于传感器的检测阈值，导致无法有效地

检测到物体。这就是一个典型的极限问题：当距离趋于传感器的最大感知范围时，反射回来的信号

强度趋于传感器的检测阈值。 
在实际的自动驾驶系统中，这个极限问题需要通过设计和优化传感器的参数以及处理反射信号

的算法来解决。例如，提高传感器的发射功率可以增加反射回来的信号强度，从而增大感知范围；

优化信号处理算法可以提高检测的灵敏度，从而在低信号强度下仍然能够有效地检测到物体。 
设  d 是感知范围，P是传感器的发射功率，A是接收到的信号强度，我们需要找到最优的 P 使

得 A保持在一个可以接受的阈值  T 以上，从而确保感知范围 d 的最大化。 
这个优化问题的数学形式为 

max d  

2
s.t.

P
T

d
≥  

这是一个约束优化问题，它反映了信号强度 A 随着距离 d 平方的增大反向减小的物理定律（称

为反距离平方定律）。 
此外，为了提高在低信号强度下的检测能力，我们可以考虑使用阈值函数（threshold function）。

假设  x 是接收到的信号强度，我们可以定义一个阈值函数  f x ，当 x 大于一个给定的阈值T 时，

 f x 返回 1，表示物体被检测到；当 x小于T 时，  f x 返回 0，表示物体没有被检测到。 

 

 
 

示例代码 
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 
1,

0,

x T
f x


 


≥

其他
 

选择合适的阈值  T 是关键，它需要权衡检测率（即正常情况下物体被正确检测出的概率）和误

报率（即没有物体但是被错误检测出的概率）。这可以通过 ROC 曲线（接受者操作特征曲线）来进

行选择，ROC 曲线描述了检测率和误报率之间的关系。 

数值计算实践 
这是一个求解非线性规划问题的例子，可以使用 Python 的 SciPy 库进行求解。扫描下方二维码

可查看代码。 
首先，定义了一个目标函数和一个约束条件。目标是最大化目标函数，而约束条件则涉及目标

函数中的参数。接着，使用 minimize 函数求解问题，并输出最优值以及最优变量。可视化部分绘制

了目标函数和约束条件随参数变化的图形。图 1.8（a）显示了目标函数值随参数变化的趋势，并标

出了最优解。图 1.8（b）显示了约束函数值与参数的关系，并在约束条件界限处标出了虚线。 

得出： 
最优值：3.1622776382067648 
最优变量 d：[3.16227764] 
这里，我们首先在 0.1 到 10 之间生成了一些 d 的值，然后计算了在这些

d 下目标函数和约束函数的值。最后，我们分别画出了目标函数和约束函数

的变化趋势，并在图中标出了最优解，如图 1.8 所示。 
 

 
 

图 1.8  目标函数和约束条件的变化趋势与最优解 
 

1.14  极限在化学反应速率中的应用和 

简化模型及数值计算实践 

化学反应速率是反应过程中反应物质的消耗速度或产物的生成速度。在许多实际场景中，化学

反应的速率可能会随着反应的进行而改变，这就涉及极限的概念。 
一个常见的例子是一阶反应。一阶反应的反应速率与反应物的浓度成正比，随着反应的进行，

反应物的浓度逐渐减小，反应速率也会逐渐降低。在这个过程中，我们可以定义一个极限情况，即
当反应物的浓度趋近于 0 时，反应速率也会趋近于 0。 

一阶反应的反应速率  v被定义为 

 

 
 

示例代码 
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[ ]v k A  

其中，  v是反应速率；  k 是反应速率常数； [ ]A 是反应物 A的浓度。 
因此，反应速率与反应物 A的浓度直接相关。 
随着反应的进行，反应物 A的浓度逐渐减小，所以反应速率也会逐渐降低。根据一阶反应的规

律，反应物 A的浓度以指数方式减小，可以用下面的公式表示： 

0[ ] [ ]e ktA A   

其中， 0[ ]A 是反应开始时刻反应物 A的浓度； t是反应时间。 
当反应进行到一定程度时，[ ]A 会趋近于 0，根据反应速率公式，此时的反应速率 v也会趋近于

0。这就是一阶反应的一个极限情况。 
极限概念在这里的应用有两个方面： 
（1）在实际应用中，我们可以通过这种方式预测反应的结束时间。当反应速率趋近于 0 时，我

们可以认为反应已经基本完成。这在化学制药、材料合成等领域有重要应用。 
（2）在理论研究中，这种极限分析的方法可以帮助我们理解反应机理，预测反应过程，并为优

化反应条件、提高产率等提供理论依据。 
这个案例展示了极限在化学反应研究和工程实践中的应用。 
数值计算实践 
这个问题主要涉及反应动力学，我们可以使用 Python 来模拟一阶反应过程并进行可视化展示。

扫描下方二维码可查看代码。 
在这个 Python 示例代码中，首先定义了一阶反应的参数，包括反应速率常数 k和初始反应物

浓度 0A 。其次，定义了反应进行的时间，从 0 到 20 单位时间。再次，根据一阶反应的公式计算了

反应物的浓度[A]和反应速率 v。最后，绘制了反应物浓度和反应速率随时间变化的图像，如图 1.9
所示。 

 

               
 

图 1.9  反应物浓度与反应速率随着时间变化的曲线 
 

可以看到，随着时间的推移，反应物的浓度逐渐降低，反应速率也逐渐降低，最终趋向于 0。

这就是一阶反应中的极限情况。 

1.15  极限在物理中的应用和简化模型及数值计算实践 

在物理学中，极限概念的应用十分广泛，其中一个显著的例子就是在热力学中寻找绝对零度。

绝对零度，定义为 0 K，是热力学温度的最低可能值，它代表着一个理论极限——在这个温度下，

粒子的热运动几乎停止。 
然而，实际上，绝对零度是一个不可能实现的极限。这涉及第三定律，也就是无法在有限的步

 

 
 

示例代码 
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骤内达到绝对零度的热力学定律。任何冷却过程都会使系统趋近于这个极限，但无论如何都无法完

全达到。 
物理学家使用各种冷却技术，例如激光冷却和稀有同位素稀释制冷等，可以将物质冷却到仅比

绝对零度稍高的温度。这些冷却技术的目标就是尽可能接近这个极限。极限的概念在这里提供了

一个理论框架，帮助科学家理解他们的实验结果和设计更有效的冷却策略。 
激光冷却是一种使用激光的辐射压力来冷却原子或分子的技术，已经能够将气体冷却到接近绝

对零度，其基于多普勒效应和辐射力的基本原理。 
假设一个原子处于速度为 v的运动状态，当它与一个频率为 的、与其相向而行的光子相互作用时，

由于多普勒效应，原子感受到的光子频率被“红移”到 (1 / )v c    ，其中 c 是光速。如果 接近原

子的共振频率 0 （即原子能量级间的跃迁频率），那么原子有可能吸收这个光子，并在吸收光子后获得

一个反向的冲量。之后，原子以一定的概率通过自发辐射将能量释放，自发辐射的方向是随机的，因此

在多次吸收和释放光子后，原子的总体动能减小，也就是说原子被冷却了下来。 
具体的数学表达可以使用一维情形简化，假设原子在 x轴上运动，辐射力 F可以表示为 

2  ( / 2) / ( / 4)F hk       

其中， h是约化普朗克常数； k 是激光波数，与激光频率有关；Γ 是原子的自然线宽；

0kv     是原子和激光之间的失调量。 
当原子的速度增大时，失调量 增大，辐射力 F减小，这使得原子速度减小，温度降低，这就

是激光冷却的基本原理。 
这个案例表明，极限不仅是数学中的基本概念，其在助力理解自然界的基本法则和探索科技前

沿方面也起着关键的作用。 
数值计算实践 
在这个问题中，我们需要计算辐射力 F对原子速度 v的影响。在这里，我们假设激光的频率 是

固定的，而原子的速度 v是变化的。以下是一个 Python 示例代码来绘制辐射力 F随原子速度 v变化

的图像。扫描下方二维码可查看代码。 

在这段 Python 示例代码中，我们首先定义了相关的物理常数，包括约化普朗克常数 h（或 bar h ）、

激光波数 k、原子的自然线宽 γ、激光频率 c、原子的共振频率 0 。 
接下来，我们定义了一个函数 radiation_force 来计算辐射力 F。这个函数接收一个参数，即原子

的速度 v，然后计算辐射力 F。 
然后，我们定义了一个原子速度的范围， 10 ~10 ，总共 1000 个点。 
最后，我们计算了辐射力 F，并绘制了辐射力 F随原子速度 v变化的图像，如图 1.10 所示。 

 

             
 

图 1.10  辐射力随原子速度的变化曲线 
 

 

 
 

示例代码 
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这个图形可以帮助我们理解激光冷却的基本原理：当原子的速度增大时，辐射力 F减小，从而

使得原子速度 v减小，实现冷却效果。 

1.16  极限在生物学中的应用和简化模型及数值计算实践 

在生物学中，极限的概念常被应用于种群动态的研究，尤其是种群增长模型。在理想的环境下，

一个物种的数量可能会按照指数函数无限地增长。但实际上，环境资源和空间总是有限的，因此，

真实的种群增长过程通常会受到一种或多种因素的限制，最终趋向于一个稳定的种群大小，这就是

所谓的环境承载力。 
一个常用的模型是逻辑增长模型（Logistic Growth Model），它考虑了环境承载力对种群增

长的影响。在这个模型中，种群的增长速度随着种群大小的增加而减小，直到达到一个极限值，

这个极限值就是环境承载力。在这个点上，种群的出生率和死亡率达到平衡，种群的规模不再

增长。 
该模型可以用微分方程来表示： 

d
1

d

N N
rN

t K
   
 

 

其中，N是种群规模，r是种群的固有增长率，K是环境承载力。可以看到，当 N接近 K时，

种群的增长率
d

d

N

t
接近 0，这就是一个典型的极限的例子。 

这个案例显示了极限在生物学中的应用，帮助我们理解种群的动态和复杂性，并能为保护生物

多样性和可持续发展提供理论支持。 

数值计算实践 
对于逻辑增长模型，我们可以使用 Python 的 SciPy 库中的 odeint 函数来解这个微分方程。扫描

下方二维码可查看代码。下面的 Python 示例代码首先定义了微分方程 logistic_growth，这个函数接

收当前的种群规模 N 、当前时间 t、固有增长率 r和环境承载力 K ，返回种群的增长率。 
接下来，使用 SciPy 库中的 odeint 函数求解微分方程。odeint 函数接收微分方程、初始条件和

时间范围，返回微分方程的解。 

最后，绘制了种群规模 N 随时间 t变化的图像，如图 1.11 所示。从图中可以看到，随着时间的

推移，种群规模逐渐增大，最终趋于一个稳定值，这个值就是环境承载力 K 。 
 

   
 

                      图 1.11  种群规模 N 随时间 t变化的曲线 

 
这个图形可以帮助我们理解逻辑增长模型和极限在生物学中的应用。 

 

 
 

示例代码 
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1.17  极限在工程设计中的应用和简化模型及数值计算实践 

在工程设计中，构造物的承重能力是极其重要的考量因素，大到桥梁、建筑、航空器，小到桌

椅，这些物体的设计和建造都需要充分计算其极限承重。极限承重的概念可以被看作物体所能承受

而不导致其破裂或失去功能的最大负荷。 
考虑一座桥梁，桥梁的设计和建造都必须考虑其能承受的最大重量，这就涉及极限的概念。如

果桥梁的承重超过了这个极限，桥梁就会损坏甚至崩塌，对人们的生命和财产安全构成威胁。 
极限状态包括两种： 
承载力极限状态：这是指结构不能承受超过设计荷载，否则会导致坍塌或者结构失效。例如，

一座桥梁在设计时就会考虑最大的荷载（如车辆荷载、风荷载、地震荷载等），并确保桥梁在这些最

大荷载下仍能保持稳定。 
服役极限状态：这是指在正常使用荷载下，结构不能满足使用功能，例如过大的变形或振动等。 
在数学上，我们可以根据荷载和材料强度等因素，使用静力学和材料力学的方程来计算和预测

结构的极限状态。具体到桥梁设计上，一般会使用有限元分析或其他结构分析方法，结合材料的应力–

应变关系，以及荷载和约束条件，建立相应的数学模型和方程组，来预测和设计桥梁的极限状态。 
这个案例向我们展示了极限在工程设计中的应用，并强调了理解和使用极限概念在现代社会中

的重要性。 
数值计算实践 
我们可以使用一个简化的例子来理解极限在结构工程中的应用。考虑一个简单的悬臂梁，其一端固定，

另一端受到垂直荷载P的作用。梁的挠度（即梁的最大位移或弯曲）可以用以下公式来计算： 
3

 
3

PL
D

EI
  

其中，  D 是梁的最大挠度；  P 是作用在梁上的荷载；  L 是梁的长度；E 是梁材料的弹性模量；

  I 是梁的面积惯性矩。 
现在假设我们已经知道梁的长度、材料弹性模量、面积惯性矩以及梁的最大允许挠度。我们想

要知道梁可以承受的最大荷载是多少。 
这个问题可以通过解上述方程求得： 

3

3
 
DEI

P
L

  

首先我们可以创建一个函数来计算最大荷载 P，然后我们可以改变挠度 D的值并且绘制出 P随

D变化的曲线。这里我们假设梁的长度 L、材料弹性模量 E和面积惯性矩 I 是已知的。 
在图 1.12 中，你可以看到挠度 D（即梁的最大位移或弯曲）与梁可以承受的最大荷载 P之间的

关系。当挠度 D增大时，梁可以承受的最大荷载 P也随之增大。扫描下方二维码可查看代码。 
 

 
 

  图 1.12  荷载随挠度变化的曲线 

 

 
 

示例代码 
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这个例子虽然很简单，但它展示了如何使用极限的概念来进行结构设计和分析。在实际应用中，

工程师会考虑更多的因素，比如梁的形状、材料的非线性行为、动态荷载等，这会使问题变得更复

杂，但基本的思路是相同的。 

1.18  大气压强与海拔高度关系的应用和 

简化模型及数值计算实践 

大气压强与海拔高度之间的关系体现了极限概念的实际应用。海拔越高，大气压强越小，这是

因为海拔高度增加，大气层的厚度减小，重叠的气体分子减少，因此大气压强降低。实际上，当海

拔高度趋于无穷大时，大气压强将趋于 0，这就是极限的概念。 
我们可以通过数学公式来描述这种关系。大气压强 P与海拔高度 h的关系可以通过下式表示： 
 0exp( g / R )P P M h T   
其中， 0P 是海平面的大气压强；M 是空气的平均摩尔质量；g 是重力加速度； R 是理想气体常

数；T 是温度。这个公式就描述了大气压强随着海拔高度增加而呈指数衰减的现象。 
这种关系在许多领域都有重要应用，如气象学、航空、登山等。例如，在航空领域，飞机在飞

行过程中需要考虑大气压强的变化，以确定最佳的飞行高度。在登山领域，登山者需要了解大气压

强随着海拔高度的变化，以便预防高原反应。 
通过这个案例，我们可以看到极限在自然科学中的实际应用，同时也可以了解到掌握极限的概

念，帮助我们更好地理解和解决实际问题。 

数值计算实践 
这个模型假设温度T 是常数，即不随海拔高度改变。在实际情况下，温度确实会随着海拔的升

高而减小，但为了简化问题，我们这里假设它是恒定的。在进行更复杂的模型计算时，我们需要考

虑这个因素。 
现在，我们可以使用 Python 的 Matplotlib 库来创建一个简单的模型，来展示大气压强如何随海

拔的变化而变化。 

扫描下方二维码可查看代码。在这段 Python 示例代码中，首先定义了所需的各种常数，然后计

算了海拔高度从 0~10000 m 时的大气压强，最后用图形展示了大气压强如何随着海拔高度的增加而

减小，如图 1.13 所示。随着海拔高度的升高，大气压强确实在减小，并且在海拔高度非常高时，大

气压强接近于 0，这就体现了极限的概念。 
 

 
 

图 1.13  大气压强随海拔高度变化的曲线 
 

 

 
 

示例代码 
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1.19  噪声信号过滤器的设计应用和 

简化模型及数值计算实践 

在信号处理中，尤其是在通信系统、音频处理和图像处理等领域，噪声信号过滤是非常重要的。

它的主要目标是从噪声中提取出我们想要的信号，这就需要一个噪声过滤器。在设计噪声过滤器时，

我们需要考虑极限的概念。 
过滤器的主要工作原理是通过调整频率响应来削弱或强化某些频率的信号。理想的过滤器会完

全阻止不需要的频率，并且不会影响需要的频率。然而，现实中的过滤器无法做到这一点。它们有

一定的转换带宽，在这个带宽内，信号的频率响应会逐渐从通频转变为阻频。 
在设计过滤器时，我们通常会设置一个截止频率，这是过滤器开始显著衰减信号的频率。在这

个频率之前，过滤器对信号的影响很小；在这个频率之后，过滤器对信号的衰减就会显著增加。实

际上，当我们增加截止频率，信号的衰减程度将趋向于无穷大，这就体现了极限的概念。 
通过这个案例，我们可以了解到极限的概念在信号处理中的实际应用，掌握极限的概念，可以

帮助我们更好地设计和优化噪声过滤器。 
数值计算实践 
在信号处理中，最常用的过滤器是低通滤波器（LPF），它可以通过去除高频信号来削弱噪声。

我们可以使用 Python 中的 SciPy 库来实现一个简单的数字低通滤波器。 
在这个 Python 示例代码中，首先必要的 NumPy、SciPy 信号处理模块和 Matplotlib 库被导入，

用于数值计算、滤波器设计、频率响应计算以及绘图。接着，定义 butter_lowpass 函数，根据给定

截止频率、采样率和阶数来计算 Butterworth 低通滤波器的系数。然后，butter_lowpass_filter 函数

用设计好的滤波器对输入信号进行滤波操作，通过 filter 函数进行实际的滤波。在设定参数阶段，

设置滤波器的阶数、采样率和截止频率。接下来，使用 butter_lowpass 函数获取滤波器系数，再利

用 freqz 函数计算频率响应的幅度和相位信息。频率响应图生成步骤中，Matplotlib 被用来绘制滤

波器的增益幅度响应曲线，标记截止频率、增益的特定点，垂直线用于表示截止频率。最后，设

定图表界限、标题和坐标轴标签，并添加网格等装饰，绘制得到的频率响应图被显示出来。扫描

下方二维码可查看代码。 
我们生成的低通滤波器频率响应如图 1.14 所示。可以看到，在截止频率之前，滤波器对信号的

影响很小（即增益接近 1）；在截止频率之后，滤波器对信号的衰减就会显著增加（即增益迅速下降）。

这就是过滤器极限性质的可视化表示。 

 

 
 

图 1.14  低通滤波器的频率响应 

 

 
 

示例代码 
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1.20  极限在市场经济中的应用和简化模型及数值计算实践 

在经济学中，“市场饱和”是一个经常被讨论的概念。当一个市场的所有潜在消费者都已经获得

了某个产品或服务，或者他们对该产品或服务的需求已经被满足，我们就说这个市场已经“饱和”。

在这种情况下，销售增长将会达到一个上限。 
考虑一个新产品在市场上的推广。一开始可能只有少数消费者知道并购买了这个产品。随着产

品的推广和消费者对产品认知度的提高，产品的销售量可能会急剧增加。然而，当所有可能的消费

者都已经知道并尝试了这个产品后，产品的销售增长就可能会放缓，最终达到一个极限，这就是市

场饱和。 
这个过程可以通过数学模型来描述，其中最常用的是 S 曲线或逻辑函数。这个模型的数学形式为 

   01 e r t t

K
S t

 



 

其中，  S t 是销售量， t是时间，K 是市场饱和度（即最大销售量）， r是增长速率， 0t 是增长

的起始时间。在这个模型中，随着时间的推移，销售量  S t 将趋向于极限 K 。 
通过这个案例，我们可以看到极限概念在市场经济中的实际应用，它不仅可以帮助我们理解市

场饱和的过程，而且可以帮助我们制定未来的销售策略。 

数值计算实践 
这是一个实现 S曲线或逻辑函数并进行可视化展示的Python示例代码，使用NumPy和Matplotlib

库生成并绘制了一个 S曲线函数。首先，定义 S曲线函数，其中包含了参数 K（最大销售量）、r（增

长速率）和 t0（增长的起始时间）。接着，生成一个时间序列 t，在每个时间点计算对应的销售量，

并将结果绘制为图形。扫描下方二维码可查看代码。 
在这个 Python 示例代码中，我们定义了一个 S曲线函数 s_curve，它表示销售量随时间的变化。

我们设定了市场饱和度 100K  、增长率  0.7r  和增长的起始时间 0 5t  。然后我们生成了一个时间

序列  t，并计算了每个时间点的销售量 sales。最后，我们绘制了销售量随时间变化的变化曲线，如

图 1.15 所示。 
从这个图中可以看到，随着时间的推移，销售量逐渐增加，最终趋于一个极限值 K ，这就是市

场饱和的过程。 
 

 
 

 图 1.15  销售量的变化曲线 

1.21  极限在制药中的应用和简化模型及数值计算实践 

在药物开发和生产中，药物的溶解速率是一个非常重要的参数，它决定了药物在人体内的吸

收速率和效率。药物溶解速率的测量是药物生产中一个关键的步骤，它的极限状态，即药物溶解的

 

 
 

示例代码 
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极限速率，是药品研发和质量控制的重要数据。 
考虑一个典型的药物溶解实验。药物被放入一个含有溶解介质（例如水或某种溶剂）的容器中。

随着时间的推移，药物会逐渐溶解，药物的浓度会逐渐增加，直到达到一个稳定值，这个稳定值就

是药物溶解的极限速率。 

这个过程可以用数学模型来描述，最常用的是 Noyes-Whitney 方程，它描述了药物溶解速率
d

d

M

t

（M 为溶解药物的质量）与药物表面积（ A）、溶剂和药物之间的饱和溶液浓度差（ 0C C ），以及

溶剂对药物的扩散系数（D）的关系： 

  0
d

/
d

M
DA C C h

t
   

其中， h是扩散层厚度。 
通过上述公式我们可以看到，药物的溶解速率与药物的表面积、溶剂和药物之间的饱和溶液浓

度差、溶剂对药物的扩散系数有关，这些都是药物溶解的重要参数。当药物全部溶解的那一刻，溶

解速率达到一个极限值，这个极限值是药物溶解的最大速率。 
极限在制药中的应用是非常广泛的，它可以帮助我们理解药物的溶解过程，并为药物的开发和

生产提供重要的数据支持。 

数值计算实践 
在实际的制药和药物研究中，科研人员会使用专门的软件和工具，比如 MATLAB、Python 的

scipy.integrate 等库来求解这样的微分方程，并利用实验数据来验证和优化模型。 
我们先用一个简化的模型来模拟药物溶解的过程。我们假设药物的溶解过程是一个指数递减的

过程，即随着时间的增加，药物溶解的速率会逐渐减小。这可以用一个简单的指数函数来描述。扫

描下方二维码可查看代码。 

在这个 Python 示例代码中，使用 NumPy 和 Matplotlib 库来生成和绘制药物溶解速率随时间变

化的曲线。首先，定义了药物溶解速率函数，其中包含参数 k，表示速率的系数。然后，生成一个

时间序列 t，在每个时间点计算对应的药物溶解速率，并将结果绘制为图形，如图 1.16 所示。图中

呈现了药物溶解速率随时间变化的趋势，横轴表示时间，纵轴表示药物溶解速率。 

图 1.16 显示了随着时间的推移，药物溶解的速率逐渐减小，最终趋向于 0。这就是一个极限的

概念。虽然这个模型很简单，但它可以带给我们一个关于药物溶解过程和极限概念的直观理解。 
 

 
 

     图 1.16  药物溶解速率的变化曲线 
 

1.22  极限在气候模型中的应用和简化模型及数值计算实践 

气候模型是一种复杂的数学模型，用于模拟和预测地球气候系统的行为。这些模型需要考虑许

 

 
 

示例代码 
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多因素，包括大气、海洋、陆地和冰川之间的相互作用，以及太阳辐射、地球的自转和倾斜等外部

驱动因素。 
在这些模型中，极限的概念经常出现。例如，考虑气候模型中的一个关键因素——全球温度。

随着温室气体排放的增加，地球的平均温度正在上升。但是，地球温度的升高并不是无限的，它受

到多种因素的制约，如地球表面反射太阳辐射的能力（被称为地球的反照率）以及大气中二氧化碳

的吸收和释放过程等。 
在这种情况下，我们可以考虑温度升高的极限状态，这是当温室气体排放持续增加并达到一个

极高水平时的状态。在这个极限状态下，地球的温度会达到一个上限，超过这个上限，地球的气候

系统将发生不可逆的变化，可能导致灾难性的后果。 
此外，极限的概念还可以用来考虑气候模型的不确定性。由于气候系统的复杂性，气候模型通

常包含许多不确定性。在这种情况下，极限可以帮助我们定义模型预测的最大和最小范围，从而更

好地理解模型预测的不确定性。 
模拟地球气候系统的主要方法是使用气候模型，这是一种复杂的数学模型，包括大量的微分方

程，描述了大气、海洋、冰川和陆地等各个部分的物理过程。 
为了模拟温度升高的极限状态，我们可以设定一种情况，即温室气体的排放持续以一定的速率

增加。这可以用数学表达式来表示，例如 0( ) (1 )tE t E r  ，其中 ( )E t 是 t时刻温室气体的排放量， 0E

是初始排放量， r是排放增长率。 
然后，我们将这个排放情况作为输入条件，代入气候模型进行模拟，计算出在这种情况下地球

的平均温度随时间的变化。这个过程可以用一个高阶微分方程来表示，例如： 

d
 ( ( ), ( ), )

d

T
f E t T t P

t
  

其中，  T t 是 t时刻地球的平均温度，P表示其他影响气候的参数，如太阳辐射、地球的反照率等。 

模型的解（即温度随时间的变化）将会显示一个极限状态。然后我们可以通过调整排放增长率

r来探索如何避免这个极限状态，这就是所谓的减排目标。 
因此，极限在气候模型中的应用是非常重要的，它可以帮助我们理解和预测地球气候系统的行

为，并为应对全球气候变化提供重要的参考依据。 

数值计算实践 
我们可以使用一个简化的模型来模拟温室气体排放和地球温度之间的关系。我们可以假设温度

的增加是与温室气体排放量是成正比的。这可以用下面的简单线性模型来描述。扫描下方二维码可

查看代码。 

在这个 Python 示例代码中，使用 NumPy 和 Matplotlib 库来模拟和绘制随时间变化的温室气体

排放量和地球平均温度。首先，定义了温室气体排放量随时间变化的函数和地球平均温度随时间变

化的函数，其中包括初始排放量、排放增长率和温度与排放量的比例系数。然

后，生成一个时间序列 t，在每个时间点计算对应的温室气体排放量和地球平

均温度，并将结果绘制为两个图形。第一个图形展示了温室气体排放量随时间

的变化，横轴表示时间（t），纵轴表示排放量（E）。第二个图形展示了地球平

均温度随时间的变化，横轴同样表示时间，纵轴表示地球平均温度（T）。两个

图形分别展示了排放量和温度随时间变化的趋势，如图 1.17 所示。 

这个模型非常简单，无法反映真实气候系统的复杂性。但是，它可以给我们一个直观的理解，

即如果温室气体的排放量持续增加，地球的平均温度也会持续上升。这是一种极限状态，如果不加

以控制，可能会引发严重的气候问题。 
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图 1.17  温室气体排放量与地球平均温度随时间的变化趋势 
 

1.23  极限在飞机机翼设计中的应用和 

简化模型及数值计算实践 

在飞机设计中，机翼是至关重要的部分。机翼的设计和制造必须满足多个条件和标准，其中之

一就是承受力的极限。机翼不仅需要支撑飞机在空中飞行，还需要在各种极端环境下维持其性能，

如强风、气流扰动等。这就涉及机翼材料的强度极限、机翼结构的承载极限以及机翼的空气动力性

能极限。 
首先，机翼材料的强度极限指的是材料在力的作用下，能够抵抗变形或破裂的极限。这个极

限是由材料的本质（如硬度、韧性等）决定的，而且在设计时必须考虑到。 
其次，机翼结构的承载极限涉及飞机翼的设计和制造过程。机翼需要经受住飞行中的各种压

力和扭矩，这就需要设计者精确计算和优化机翼的结构，确保其在极限状态下也能保持稳定。 
最后，机翼的空气动力性能极限主要与飞机的飞行性能有关。机翼的形状和大小会影响其升力

和阻力，进而影响飞机的飞行速度和耗油量。因此，机翼设计必须考虑到其在不同飞行状态（如起

飞、巡航、降落等）下的空气动力性能极限。 
机翼设计主要涉及的数学模型是流体力学中的纳维–斯托克斯（Navier-Stokes）方程，该方程

描述了流体运动的基本规律。空气可以被视为一种流体，机翼在飞行中与空气的相互作用（如升力

和阻力）可以通过纳维–斯托克斯方程来计算和分析。 
简化的纳维–斯托克斯方程如下： 

 ·    ²
u

p g
t

          
u u u  

其中，  是流体密度； u是流体速度； t是时间；p是压力；  是动力黏度；g是重力加速度。 
机翼设计需要考虑的极限包括： 
最大升力：在起飞和降落阶段，飞机需要尽可能大的升力。翼型设计、翼展和攻角都会影响升力。 
最小阻力：在巡航阶段，飞机需要尽可能小的阻力，以提高燃料效率。阻力主要来自形状阻力

和摩擦阻力，翼型设计和表面处理都会影响阻力。 
最大速度：飞机的最大速度受到空气阻力和发动机推力的限制。当阻力等于推力时，飞机达到

最大速度。 
以上极限条件可以通过纳维–斯托克斯方程模拟得出。在设计过程中，工程师会通过改变翼

型、翼展等参数模拟飞机在各种飞行状态下的动力性能，以满足以上的极限条件。 
综上，飞机翼设计中的极限问题是一个复杂而重要的课题，需要设计者充分理解和运用极限的
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概念，以确保飞机的安全和效率。 

数值计算实践 
可以使用一个简化的模型来帮助我们理解飞机翼的升力和阻力如何随速度变化。这种模型通常

称为升阻曲线。 
在这个模型中，飞机的升力系数和阻力系数会随着马赫数（飞机速度与声速之比）的增加而变

化。当马赫数接近 1 时，升力会达到峰值，然后随着马赫数的进一步增加而下降；阻力则会在马赫

数接近 1 时急剧增加，这是因为当飞机速度接近声速时会产生音爆，导致阻力大幅增加。扫描下方

二维码可查看代码。 

在这个 Python 示例代码中，使用 NumPy 和 Matplotlib 库来模拟和绘制马赫数序列下的升力系

数和阻力系数。首先，生成了一个马赫数序列 M，然后使用简化的升力系数模型和阻力系数模型

计算了相应的升力系数（CL）和阻力系数（CD）。接着，通过绘制图形，将马赫数（M）作为横

轴，升力系数（CL）和阻力系数（CD）分别作为纵轴，展示了这两个系数随马赫数变化的趋势，

如图 1.18 所示。图形展示了随着马赫数的增加，升力系数逐渐减小，而阻力系数逐渐增大。 

 

   
 

                        图 1.18  升力系数与阻力系数随马赫数的变化 

 
上面是一个简单的 Python 示例，模拟了这个过程并生成了相应的图表，这个模型非常简单，只

是为了方便理解升力和阻力随速度的变化。实际的机翼设计需要考虑很多其他因素，如翼型、翼展、

攻角等，需要使用更为复杂和精确的模型。 

1.24  训练过程中的梯度消失问题应用和 

简化模型及数值计算实践 

深度学习中的梯度消失就是在训练神经网络时，参数的梯度值变得非常小，以至于在反向传播

时，权重更新的速度极慢，使得学习过程变得非常低效，甚至无法收敛。 
梯度消失主要原因在于深度神经网络的训练中使用的激活函数（如 Sigmoid、tanh 等）和乘法

运算。这些激活函数在输入值的绝对值较大时，其导数接近于 0，这会导致在反向传播时梯度值会

连续地乘以小于 1 的数，从而变得非常小。神经网络的层数增多，梯度消失的问题会变得更加严重。

使用 ReLU 函数、预训练与微调、使用残差网络（ResNet）、批量归一化（Batch Normalization）等，

都能在一定程度上缓解或避免梯度消失的问题。 
例如，ReLU 函数在输入值大于 0 时，其导数为 1，这避免了反向传播过程中梯度的持续衰减。

预训练与微调的方法是先使用无监督的方式预训练浅层网络，再进行整体的微调，这种分步训练

的方式也能在一定程度上缓解梯度消失的问题。残差网络则通过引入跳跃连接，直接将输入信号

传递到后面的层，从而避免了反向传播过程中梯度的衰减。批量归一化是一种改善网络训练效果

的技术，它通过对每一层的输入进行归一化处理，使得每一层的输入都服从标准正态分布，从而

 

 
 

示例代码 
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在一定程度上缓解了梯度消失的问题。 
ReLU 函数：ReLU 函数的表达式为 ( ) max(0, )f x x 。它的导数在 0x  时为 1，在 0x  时为 0。

这种特性使得 ReLU 函数在反向传播过程中，对于大于 0 的输入，梯度不会衰减。 
预训练与微调：这种方法的数学表达比较复杂，一般不直接写出公式。简单来说，预训练是先

在一个无监督任务（比如自编码器或预测下一个词）上训练神经网络的前几层，然后再在目标任务

上进行微调。 
残差网络：残差网络的关键是引入了跳跃连接（或称残差连接）。在数学上，如果一个普通的深

度网络输出是 ( )y F x ，那么引入残差连接后的网络输出就变成了 ( )y x F x  ，这样在反向传播过

程中至少有一部分梯度可以直接传递，避免了梯度消失的问题。 

批量归一化：批量归一化的数学表达为
( )

BN( )
 

x
x

  



  ，其中  和 是输入 x的均值和标

准差， 和  是可学习的参数。通过这种方式，每一层的输入都被归一化为均值为 0 、方差为1的分

布，从而在一定程度上缓解了梯度消失的问题。 
通过深度理解极限的概念和特性，可以更好地理解和解决深度学习中的梯度消失问题，进一步

提升深度学习的训练效率和模型性能。 
数值计算实践 
我们模拟 ReLU 函数的工作原理并绘图，因为 ReLU 函数有一个明显的“极限”：当输入小于 0

时，函数值始终为 0。扫描下方二维码可查看代码。 
在这个 Python 示例代码中，使用 NumPy 和 Matplotlib 库来绘制修正线性单元（ReLU）函数的

图像。首先，创建一个–10~10 的输入数据的序列 x。然后，对输入数据应用 ReLU 函数，通过

np.maximum(0, x)将所有负数变为零。最后，绘制图形，将输入数据（x）作为横轴，对应的 ReLU

输出（y）作为纵轴，展示 ReLU 函数的非线性特性：当输入为负数时，输出为 0；当输入为正数时，

输出等于输入。 

以下是一个简单 ReLU 函数的 Python 代码实现及其可视化展示。在图 1.19 中，ReLU 函数的输

出在 x小于 0 时一直为 0（这是一种形式的“极限”），而在 x大于 0 时，输出与输入相同。 
 

    
 

图 1.19  ReLU 函数 

1.25  习题、思考题、课程论文研究方向 

 习题： 

1. 探索函数
sin

( )
x

f x
x

 在 x趋近于 0 时的极限值。 

2. 计算极限
1

lim 1
x

x x

  
 

，并解释其与自然底数 e 的关系。 

 

 
 

示例代码 
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3. 研究函数 2 1
( ) sinf x x

x
   
 

在 x趋近于 0 时的极限。 

4. 判断函数
3

1
( )

1

x
g x

x





在 1x  处是否连续，并解释原因。 

 思考题： 

1. 如何证明极限 ( )f x L ， lim ( )
x a

f x L


 的定义？ 

2. 探究极限与连续之间的关系，解释为什么一个函数在某点处连续意味着在该点存在极限。 

3. 考虑函数
2 , 1

( )
2 1, 1

x x
h x

x x

 
 

≤
，讨论  h x 在 1x  处的极限与连续情况。 

4. 分析函数
1

sin , 0
( )

0, 0

x
f x x

x

  
 

的连续性和极限性质，给出证明或反例。 

 课程论文研究方向： 

1. 探究极限与连续的概念在实际应用中的数学模型和算法的开发。 
2. 研究在科学、工程、经济等领域中使用极限与连续的数学模型的有效性和适用性。 
3. 分析不同类型函数的极限和连续性，并研究其在实际问题中的应用。 
4. 深入探讨极限与连续的数学理论，如实数系统、序列极限、函数极限等，并与实际问题相联系。 
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