
几 何 变 换

    

第3章

CHAPTER3

3.1 仿射变换

变换是一个函数,其把一个点(或向量)映射成另一个点(或向量)。如图3.1所示,Q=
T(P)是点的变换,而􀱆=T(u)是向量的变换。

图3.1 仿射变换

如果使用齐次坐标,那么就能把向量和点都表示成四维

列矩阵,因此点和向量的变化可以用同一个函数来定义。
如果f 是线性函数,即对于任何标量α 和β 以及任何两

个顶点(或者向量)p 和q,都有f(αp+βq)=αf(p)+βf(q),
这样的变换就称为仿射变换。因为变换的线性组合等于线性

组合的变换,所以只需要知道p 和q 的变换,就可以求出它们

的线性组合的变换,这样就无须计算每个线性组合的变换。
由于变换是将点(或向量)由一种形式转换为另外一种形

式,因此当用齐次坐标表示变换的点(或向量)时,点(或向量)可以用一维行矩阵或者一维列

矩阵表示:
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  因此,变换也就可以表达为矩阵乘法的形式􀱆=Cu,其中C 为4×4的矩阵,形式如下:

C=

α11 α12 α13 α14
α21 α22 α23 α24
α31 α32 α33 α34
0 0 0 1
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  从该矩阵可以看出,点的变换有12个自由度,而向量的变换只有9个自由度。
仿射变换将直线映射为直线。因为p(α)=p0+αd,Cp(α)=Cp0+αCd,所以为了确定

变换后的线段,只需对两个端点进行变换即可。因此,可以用流水线模型来实现图形系统,
流水线中的仿射变换单元只需对端点进行变换,在光栅化阶段根据端点的处理结果就可以

生成内部的点。计算机图形学中用到的大多数变换是仿射变换,包括旋转、平移(translate,
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放置)和缩放。

3.2 平移、旋转和缩放

3.2.1 平移

  平移变换就是把点沿着给定的方向移动固定距离,如图3.2所示。

图3.2 平移变换

因此,平移变换只需要给定平移向量即可,即P'=P+d。平移变换有3个自由度,即平

移向量3个坐标轴方向的分量。如果用齐次坐标表示,则有:

P=[xyz1]T

P'=[x'y'z'1]T

d=[dxdydz0]T

  因此有:

x'=x+dx

y'=y+dy

z'=z+dz

  平移变换也可用4×4矩阵T 来表示,即P'=TP。其中:

T=T(dx,dy,dz)=

1 0 0 dx

0 1 0 dy

0 0 1 dz

0 0 0 1
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  表达式P'=TP 是仿射变换的通用表达,并且多个变换可以叠加。
平移的物体再移回原位置,就得到了平移的逆变换,其变换矩阵为

T-1(dx,dy,dz)=T(-dx,-dy,-dz)=

1 0 0 -dx

0 1 0 -dy

0 0 1 -dz

0 0 0 1
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3.2.2 旋转

1.二维旋转

  如图3.3所示,假设点(x,y)基于原点旋转θ到达点(x',y'),半径r不变。由于点(x,
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图3.3 旋转变换

y)可看成由x 轴旋转ϕ 得到,即x=rcosϕ,y=rsinϕ;而点(x',

y')可看成由x 轴旋转ϕ+θ得到,即x'=rcos(ϕ+θ),y'=rsin
(ϕ+θ),展开三角函数,则有:

x'=rcos(ϕ+θ)=rcosϕcosθ-rsinϕsinθ=xcosθ-ysinθ
y'=rsin(ϕ+θ)=rcosϕsinθ+rsinϕcosθ=xsinθ+ycosθ
  如果点(x,y)和点(x',y')用齐次坐标表示,二维旋转变换

写成矩阵形式,则有:
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Rθ =
cosθ -sinθ 0
sinθ cosθ 0
0 0 1
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即为二维旋转变换的变换矩阵。

2.三维旋转

由于二维点可以看成z值为0的三维点,因此二维旋转所有点的z值不变,这与在三维

中做关于z轴的旋转操作等价,则将点(x,y,0)基于原点绕z轴旋转θ到达点(x',y',0)变
换的矩阵形式为P'=RZ(θ)P。其中:

RZ(θ)=

cosθ -sinθ 0 0
sinθ cosθ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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  与关于z轴的旋转类似,关于x 轴旋转,x 不变,变换矩阵为

RX(θ)=

1 0 0 0
0 cosθ -sinθ 0
0 sinθ cosθ 0
0 0 0 1
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  与关于z轴的旋转类似,关于y 轴旋转,y 不变,变换矩阵为

RY(θ)=

cosθ 0 sinθ 0
0 1 0 0

-sinθ 0 cosθ 0
0 0 0 1
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  与平移变换的逆变换类似,旋转变换的逆变换也是从变换后的位置旋转回原来的位置,
所以有:

R-1θ=R(-θ)

  由于有:

sin(-θ)=-sinθ, cos(-θ)=cosθ
可推知:

R-1θ=RTθ
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3.2.3 缩放

与平移变换和旋转变换不同,缩放变换是一类非刚性的变换,其可使对象变大或者缩

小,如图3.4所示。

图3.4 缩放变换

与旋转变换一样,缩放变换需要针对某一定点进行,为方便起见,该定点一般选择为原

点。各坐标轴方向变换的比例可相同,也可不同。缩放变换的表达式为

x'=βxx
y'=βyy
z'=βzz

  将此3个公式合在一起,可表示为

P'=SP
其中:

S=S(βx,βy,βz)=

βx 0 0 0
0 βy 0 0
0 0 βz 0
0 0 0 1
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  缩放变换的逆变换是按缩放因子倒数进行缩放,因此有:

S-1(βx,βy,βz)=S 1
βx
,1
βy
,1
βz
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所以:

S-1(βx,βy,βz)=

1
βx

0 0 0

0 1
βy

0 0

0 0 1
βz

0

0 0 0 1
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3.2.4 反射变换

反射变换是缩放变换在特殊比例下的变换,当βx=-1、βy=1、βz=1时,得到相对于y
轴的反射图形;当βx=1、βy=-1、βz=1时,得到相对于X 轴的反射图形;当βx=-1、βy=
-1、βz=1时,得到相对于原点的反射图形,如图3.5所示。

图3.5 反射变换

3.2.5 错(剪)切变换

错(剪)切变换也是非刚性变换,是指对象在某一方向发生了错(剪)切,如图3.6所示。

图3.6 错(剪)切变换

以x 方向的错切为例,对象变化如图3.7所示,可以看到,错切变换和错切角θ有关,变
换式为

x'=x+ycotθ
y'=y
z'=z

则可得到错切变换矩阵为

Hx(θ)=

1 cotθ 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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图3.7 x 方向错切

  其逆变换为

H-1
x (θ)=Hx(-θ)

3.3 变换的级联(联合)

基于以上基本变换可以看到,通过矩阵相乘(级联),可以将这些基本变换组合起来。
假设对p 执行了A、B、C3个变换得到q,因为矩阵乘法满足结合律,所以变换序列可

以表示为q=CBAp=C(B(Ap))。其中,右边的矩阵是首先被应用的矩阵,变换的顺序是

不可交换的。如果要对多点进行变换,可以首先计算M=CBA,然后对每个点计算q=Mp。

3.3.1 基于任一定点的旋转变换(绕z轴旋转)
如图3.8所示,需要对立方体基于定点pf 绕平行于z轴的直线旋转θ角。

图3.8 基于定点的旋转变换

由于基本旋转变换只能基于原点进行,因此将此变换的策略定为:①将定点移动至原

点;②旋转;③将定点移动到原来的位置,如图3.9所示。

图3.9 基于定点的旋转变换分解
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因此,变换矩阵表示为

M =T(Pf)Rz(θ)T(-Pf)
式中,T(-Pf)为将Pf 移动至原点;Rz(θ)为基于原点绕z轴旋转θ角;T(Pf)为将原点移

动至Pf。
经计算,变换矩阵为

M =

cosθ -sinθ 0 xf -xfcosθ+yfsinθ
sinθ cosθ 0 yf -xfsinθ-yfcosθ
0 0 1 0
0 0 0 1
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3.3.2 实例变换

由复合变换可以引申出一种建模方法,即一次定义一类对象,对象的大小、位置和方向

可以视如何更有利于对象建模而定。对象在场景中的每一次出现都是这种对象原型的一个

实例,图3.10为立方体、球体、四面体通过实例变换后得到的实体。
实例变换过程一般如图3.11所示:首先定义原始大小的对象,再根据需要依次进行缩

放、旋转和平移变换,即可得到最终的实例,变换矩阵即为M=TRS。

图3.10 实例变换示例

    
图3.11 实例变换过程

从前文可以看到,平移、旋转、缩放甚至错切等基本变换以及复合变换都用4×4矩阵表

示,因此可用4×4矩阵操作统一表示二维和三维几何变换。该矩阵可分为1×1、3×1、1×3、

3×34个小矩阵,分别对应整体缩放、平移、投影以及缩放、旋转、反射、错切等变换,如图3.12
所示。

图3.12 变换的一般矩阵形式
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3.4 窗口到视区的坐标变换

窗口到视区的坐标变换也称为视口变换。

1.窗口与视区的概念

如图3.13所示,窗口是在二维世界坐标系或观察坐标系的观察平面(一个与观察坐标

系坐标平面平行的投影面,也称画面)中定义的一个矩形区域,只有在该区域内的图形才能

在设备坐标系下输出,而窗口外的部分则被裁掉。视区是在屏幕坐标系(是设备坐标系)中
定义的一个矩形区域,用于输出窗口中的图形。视区决定了窗口中的图形要显示于屏幕上

的位置和大小,其是一个有限的整数域,应小于或等于屏幕区域。可以在同一屏幕上定义多

个视区,用来同时显示不同的图形。一般来说,窗口图形坐标值为实数,而视区图形坐标值

为正整数。通常人们在世界坐标系中描述图形时,为了把所描述或观察的图形全部或部分

地显示在屏幕上,必须将世界坐标或观察坐标变换为显示设备的屏幕坐标。变换时需要在

世界坐标系或观察平面中定义一个平行于坐标轴的窗口,框住自己感兴趣的图形区域,并映

射到屏幕视区中显示。

图3.13 窗口与视区

2.窗口-视区变换

由于窗口和视区在不同的坐标系中定义,因此把窗口中的图形信息输出到视区之前需

要进行坐标变换,即把用户坐标系的坐标值转化为设备(屏幕)坐标系的坐标值,该变换过程

为窗口-视区变换。窗口与视区可分别用其4条边界的坐标来表示,如图3.14所示。

图3.14 窗口-视区变换
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设在用户坐标系下定义的窗口如下:左下角点坐标(Wxl,Wyb),右上角点坐标(Wxr,

Wyt);在设备坐标系下定义的视区如下:左下角点坐标(Vxl,Vyb),右上角点坐标(Vxr,Vyt)。
将用户坐标系中的点(xw,yw)映射到设备坐标系中的点(xv,yv),有下列等式:

xv -Vxl

Vxr -Vxl
=

xw -Wxl

Wxr -Wxl

yv -Vyb

Vyt-Vyb
=

yw -Wyb

Wyt-Wyb

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

  因此,窗口中一点(xw,yw)变换到视区中的对应点(xv,yv),二者之间的关系为

xv =
Vxr -Vxl

Wxr -Wxl
(xw -Wxl)+Vxl

yv =
Vyt-Vyb

Wyt-Wyb
(yw -Wyb)+Vyb

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

  若令:

a=
Vxr -Vxl

Wxr -Wxl
,b=Vxl -

Vxr -Vxl

Wxr -Wxl
Wxl

c=
Vyt-Vyb

Wyt-Wyb
,d=Vyb -

Vyt-Vyb

Wyt-Wyb
Wyb

ì
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则有:

xv =axw +b
yv =cyw +d

写成矩阵形式有:

xv

yv
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  由此可见,窗口-视区变换是比例变换与平移变换的组合。
具体变换时,应使视区的宽高比与窗口的宽高比保持一致,即要求a=d,以免输出的图

形变形失真。其方法是从计算出的a、d 中取较小者s=min{a,d},令a=d=s。

3.5 虚拟跟踪球

前面介绍的几何变换除了对三维对象进行变换外,也为人们观察和操作三维对象提供

了接口。然而,由于屏幕是平面的,现有的鼠标和键盘是针对二维设计的,因此并不能直接

提供一个友好的三维应用程序接口。有两种方法可以构造一个友好的三维应用程序接口:
一种是在屏幕区域利用鼠标指针位置来控制两个轴的旋转;一种是利用鼠标和显示器生成

一个虚拟跟踪球。
和物理跟踪球一样,虚拟跟踪球可用来支持对象的连续旋转,而且可以改变旋转的速度

和旋转轴的方向。
根据跟踪球的特点,可以建立图3.15(a)所示的坐标系,并假定该跟踪球的半径为1个

长度单位。这样,半球面和xz平面的圆存在一一对应关系,给定平面上一点(x,0,z),即可
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算出在半球面上的位置(x,y,z),其中y=
 
1-x2-z2,这样就可通过鼠标移动来计算和

追踪三维信息如,图3.15(b)所示。
假定在半球面上有两个位置p1 和p2,如图3.15(c)所示,则从原点到这两个位置的两

个向量确定了一个平面,且该平面的法向量为n=p1×p2。

图3.15 虚拟跟踪球

从p1 到p2 可看成p1 绕n 旋转了一定的角度到达了p2,该角度即为两个向量之间的

夹角sinθ=(p1×p2)/(p1 p2 )。由于半球面的半径为1,有 p1 = p2 =1,因此有

sinθ = p1×p2 = n 。如果采样率较高,从p1 到p2 变化较小,一般可采用近似量

sinθ=θ,以减少计算量。

3.6 四元数

如果把2D网格平面的横轴看成实轴,纵轴看成虚轴,则可以得到复数平面。这样,只需要把

实数映射到横轴,虚数映射到纵轴,就可以把复数映射到一个2D网格平面中,如图3.16所示。

图3.16 复数平面的表示


