
1.1 张量基础

适当了解张量的基础知识,对学习、理解与使用计算流体力学(computational
 

fluid
 

dynamics,CFD)的概念是有益的。一方面,张量简化了矩阵的表达,能够同

时观察 到 矩 阵 的 整 体 与 局 部,对 于 掌 握 纳 维-斯 托 克 斯 方 程(Navier-Stokes
 

equation,简称N-S方程)有所帮助,进而有助于学习CFD的主体内容格式,即N-S
方程的离散算法。另一方面,张量可以简化CFD算法代码的编写,将不同方向上

需要重复编写的类似算法代码简化为一次编写,对CFD代码的编写、调试、维护与

进一步发展均具有重要意义。
张量就是将矩阵下标化、指标化。例如,常见的笛卡儿坐标向量可以以张量法

表达为

x= x y z  = x1 x2 x3  =xi (1.1)

  又如,笛卡儿速度向量可以表达为

u= u v w  = u1 u2 u3  =ui (1.2)

  梯度也可以用张量法表示,如

grad(p)=呂p=
∂p
∂x1

 ∂p∂x2
 ∂p∂x3

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
∂p
∂xi

(1.3)

上式中的xi、ui 与∂p
∂xi

分别为坐标向量、速度向量与压力梯度的张量表达式。这

里介绍张量表达法两个非常重要的约定:
 

(1)
 

下标约定。下标i代表1、2、3中的任意一个,即

i=1,2,3 (1.4)
从编程的角度理解这一约定较为容易,即对i从1~3的一个循环。
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更进一步,可以在张量表达式中引入新的下标,如引入一个新的下标j,就可

以用两个下标表示3×3阶的矩阵:
 

σij =

σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ33
σ31 σ22 σ33

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =σ (1.5)

这里的下标i、j是相互独立且自由变化的,因此又称为自由标。事实上,张量的阶

数是由自由标决定的。例如,标量不存在自由标,因此是0阶张量;
 

式(1.4)有1
个自由标,因此是1阶张量;

 

式(1.5)有2个自由标,因此是2阶张量;
 

依次类推。
上述是下标不同的情况,如果张量中出现相同的下标,则需引入如下约定。
(2)

 

求和约定。求和约定是指,凡是引入了相同的下标,则意味着另含运算:
 

将下标由1~3取值,然后求和。如

σii=σ11+σ22+σ33 (1.6)
这里的下标i不再能够自由变化,因此称为哑标,与自由标相对。

张量下标的特点:
 

①默认值为1、2、3;
 

②哑标必须成双成对出现,并且符号不

限,也就是说,σii=σjj;
 

③等式中的各项自由标必须相同。
最后给出常见的张量运算。
(1)

 

缩并。缩并即令下标相等,如使σij 下标相等变化为σii,称为缩并一次。
缩并一次阶数减2,但仍为张量。

(2)
 

加减:

aij ±bij =cij (1.7)
加减之后的新张量阶数不变。

(3)
 

数乘:

kaij =cij (1.8)
数乘之后新张量阶数不变。

(4)
 

并积(外积):

aijbkl=cijkl (1.9)
并积所形成的新张量阶数为原张量阶数之和。

(5)
 

点积(内积):

aij·bkl=aikbkj =cij (1.10)
点积所形成的新张量阶数为原张量阶数之和减2,即实施了一次缩并,如两矩阵

点积。

1.2 N-S方程推导

N-S方程是关于黏性流体的动力学方程,因而是流体力学的核心,CFD的研究

目的就是求解N-S方程,同时,湍流、多相流等模型也通常是通过拓展N-S方程提



3    

出的,因此掌握N-S方程非常重要。考虑到N-S方程的推导与N-S方程离散计算

过程有很大程度的相似性,本节将从与有限体积法相似的角度,针对图1.1中的控

制体进行推导,以期更好地理解N-S方程。其中,作用在单位面积上的表面力(面
应力)用应力张量σij 来表示。

图1.1 控制体与面应力示例

1.2.1 控制体与面应力

将流体空间离散分割为若干相邻接的控制体,如图1.1所示。这一控制体既

要足够大,以保证包含足够多的流体分子而使流体连续性条件成立;
 

又要足够小,
以保证控制体内的流动为层流而非湍流。事实上,这一对控制体大小的要求正是

对湍流计算直接数值模拟(direct
 

numerical
 

simulation,DNS)离散网格尺寸的要

求,是合理且可以实现的。如果假设该控制体内始终包含相同的流体分子,即允许

控制体形状变化,则该控制体就是拉格朗日坐标系下的流体微团。
为了简便且不失一般性,这里将控制体取为正六面体。控制体作用面法向方

向与坐标轴相同的称为正面,反之称为负面。尽管一个控制体包含6个作用面,但
每个作用面都与相邻的控制体共享,因此,对于一个控制体而言,独立的作用面是

3个,可以只考虑3个正面。而对于每一个作用面,又存在3个独立方向的应力,因
此,控制体的面应力可以用一个二阶张量σij 来表示。其中,下标i代表作用面,对
应于作用面法线方向,而下标j对应于应力方向。当i=j 时,σij 表示为正应力;

 

当i≠j时,σij 表示为切应力。图1.1给出了示例。

1.2.2 控制体物理量表述

控制体的物理量可以分为两大类:
 

体积量与面积量,如图1.2所示。

图1.2 控制体物理量的表述
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(1)
 

体积量。定义φ 代表单位体积的物理量,也就是控制体的平均物理量,定
义于控制体中心O 点。因此,体积量为φdV,这里dV 为控制体体积。φ 为广义

量,可以是标量、向量或张量等。
(2)

 

面积量。定义fj 为单位面积通量,其中f 为广义量,下标j代表物理量

的作用面。
对于流体力学,常见的单位面积通量见表1.1。

表1.1 常见的面积量

量
 

的
 

名
 

称 量
 

的
 

符
 

号

单位面积通量 fj

流量 ρuj

热量 qj

应力 σji

应力功率 σjiui

设通量方向与坐标轴方向相同,并设净通量ϕ 等于单位时间内流出通量减去

流入通量。例如,对于x1 轴方向(参考图1.2),可得:
 

ϕf1  = f1+
∂f1
∂x1
dx1  dx2dx3-f1dx2dx3=

∂f1
∂x1
dx1dx2dx3=

∂f1
∂x1
dV

(1.11)
其中,dV 为控制体的体积。

对于x2 轴方向和x3 轴方向,同样可得:
 

ϕ(f2)=
∂f2
∂x2
dV (1.12)

ϕ(f3)=
∂f3
∂x3
dV (1.13)

因此,净通量的表达式为

ϕ(f)=
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3  dV=

∂fj

∂xj
dV (1.14)

1.2.3 连续性方程

连续性方程是质量守恒定律在定常流动的流体力学中的数学表述,意味着

控制体内单位时间内净流入质量等于控制体内质量的变化率。其中,体积量为

ρdV,面积量为fj=ρuj,据此并参考净通量表达式(1.14),可以写出连续性

方程:
 

-
∂ρuj  
∂xj

dV=
∂ρdV  
∂t =

∂ρ
∂tdV
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整理后即得:
 

∂ρ
∂t+

∂ρuj  
∂xj

=0 (1.15)

式(1.15)还可以写为拉格朗日坐标系下的形式:
 

DρdV  
Dt =0 (1.16)

式(1.16)的物理含义是在拉格朗日坐标系下,也就是在随体坐标系下,流体微团的

质量变化率为0。其中的导数:
 

D
Dt=

∂
∂t+uj

∂
∂xj

(1.17)

称为随体导数或物质导数,代表微团某性质对时间的变化率。式(1.17)是N-S方

程推导中经常需要用到的公式。
可以证明,流体微团的体积膨胀速率就是3个正交方向线变形速度的代数

和,即

1
dV
DdV  
Dt =

∂uj

∂xj
(1.18)

因此式(1.16)又可以写为

Dρ
Dt+ρ

∂uj

∂xj
=0 (1.19)

将式(1.17)代入可得,式(1.19)等同于式(1.15)。

1.2.4 动量方程

动量方程是动量守恒定律在流体力学中的数学表述,意味着微团单位时间的

动量变化率等于合力。其中,体积量为动量ρuidV 与体积力ρFidV,体积力为所有

质量上的力,如重力;
 

面积量为应力σji。据此可以写出动量方程:
 

DρuidV  
Dt =ρFidV+

∂σji

∂xj
dV (1.20)

将式(1.19)代入,式(1.20)可以简化为

ρ
Dui

Dt =ρFi+
∂σji

∂xj
(1.21)

将式(1.17)代入,则上式可以进一步写为

ρ
∂ui

∂t +ρuj
∂ui

∂xj
=ρFi+

∂σji

∂xj
(1.22)

  通过在式(1.22)中引入式(1.15),在CFD中,特别是在可压缩流动计算中,动
量方程经常写为强守恒形式:

 

∂ρui  
∂t +

∂ρuiuj  
∂xj

=ρFi+
∂σji

∂xj
(1.23)
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1.2.5 能量方程

能量方程是能量守恒定律在流体力学中的数学表述,意味着微团单位时间的

能量变化等于吸热率与功率之和。其中,吸热又包含生成热与热传导。因此,体积

量为总能ρEdV,生成热功率为ρQdV,以及体积力功率为ρFiuidV,面积量为热传

导qj 与应力功率σjiui。据此可以写出能量方程:
 

DρEdV  
Dt =ρQdV+ρFjujdV-

∂qj

∂xj
dV+

∂σjiui  
∂xj

dV (1.24)

E=e+
1
2uiui (1.25)

qj =-k∂T∂xj
(1.26)

其中,e为单位质量流体内能,k为导热系数,T 为温度。
类似于动量方程,能量方程(1.24)可以写为CFD中常用的强守恒形式:

 

∂(ρE)
∂t +

∂ρEuj  
∂xj

=ρQ+ρFjuj -
∂qj

∂xj
+
∂σjiui  
∂xj

(1.27)

1.2.6 本构方程

在前述章节中,还有一个重要的变量没有定义,即应力σji。本构方程的任务,

就是建立σji 的具体表达式。为此,对于牛顿流体,需要引入斯托克斯第一假设

(Stokes
 

first
 

hypothesis)与斯托克斯第二假设(Stokes
 

second
 

hypothesis)。
斯托克斯第一假设包含以下3条内容:

 

(1)
 

应力张量σij 是应变率张量Sij 的线性函数;
 

(2)
 

应力张量σij 为对称各向同性,也就是说流体性质与方向无关,而且下标i
与j可互换;

 

(3)
 

应力应变率关系式不仅应适合运动的情况,也应适合静止的情况。也就

是说,当Sij=0时,σij=-pδij。
这里的p 就是流体静压,δij 为克罗内克张量(Kronecker

 

tensor):
 

δij =
1,i=j
0,i≠j (1.28)

而应变率张量Sij 则代表了流体微团的变形运动:
 

Sij =
1
2
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi  (1.29)

  根据斯托克斯第一假设的第(1)条内容,应力张量的一般解为

σij =cijklSkl+Dij (1.30)
其中,Dij 为常数张量,cijkl 为一个四阶系数张量,包含81个变量。为了简化
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cijkl,引入了斯托克斯第一假设的第(2)条内容。事实上,二阶张量只有克罗内克

张量满足各向同性性质,因此,对于四阶各向同性张量,只有3种克罗内克张量

组合:
 

cijkl=γ1δijδkl+γ2δilδjk +γ3δikδjl (1.31)

  也就是说,在引入各向同性假设后,cijkl 由81个变量大幅简化为3个变量。
再考虑对称性,cijkl 的变量还可以进一步缩减为2个:

 

cijkl=λδijδkl+μδilδjk +δikδjl  (1.32)

  再考虑斯托克斯第一假设的第(3)条内容,可以获得:
 

Dij =-pδij (1.33)
因此,根据这3条斯托克斯假设,可以获得应力应变率的关系式:

 

σij =-pδij +τij (1.34)

τij =2μSij +λ
∂uk

∂xk
δij (1.35)

其中,μ 为层流黏性,λ则由斯托克斯第二假设给出:
 

热力学压强等于平均压强,即

p-=-
1
3σii=p。由此可得:

 

λ=-
2
3μ

(1.36)

  需要注意的是,斯托克斯第二假设并不完善。事实上,实验结果表明,许多流体

的λ为正值。但考虑到这一项本身的影响不大,CFD中一般仍然沿用式(1.36)。

1.3 N-S方程的具体形式及其变形

1.3.1 直角坐标系下的N-S方程

  1.2节推导了正交坐标系下的N-S方程,这里将其张量的表达形式总结如下:
 

∂Q
∂t+

∂Fj

∂xj
=
∂Fν

j

∂xj
+S (1.37)

其中,Q 为守恒变量,F 为对流通量,Fν 为黏性通量,S 为源项。它们的定义分别

如下:
 

Q=

ρ
ρu1

ρu2

ρu3

ρE

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, Fj =ujQ+

0
δ1jp
δ2jp
δ3jp

puj

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, Fν
j =

0
σ1j
σ2j
σ3j

σkjuk +qj

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, S=

0

ρfv,1

ρfv,2

ρfv,3

ρfv,iui

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1.38)
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式中,σij 和qj 分别为

σij =μ
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
-
2
3δij

∂uk

∂xk  (1.39)

qj =-k∂T∂xj
(1.40)

其中,源项S 包含体积力强度项fν,一般可认为等于0。
将以上张量形式在直角坐标系(x,y,z)展开,则可得直角坐标系下的N-S方

程展开形式:
 

∂Q
∂t+

∂F
∂x+

∂G
∂y+

∂H
∂z =

∂Fν

∂x +
∂Gν

∂y +
∂Hν

∂z +S (1.41)

其中,

Q=

ρ
ρu

ρv

ρw

ρE

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, F=

ρu

ρu2+p
ρuv

ρuw
uρE+p  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, G=

ρv

ρuv

ρv2+p
ρvw

vρE+p  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, H =

ρw

ρuw

ρvw

ρw2+p
w ρE+p  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

Fν=

0
τxx

τxy

τxz

uτxx +vτxy +wτxz -qx

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, Gν=

0
τyx

τyy

τyz

uτyx +vτyy +wτyz -qy

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

Hν=

0
τzx

τzy

τzz

uτzx +vτzy +wτzz -qz

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, S=

0

ρfv,x

ρfv,y

ρfv,z

ρfv,xu+fv,yv+fv,zw  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=0

式中各量的关系为

τxx =2μux -
2
3μux +vy +wz  , τxy =τyx =μuy +vx  ,

τxz =τzx =μuz +wx  , τyy =2μvy -
2
3μux +vy +wz  ,

τzz =2μwz -
2
3μux +vy +wz  , τyz =τzy =μvz +wy  ,

qx =-kTx, qy =-kTy, qz =-kTz, k=μ
Prcp
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1.3.2 不可压缩流动N-S方程

对于不可压缩流动,其密度不随空间与时间变化,因此N-S方程形式又可以变

化如下。
连续性方程:

 

∂uj

∂xj
=0 (1.42)

  动量方程:
 

∂ui

∂t +uj
∂ui

∂xj
=Fi+

∂τij

ρ∂xj
-
∂pδij  
ρ∂xj

(1.43)

  能量方程:
 

∂E
∂t+uj

∂E
∂xj

=Q+Fjuj -
∂qj

ρ∂xj
+
∂τijui

ρ∂xj
-
uj

ρ
∂p
∂xj

(1.44)

  与可压缩流动N-S方程相比,不可压方程的主要区别在于:
 

(1)
 

连续性方程没有时间项,无法使用时间推进法,方程求解过程复杂而

晦涩;
 

(2)
 

密度不再为求解变量,因此一般引入压力作为求解变量;
 

而连续性方程中

的压力不是显式存在的,需要联合动量方程求解;
 

(3)
 

能量方程与其他方程解耦,也就是说,如果其他方程中的物性与温度无

关,可以只求解连续性方程与动量方程来获得压力场与速度场。

1.3.3 非惯性坐标系下的N-S方程

在非惯性坐标系下,N-S方程组的形式与静止坐标系中的完全一样,只是把

所有坐标与速度都改成相对运动坐标系的坐标与速度(密度、压力、温度、内能满

足客观不变原则,即不随坐标系变化而变化),并把源项S 中的体积力强度项fν

换成fν-ae-ac。其中,ae 为迁移加速度,ac 为哥氏加速度,它们分别定义

如下:
 

ae=
dVO(t)
dt +

dΩ
dt ×r+Ω× Ω×r  (1.45)

ac=2Ω×Vr (1.46)
其中,VO 为运动坐标系原点O(相对于绝对坐标系)的平动速度,Ω 为该运动坐标

系以其原点O 为中心(相对于绝对坐标系)的转动角速度,r为质点相对运动坐标

系原点的矢径。下标r表示相对运动坐标系下的量,Vr 即该量的平动速度。
对于叶轮机械来说,常见的非惯性坐标系为绕z轴等角速度ω 旋转,且原点不

动,即

Ω=ωr (1.47)
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  将式(1.45)
 

~式(1.47)代入源项S,此时非惯性坐标系下N-S方程组的源项

形式为

S=

0

ρω2x+2ωvr  

ρω2y-2ωur  

0

ρω2urx+vry  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1.48)

  也就是说,对于叶轮机械等以一定角速度旋转的情况而言,固结在叶轮机械

旋转坐标上的N-S方程形式上与式(1.37)或式(1.41)一致,只需将其中的源项

S 替换为式(1.48),并把方程组中的所有坐标与速度都改成相对运动坐标系的

坐标与速度。
简便起见,在不引起混淆的情况下,方程组中的所有变量均可略去下标r。

1.3.4 任意曲线坐标系下的N-S方程

CFD中的网格一般都是非正交网格,因此需要将直角坐标系(x,y,z)下的

N-S方程变换到任意曲线坐标系(ξ,η,ζ),也就是计算坐标系下:
 

∂􀭺Q
∂t+

∂􀭺F
∂ξ

+
∂􀭺G
∂η

+
∂􀭿H
∂ζ

=
∂􀭺Fν

∂ξ
+
∂􀭺Gν

∂η
+
∂􀭿Hν

∂ζ
+􀭵S (1.49)

其中,
􀭺Q=JQ, 􀭺F=JξtQ+ξxF+ξyG+ξzH  ,

􀭺G=JηtQ+ηxF+ηyG+ηzH  , 􀭿H =JζtQ+ζxF+ζyG+ζzH  ,

􀭺Fν=JξxF
ν+ξyG

ν+ξzH
ν  , 􀭺Gν=JηxF

ν+ηyG
ν+ηzH

ν  ,

􀭿Hν=JζxF
ν+ζyG

ν+ζzH
ν  , 􀭵S=JS

其中,ξt、ηt、ζt 代表网格运动速度,如果是静止网格,则这3项均为0;
 

J 为两个坐

标系变换的雅可比系数,即J=det∂x,y,z  
∂ξ,η,ζ  
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,因此:
 

J=xξ yηzζ -yζzη  +xη yζzξ-yξzζ  +xζ yξzη -yηzξ  (1.50)

  相应的测度系数(或网格变换函数)为

ξx =J-1yηzζ -yζzη  , ξy =J-1zηxζ -zζxη  , ξz =J-1xηyζ -xζyη  
(1.51)

ηx =J-1yζzξ-yξzζ  , ηy =J-1zζxξ-zξxζ  , ηz =J-1xζyξ-xξyζ  
(1.52)

ζx =J-1yξzη -yηzξ  , ζy =J-1zξxη -zηxξ  , ζz =J-1xξyη -xηyξ  
(1.53)


