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第 5章　离散时间信号与系统的频域分析

  在第4章中,介绍了连续时间周期信号的傅里叶级数分解形式以及连续时间非周期信号

的傅里叶变换形式,分析了连续时间信号在频域上的各种特性。这些特性对于分析连续时间

信号与系统具有非常大的应用价值。本章介绍离散时间周期信号的傅里叶级数分解形式和离

散时间非周期信号的傅里叶变换形式。近些年来人们更关注离散时间信号和离散时间系统,
这是因为大多数电子产品均已数字化,这些产品处理的信号均为离散时间信号,其系统均属于

离散时间系统。离散时间信号与系统的频域分析方法为后面学习复频域分析方法中的z 变

换做了一定的铺垫。
离散时间信号在时间上呈现离散性,按照时域离散性频域周期性的对应关系可知离散时

间信号在频域上呈现周期性。在本章中,分析连续时间信号时所使用的积分会变成求和,导数

会变成差分,离散时间信号与连续时间信号有很多相同点,读者可以对比第4章的内容学习本

章的知识内容。

5.1 离散时间周期信号的频域分析

与连续时间信号的频域分析一样,也可以在频域上分析离散时间信号。一方面,通过频域

分析能进一步认识离散时间信号的特性,并深刻理解连续时间信号经过采样离散化在频域发

生了什么样的变化,即它的谐波组成发生了怎样的变化;另一方面,离散时间信号的傅里叶级

数分解和傅里叶变换是应用计算机进行信号处理的重要工具,它不仅对信号处理的理论研究

有重要的意义,而且在运算方法上起重要作用。

5.1.1 离散时间周期信号的傅里叶级数及频谱

为了引出离散时间周期信号的傅里叶级数,十分有必要回顾信号周期性与离散和连续

之间的关系。从第4章的学习中已经知道,当一个信号是连续时间非周期信号时,其频谱

是连续的非周期函数;当一个信号是连续时间周期信号时,其频谱是离散的非周期函数。
从上面的结论可以看出,一个信号在时域上是周期的还是非周期的会影响其在频域上的频

谱是离散的还是连续的。因此可以大胆猜测:当一个信号在时域上是离散的且是周期信号

时,这个信号在频域上应该是周期的且离散的;当一个信号在时域上是离散的且是非周期

信号时,这个信号在频域上应该是周期的且连续的。上述连续性与周期性的关系如表5.1
所示。
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表5.1 时域与频域中连续/离散和周期/非周期之间的关系

时 域 连续和非周期 连续和周期 离散和非周期 离散和周期

频 域 非周期和连续 非周期和离散 周期和连续 周期和离散

  与连续时间周期信号相似,可以用式(5.1)的形式定义离散时间周期信号。为了强调该信

号是周期且离散的特点,使用x~(n)符号表示离散时间周期信号。

x~(n)=x~(n+rN) (5.1)

  在式(5.1)中,N 为周期,r为任意整数。同连续时间周期信号一样,可以使用傅里叶级数

表示离散时间周期信号,也就是说,可以使用周期为N 的复指数序列ej
2π
N( )kn表示离散时间周

期信号,这个复指数序列可以表示为

ek(n)=ej
2π
N( )kn =ek+rN(n) (5.2)

  这个复指数序列是与连续时间周期信号类比而来的。在第4章中,连续时间周期信号的

基频信号可以表示为ej
2π
T0( )t,其周期为T0,基频为2π

T0
,k次谐波为ej

2π
T0( )kt;离散时间周期信号

的基频信号可以表示为ej
2π
N( )n,其周期为N,基频为2π

N
,k次谐波为ej

2π
N( )kt。也就是说,式(5.2)中

的ek(n)即是离散周期信号的k次谐波。其基频信号为

e0(n)=ej
2π
N( )n (5.3)

  看上去,离散时间周期信号的傅里叶级数形式与连续时间周期信号的傅里叶级数形式十

分相似,但两者还是有一定的区别。最主要的区别就是:连续时间周期信号的傅里叶级数拥

有无穷多个谐波分量,而离散时间周期信号的傅里叶级数只有有限个谐波分量,其个数为 N,
式(5.2)中的k值只能取集合{0,1,…,N-1}中的某个元素。这样,一个离散时间周期信号

x~(n)就可以展开成

x~(n)=
1
N∑

N-1

k=0
X
~(k)ej

2π
Nkn (5.4)

  下面考虑如何求解系数X
~(k),这里要用到以下性质:

1
N∑

N-1

n=0
ej
2π
Nrn =

1
N ×

1-ej
2π
NrN

1-ej
2π
Nr

=
1,r=mN,m ∈Z
0, 其他{

  将式(5.4)的等号两边同时乘以e-j
2π
NrN,然后对n=0~N-1进行一个周期内的求和运

算,可得

∑
N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nrn =

1
N∑

N-1

n=0
∑
N-1

k=0
X
~(k)ej

2π
N(k-r)n =∑

N-1

k=0
X
~(k)1N∑

N-1

n=0
ej
2π
N(k-r)né

ë
êê

ù

û
úú=X

~(r)

  令r=k,可得

X
~(k)=∑

N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn (5.5)

  令式(5.5)中的k=k+mN,可得

X
~(k+mN)=∑

N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
N(k+mN)n =∑

N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn =X

~(k)

  也就是说,X
~(k)也是以N 为周期的序列。另外,通过该式也可以看出,离散傅里叶级数
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只有N 个不同的系数,这与前面的分析是一致的,即离散时间周期信号的傅里叶级数展开式

系数X
~(k)也是一个周期序列。因此,在考虑X

~(k)时,只考虑其一个周期内的值就可以了。

通过上述分析可以知道,离散型傅里叶级数展开式中包含e-j
2π
N 项。为了方便起见,可以

用以下的形式替换这一项:

WN =e-j
2π
N

  这样,离散时间周期信号的傅里叶级数就可以表示为

X
~(k)=∑

N-1

n=0
x~(n)Wnk

N (5.6)

x~(n)=
1
N∑

N-1

n=0
X
~(k)W-nk

N (5.7)

  后面将大量使用WN 这一函数,因此十分有必要了解其性质,通过WN 的定义式不难看

出该函数具有共轭对称性、周期性、可约性以及正交性。
(1)共轭对称性:

Wn
N =(W-n

N )*

  (2)周期性:

Wn
N =Wn+iN

N

  (3)可约性:

Win
N =Wn

N/i

Win
iN =Wn

N

  (4)正交性:

1
N∑

N-1

n=0
Wnk

N (Wn
N)* =

1
N∑

N-1

n=0
W (n-m)k

N =
1, n-m=iN
0, n-m ≠iN{

  另外,很多书中都使用DFS(DiscreteFourierSeries)和IDFS(InverseDiscreteFourier

Series)表示离散傅里叶级数变换和离散傅里叶级数逆变换,也就是说X
~(k)和x~(n)满足

X
~(k)=DFS[x~(n)]=∑

N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn =∑

N-1

n=0
x~(n)Wnk

N (5.8)

x~(n)=IDFS[X
~(k)]=

1
N∑

N-1

k=0
X
~(k)ej

2π
Nkn =

1
N∑

N-1

n=0
X
~(k)W-nk

N (5.9)

式(5.8)和式(5.9)就是离散时间周期信号的傅里叶级数变换对,DFS是离散时间周期信号的

傅里叶级数变换,IDFS是离散时间周期信号的傅里叶级数逆变换。
例5.1 已知离散时间周期信号x~(n)如图5.1所示,其周期N=10,求它的傅里叶级数展

开式系数X
~(k)。

图5.1 离散时间周期信号x~(n)
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解:由离散时间周期信号的傅里叶级数展开式可知

X
~(k)=∑

10-1

n=0
x~(n)Wnk

10=∑
4

n=0
e-j

2π
10nk

=e-j
2π
10k×0+e-j

2π
10k×1+e-j

2π
10k×2+e-j

2π
10k×3+e-j

2π
10k×4

=
1-e-jπk

1-e-
jπk
5
=
e-jπk/2(ejπk/2-e-jπk/2)

e-jπk/10 e
jπk
10 -e-

jπk
10( )

=e-j2πk/5
sinπk/2
sinπk/5

  例5.2 如果x~(n)是一个周期为N 的周期序列,那么它也是周期为2N 的周期序列。把

x~(n)看作周期为N 的周期序列,有x~(n)↔X
~
1(k)(周期为N);把x~(n)看作周期为2N 的周

期序列,有x~(n)↔X
~
2(k)(周期为2N)。如何用X

~
1(k)表示X

~
2(k)?

解:X
~
1(k)=∑

N-1

n=0
x~(n)Wkn

N =∑
N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn

X
~
2(k)=∑

2N-1

n=0
x~(n)Wkn

2N =∑
N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
N

k
2n +∑

2N-1

n=N
x~(n)e-j

2π
N

k
2n

令n=n'+N,则

X
~
2(k)=∑

N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
N

k
2n +∑

N-1

n'=0
x~(n'+N)e-j

2π
N

k
2(n'+N)

=(1+e-jπk)∑
N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
N

k
2n =(1+e-jπk)X

~ k
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

所以 X2(k)=
2X
~
1

k
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,k为偶数

0, k为奇数

ì

î

í

ïï

ïï

后面还会介绍如何使用z变换求解离散时间周期信号的傅里叶级数展开式,本节就不再

展开叙述了。

5.1.2 离散时间周期信号的傅里叶级数的基本性质

本节介绍离散时间周期信号的傅里叶级数的相关性质,这些性质不仅可以用于离散时间

周期信号的傅里叶级数求解,而且可以引出有限长序列的离散傅里叶变换的各种相关性质。

1.线性

线性的前提条件是离散时间周期信号x~1(n)和x~2(n)的周期均为 N。若两个信号的DFS
运算满足以下关系:

X
~
1(k)=DFS[x~1(n)]

X
~
2(k)=DFS[x~2(n)]

则将这两个信号进行线性相加时,可得

DFS[ax~1(n)+bx~2(n)]=aX
~
1(k)+bX

~
2(k) (5.10)

其中的a、b为任意实数。该性质可以通过离散时间周期信号的傅里叶级数的定义直接证明,
这里不再赘述。

2.序列移位性质

序列移位性质主要考虑将离散周期信号左右平移时的傅里叶级数展开式系数的结果。
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若 X
~
1(k)=DFS[x~1(n)]

则将x~1(n)左右平移后,其傅里叶级数展开式系数X
~
1(k)的结果将变为

DFS[x~(n-m)]=Wmk
N X

~(k)=e-j
2π
NmkX

~(k) (5.11)

DFS[x~(n+m)]=W-mk
N X

~(k)=ej
2π
NmkX

~(k) (5.12)

其中,式(5.11)是将x~1(n)向左平移m 个单位的结果,式(5.12)是将x~1(n)向右平移m 个单位

的结果。
证明:因为

DFS[x~(n+m)]=∑
N-1

n=0
x~(n+m)Wnk

N

令n+m=i,则有

DFS[x~(i)]=∑
N-1+m

i=m
x~(i)Wik

NW-mk
N

因为x~(i)和Wik
N 都是以N 为周期的周期函数,因此可以将上式变为

DFS[x~(n+m)]=DFS[x~(i)]=W-mk
N ∑

N-1

i=0
x~(i)Wik

N =W-mk
N x~(k)

3.调制性质

调制性质是指将离散时间周期信号x~1(n)的傅里叶级数展开式系数X
~
1(k)左右平移。

若 X
~
1(k)=DFS[x~1(n)]

则在x~1(n)的基础上乘以Wmn
N 便可以改变其X

~
1(k),也就是

DFS[Wmn
Nx~(n)]=X

~
1(k+m) (5.13)

  证明:

DFS[Wmn
Nx~(n)]=∑

N-1

i=0
Wmn

Nx~(n)Wnk
N =∑

N-1

i=0
x~(n)Wn(k+m)

N =X
~
1(k+m)

上式中的Wmn
N 可以表示成

Wmn
N =e-j

2π
Nmn =e-j

2π
Nnm =(e-j

2π
Nn)m

也就是说,时域乘以虚指数e-j
2π
Nn的m 次幂时,其频域搬移m 位,这一性质称为调制。

4.对偶性

连续时间信号的傅里叶变换在时域中存在着对偶性。
若 F[f(t)]=F(ω)

则有 F[F(t)]=2πf(-ω)

f(t)是连续时间非周期信号,其时域和频域均是连续的。离散时间周期信号的时域和频

域均是离散的,从DFS和IDFS公式可以看出,它们只差1/N 因子和WN 的指数的正负号,因
此也一定存在着时域和频域的对偶关系。

若离散时间周期信号x~(n)的傅里叶级数展开式系数为X
~(k),则对偶性的性质可以通过

以下形式描述:

DFS[x~(n)]=X
~(k) (5.14)

DFS[X
~(n)]=Nx~(-k) (5.15)
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  证明:由离散时间周期信号的傅里叶级数的反变换关系可知

x~(n)=IDFS[X
~(k)]=

1
N∑

N-1

n=0
X
~(k)W-nk

N

等式左右两侧同时乘以N,可得

Nx~(-n)=∑
N-1

n=0
X
~(k)Wnk

N

由于等式右边与DFS的表达式相同,故n 和k互换,可得

Nx~(-k)=∑
N-1

n=0
X
~(n)Wkn

N

即周期序列X
~(n)的DFS系数是Nx~(-k),因而存在以下对偶关系:

DFS[x~(n)]=X
~(k)

DFS[X
~(n)]=Nx~(-k)

5.周期卷积和性质

周期卷积和性质讨论的是将两个周期序列相乘以后的傅里叶级数结果。

设离散周期信号X
~
1(k)和X

~
2(k)满足以下关系:

X
~
1(k)=DFS[x~1(n)]

X
~
2(k)=DFS[x~2(n)]

如果 Y
~(k)=X

~
1(k)X

~
2(k)

则离散周期信号y~(n)可以写成式(5.16)或式(5.17)的形式:

y~(n)=IDFS[Y
~(k)]=∑

N-1

m=0
x~1(m)x~2(n-m) (5.16)

y~(n)=IDFS[Y
~(k)]=∑

N-1

m=0
x~2(m)x~1(n-m) (5.17)

  证明:

y~(n)=IDFS[Y
~(k)]=IDFS[X

~
1(k)X

~
2(k)]=

1
N∑

N-1

k=0
X
~
1(k)X

~
2(k)W-nk

N

=
1
N∑

N-1

k=0
∑
N-1

m=0
x~1(m)Wmk

N X
~
2(k)W-nk

N

=∑
N-1

m=0
x~1(m)

1
N∑

N-1

k=0
X
~
2(k)W-(n-m)k

N

=∑
N-1

m=0
x~1(m)x~2(n-m)

令上式中的n-m=m',则可以得到

y~(n)=∑
N-1

m'=0
x~2(m')x~1(n-m')

这一性质称为周期卷积和。它与线性卷积有以下两个区别:
(1)x~1(n)、x~2(n)都是以N 为周期的序列,它们的移位序列也为周期序列。y~(n)同样也

是以N 为周期的序列。
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(2)周期卷积和只在一个周期内进行运算。
例5.3 x~1(n)、x~2(n)分别是以x1(n)、x2(n)为主值序列,以 N=6为周期的序列,求

x~1(n)与x~2(n)的周期卷积和y~(n)。

x1(n)=
1, 0≤n≤3
0, 其他{

x2(n)=[0,1,2,1,0,0] (0≤n≤5)

  解:首先画出x1(m)和x2(m)两个信号的图形,如图5.2所示。

接下来将x~2(m)翻转,得到x~2(-m)=x~2(0-m),如图5.3所示。

图5.2 x1(m)和x2(m) 图5.3 x~2(-m)

通过图5.3可以计算出y~(0):

y~(0)=∑
N-1

m=0
x~1(m)x~1(0-m)=x~1(0)x~2(0)+x~1(1)x~2(-1)+…+x~1(5)x~2(-5)

=1×0+1×0+1×0+1×1+0×2+0×1=1
将x~2(-m)右移一位,得到x~2(1-m),如图5.4所示。

图5.4 x~2(1-m)

通过图5.4可以计算出y~(1):

y~(1)=∑
N-1

m=0
x~1(m)x~1(1-m)=x~1(0)x~2(1)+x~1(1)x~2(0)+…+x~1(5)x~2(-4)=1

  以此类推,可以求出y~(3)=4,y~(4)=4,y~(5)=3,因此y~(n)的主值序列为[1,1,3,4,4,3],
并以N=6为周期延拓。

类似地还可以得到频域卷积和定理,也就是当

y~(n)=x~1(n)x~2(n)
时,有

Y
~(k)=DFS[y~(n)]=∑

N-1

l=0
y~(n)Wkn

N =
1
N∑

N-1

l=0
x~1(l)x~2(k-l)=

1
N∑

N-1

l=0
x~2(l)x~1(k-l)
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5.2 离散时间非周期信号的频域分析

通过前面的学习已经知道,一个信号在时域上如果是离散的且为非周期信号,那么它在频

域上应为连续的且为周期信号。本节介绍离散时间傅里叶变换,在学习的过程中需要注意离

散时间傅里叶变换和傅里叶变换的区别和联系。

5.2.1 离散时间非周期信号的傅里叶变换及频谱

离散时间傅里叶变换(DiscreteTimeFourierTransformation,DTFT)也称为序列的傅里

叶变换,该变换方法是研究离散时间系统频域特性的主要工具之一。要引出该变换,可以从离

散傅里叶级数入手。当一个连续时间周期信号的周期趋于无穷大时,其信号的频谱将变得无

限密集,从而成为连续频谱。同样,当一个离散时间周期信号的周期趋于无穷大时,可以认为

它变为离散时间非周期信号,该离散时间非周期信号的频谱就变成了一个连续的频谱。

周期信号x~(n)和离散时间周期信号的傅里叶级数展开式系数X
~(k)可以表示为

x~(n)=
1
N∑

N-1

n=0
X
~(k)Wnk

N =
1
N∑

N

k=0
X
~(k)ej

2π
Nkn

X
~(k)=∑

N-1

n=0
x~(n)Wnk

N =∑
N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn

令ak 满足

ak =
1
N∑

N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn (5.18)

则可以将x~(n)变为

x~(n)=∑
N-1

n=0
akWnk

N =∑
N-1

n=0
akej

2π
Nkn

在式(5.18)的等号两侧同时乘以周期N,可得

Nak =∑
N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn

当 N→∞时,令2π
Nk=ω,lim

N→∞
Nak=X(ejω),则可以得到离散时间周期信号的傅里叶变换

公式:

X(ejω)=∑
+∞

n= -∞
x(n)e-jωn (5.19)

其中,X(ejω)对ω 来说是以2π为周期的。通过式(5.19)可以将式(5.18)改写成

ak =
1
N∑

N-1

n=0
x~(n)e-j

2π
Nkn =

1
NX(ejω) (5.20)

其中的ω=
2π
Nk。于是可以将离散时间周期信号x~(n)改写为

x~(n)=∑
N-1

n=0
akej

2π
Nkn =

1
N∑

N-1

n=0
X(ejkω)ejωkn =

1
2π∑

N-1

n=0
X(ejkω)ejωknω

  当N→∞时,x~(n)→x(n),ωk→ω,ω→dω,并把求和符号改为积分符号,可得
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x(n)=
1
2π∫

π

-π
X(ejω)ejωndω

上式便是离散时间傅里叶逆变换公式。使用DTFT[]和IDTFT[]运算符表示的离散时间傅

里叶变换和逆变换公式如下:

X(ejω)=DTFT[x(n)]=∑
+∞

n= -∞
x(n)e-jωn (5.21)

x(n)=IDTFT X(ejω)[ ] =
1
2π∫

π

-π
X(ejω)ejωndω (5.22)

  对于离散时间傅里叶变换需要注意以下几方面:
(1)由于x(n)在时域上是离散的,因此频域上的X(ejω)一定是以2π为周期的周期函数。
(2)由于x(n)是时域上的非周期函数,因此其对应的频域函数X(ejω)一定是连续的。
(3)X(ejω)是x(n)的频谱密度函数,简称频谱。它是复函数,可以分解为幅度谱和相位

谱,这与前面的连续时间傅里叶变换是相似的。
例5.4 已知离散时间非周期信号x(n)=a|n|(|a|<1),通过离散时间傅里叶变换求解

其频谱X(ejω)。
解:首先可以将x(n)=a|n|改写为

x(n)=a-nu(-n-1)+anu(n)

  使用离散时间傅里叶变换公式可以对上述离散时间非周期信号进行变换:

X(ejω)=DTFT(x(n))=∑
-1

n= -∞
a-ne-jωn +∑

+∞

n=0
ane-jωn

=
aejω

1-aejω +
1

1-ae-jω =
1-a2

1+a2-2acosω
  本例中的x(n)和|X(ejω)|可以用图5.5表示。

图5.5 离散时间非周期信号x(n)及其频谱|X(ejω)|

并非所有的离散时间非周期信号x(n)都可以进行离散时间傅里叶变换,讨论信号x(n)
的离散时间傅里叶变换的存在条件,其实就是讨论式(5.21)的收敛条件。当x(n)是无限长的

离散时间非周期信号时,X(ejω)的表达式是无穷项级数,因此讨论其收敛条件十分有必要。使

其收敛的充分条件有以下两个:
(1)一致性收敛。要求离散时间非周期信号x(n)在(-∞,+∞)上绝对可和,即
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∑
+∞

-∞
|x(n)|<+∞ (5.23)

  (2)均方收敛。要求x(n)的能量有限,即

∑
+∞

-∞
|x(n)|2 <+∞ (5.24)

  例5.5 已知离散时间非周期信号x(n)=anu(n)(|a|<1),通过离散时间傅里叶变换求

解其频谱X(ejω),并绘制其幅频特性和相频特性。
解:由离散时间傅里叶变换公式可知

X(ejω)=∑
+∞

n=0
ane-jωn =∑

+∞

n=0

(ae-jω)n =
1

1-ae-jω

X(ejω)的幅值和幅角分别为

|X(ejω)|=
1

 
1+a2-2acosω

∠X(ejω)=-tan-1 asinω
1-acosω

  上面的频谱和幅角与a 的大小相关,根据a 值的不同,其x(n)的形式并不相同。当a 的

值为0~1时,x(n)为单调指数衰减信号;当a 的值为-1~0时,x(n)为摆动指数衰减信号。
图5.6(a)给出了a 为0~1时的幅频特性和相频特性,图5.6(b)给出了a 为-1~0时的幅频

特性和相频特性。

图5.6 信号x(n)的幅频特性和相频特性

例5.6 已知离散矩形脉冲信号x(n)=
1, |n|≤N1

0, |n|>N1
{ ,通过离散时间傅里叶变换求其频

谱X(ejω),并绘制当N1=2时的幅频特性。
解:由离散时间傅里叶变换公式可知

X(ejω)=∑
+∞

n= -∞
x(n)e-jωn = ∑

N1

n= -N1

e-jωn =
sin N1+

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ω

sinω
2


