
第 1 章 矩阵理论基础

本章主要介绍矩阵理论的基本概念、基本运算，为理解这一数学工具打下坚实的

基础．通过本章的学习，读者将掌握矩阵的基本构造，了解它们如何通过简单的规则

进行变换，以及这些变换如何影响我们对世界的理解和解释.

1.1 向量与矩阵

1.1.1 基本概念

1. 引入

在研究科学和工程问题时，其中的很多问题都可以通过数学建模转化成一个线性

方程组 



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(1-1)

在线性方程组 (1-1) 中，使用 m 个方程描述 n 个未知量之间的线性关系. 这种表示方
式在研究问题时不够简练，为了简化问题，可以采用向量和矩阵．下面介绍向量与矩

阵的概念．

2. 向量与矩阵的概念

线性方程组(1-1)中所有变量的系数可按照相对位置排成 m 行 n 列的数集，按照

如下格式写成：

AAA =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn




.

称 AAA 为 m × n 矩阵，简记为 AAA = (aij)m×n，其中 aij 表示矩阵 AAA 的第 i 行、第 j 列

元素，简称第 (i, j) 个元素. 当 aij 取实数时，称 AAA 为实矩阵；当 aij 取复数时，称 AAA

为复矩阵.
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当 m = n 时，矩阵 AAA 称为 nnn 阶正方矩阵，简称 nnn 阶方阵；若 m < n，则称矩阵

AAA 为宽矩阵；而当 m > n 时，便称矩阵 AAA 为高矩阵.
特别地，当 n = 1 时，AAA 退化为如下形式：




a1

a2
...
am



. (1-2)

称式(1-2) 的形式为 mmm 维列向量，简称 mmm 维向量，一般用小写字母表示，如 aaa，bbb，xxx，

yyy，· · ·．若其元素 ai 取实数，即 ai ∈ R，则称其为mmm 维实（数）向量，并记作 aaa ∈ Rm×1，

或者简记为 aaa ∈ Rm. 类似地，若 ai ∈ C，则称其为 mmm 维复向量，并记作 aaa ∈ Cm×1.
类似地，称 [a1, a2, · · · , an]为一个 nnn 维行向量，一般记作 aTaTaT ∈ R1×n 或 aTaTaT ∈ C1×n.
有了以上概念，方程组(1-1)可以方便地记为矩阵形式：

AxAxAx = bbb.

一个 n 阶方阵 AAA 的主对角线是指从左上角到右下角沿 i = j，j = 1, 2, · · · , n 连接的线
段. 位于主对角线上的元素称为 AAA 的对角元素，它们是 a11, a22, · · · , ann.

主对角线以外元素全部为零的 n 阶方阵称为对角矩阵，记作

DDD = diag(d11, d22, · · · , dnn).

若 n 阶对角矩阵主对角线元素全部等于 1，则称为单位矩阵，用符号 IIIn 表示．所

有元素为零的 m× n 矩阵称为零矩阵，记为 OOOm×n．一个全部元素为零的向量称为零

向量，记为 0．
为了书写简洁，单位矩阵、零矩阵分别记为 III,OOO．

1.1.2 矩阵的基本运算

矩阵的基本运算包括矩阵的转置、共轭、共轭转置和求逆等．

1. 矩阵的转置

若 AAA = (aij)m×n，称矩阵




a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

...
a1n a2n · · · amn



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为矩阵AAA的转置矩阵，记为AAAT．若AAA是一个复矩阵，对其每个元素 aij(i = 1, 2, · · · ,m;

j = 1, 2, · · · , n) 取共轭后得到的矩阵称为 AAA 的共轭矩阵，记为 AAA∗．易见，AAA∗ 仍然是

一个 m× n 矩阵，即

AAA∗ =




a∗11 a∗12 · · · a∗1n

a∗21 a∗22 · · · a∗2n
...

...
...

a∗m1 a∗m2 · · · a∗mn



.

矩阵 AAA 求转置矩阵后再求共轭矩阵所得到的矩阵称为 AAA 的共轭转置矩阵，记为 AAAH，

易见，AAAH 是一个 n×m 矩阵，且

AAAH =




a∗11 a∗21 · · · a∗m1

a∗12 a∗22 · · · a∗m2

...
...

...
a∗1n a∗2n · · · a∗mn



.

若 AAA 为实方阵，且满足 AAAT = AAA，则称 AAA 为对称矩阵；若 AAA 为复方阵，且满足

AAAH = AAA，则称 AAA 为 Hermite 矩阵（或复共轭对称矩阵）．下面是矩阵的共轭、转置、
共轭转置的性质，感兴趣的读者可以自己证明．

（1）矩阵的共轭、转置和共轭转置满足分配律：

(AAA+BBB)∗ = AAA∗ +BBB∗, (AAA+BBB)T = AAAT +BBBT, (AAA+BBB)H = AAAH +BBBH.

（2）矩阵乘积的转置、共轭转置满足关系式

(ABABAB)T = BBBTAAAT, (ABABAB)H = BBBHAAAH.

2. 矩阵的求逆

在很多工程问题中，需要将一个向量 xxx 进行变换，如用一个矩阵 AAA 乘以向量 xxx，

记

yyy = AxAxAx. (1-3)

该类问题往往涉及从向量 yyy 到向量 xxx 的逆变换，这会用到下面的计算．

设 AAA 为方阵，若存在方阵 BBB，使得

BABABA = III,

此时，式(1-3) 等号两边同时左乘 BBB，得到

ByByBy = BAxBAxBAx = IxIxIx = xxx.
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一般地，若 AAA 为 n 阶方阵，存在矩阵 BBB，使得

ABABAB = III (或BABABA = III)

成立，则称 BBB 是 AAA 的逆矩阵（或 AAA 也是 BBB 的逆矩阵），记为

BBB = AAA−1 (或AAA = BBB−1).

若 AAA 存在逆矩阵，则 AAA 为可逆矩阵（或非奇异矩阵）．

逆矩阵在数学和工程问题中有广泛的应用，对于理解和解决许多实际问题至关重

要．本章最后一节将会给出利用 Python 求解逆矩阵的方法．

3. 正交矩阵与酉矩阵

正交矩阵在数学、工程、计算机图形学和物理学等领域有着广泛应用，其独特的

性质使其在简化运算、保持几何特性、实现变换等方面发挥重要作用，是众多领域不

可或缺的数学工具．下面给出正交矩阵的定义．

定义 1.1.1 若 AAA 为 n 阶实方阵，且满足 AAATAAA = III（或 AAAAAAT = III），则称 AAA 为正

交矩阵．

由正交矩阵的定义不难看出，若 AAA 为 n 阶实方阵，以下五个命题等价：

（1）AAA 为正交矩阵；

（2）AAAT = AAA−1；

（3）AAAT 为正交矩阵；

（4）AAA−1 为正交矩阵；

（5）AAATAAA = III.
将正交矩阵的定义推广到复数域，可以得到如下酉矩阵的定义．

定义 1.1.2 若 AAA 为 n 阶复方阵，且满足 AAAHAAA = III(或 AAAAAAH = III)，则称复方阵 AAA

为酉矩阵．

类似地，若 AAA 为 n 阶复方阵，则以下五个命题等价：

（1）AAA 为酉矩阵；

（2）AAAH = AAA−1；

（3）AAAH 为酉矩阵；

（4）AAA−1 为酉矩阵；

（5）AAAHAAA = III．

正交矩阵和酉矩阵都是具有特殊性质的方阵，它们在数学和应用领域中都扮演着重

要角色．正交矩阵的元素是实数，具有保持向量的长度和夹角不变等性质，在几何变换、

信号处理和控制系统等领域应用广泛．酉矩阵则是正交矩阵在复数域的推广，同样可以

保持向量的长度和夹角，在量子力学、复信号处理和复系统分析中具有重要应用．



∣

∣ 第 1 章
∣

∣ 矩阵理论基础
∣

∣ 5

1.2 矩阵的初等变换与初等矩阵

1.2.1 矩阵的初等变换

矩阵的初等变换是线性代数中的基本概念，它们是对矩阵行或列操作的集合，用

于简化矩阵形式，从而降低所解决问题的复杂度．这些变换包括行（列）交换、数乘

行（列）以及行（列）加法等．

下面给出矩阵的初等行变换的几种具体形式．

（1）行交换

行交换是将矩阵的两行位置相互交换. 矩阵的第 i 行 ri 和第 j 行 rj 交换可以表

示为

ri ↔ rj .

（2）数乘行

数乘行是将矩阵的某一行乘以一个非零常数. 矩阵的第 k 行 rk 乘以常数 α 可以

表示为

αrk.

（3）行加法

行加法是将矩阵的某一行乘以一个常数后加到另一行上. 矩阵的第 j 行乘以常数

α 然后加到第 i 行上可以表示为

ri + αrj .

以上三种对矩阵行的变换称为矩阵的初等行变换，是研究线性方程组理论及求解

优化问题的重要工具. 对矩阵的列进行类似于上面的三种操作，称为矩阵的初等列变
换. 常用 ci ↔ cj 表示矩阵的第 i 列和第 j 列互换，用 αck 表示矩阵的第 k 列乘以常

数 α，用 ci + αcj 表示将矩阵的第 j 列乘以常数 α 后加到第 i 列上．

若矩阵 AAA 经过有限次初等变换变成 BBB，则称矩阵 AAA 与 BBB 等价，记为 AAA ∼ BBB.

1.2.2 初等矩阵

初等变换虽然很直观，但是由于形式的限制不便于深入研究，因此有必要将变换

过程描述为更数学化的形式.

对单位矩阵进行一次初等行变换所得到的矩阵称为初等矩阵，三种初等行变换对

应于三种初等矩阵．

（1）ri ↔ rj 对应的初等矩阵记为 EEE(i, j)，其中
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EEE(i, j) =




1

. . .
1

0 1

1
...

1

1 0

1
...

1




←− 第i行

←− 第j行

.

EEE(i, j) 是单位矩阵 III 第 i 行与第 j 行互换得到的．容易验证，矩阵 AAA 的第 i 行

与第 j 行互换的结果等于 EEE(i, j) 左乘 AAA，矩阵 AAA 的第 i 列与第 j 列互换的结果等于

EEE(i, j) 右乘 AAA．

（2）αrk 对应的初等矩阵记为 EEE(k, α)，其中

EEE(k, α) =




1
...

α

...
1




←− 第k行.

EEE(k, α) 是单位矩阵 III 第 k 行乘以常数 α 得到的. 容易验证，矩阵 AAA 第 k 行乘以

常数 α 的结果等于 EEE(k, α) 左乘 AAA，AAA 第 k 列乘以常数 α 的结果等于 EEE(k, α) 右乘 AAA．

（3）ri + αrj 对应的初等矩阵记为 EEE(i, j, α)，其中

EEE(i, j, α) =




1
...

1 α

...
1

. . .
1




←− 第i行

←− 第j行

.

EEE(i, j, α) 是单位矩阵 III 第 j 行乘以常数 α 后加到第 i 行或者第 i 列乘以常数 α

后加到第 j 列得到的．容易验证，矩阵 AAA 第 j 行乘以常数 α 后加到第 i 行的结果等
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于 EEE(i, j, α) 左乘 AAA，AAA 第 i 列乘以常数 α 后加到第 j 列的结果等于 EEE(i, j, α) 右乘 AAA．

因此，初等矩阵是执行矩阵初等变换的矩阵．通过这种形式上的变化，使得研究

矩阵理论问题变得更加方便．

初等变换和初等矩阵是矩阵理论中的基础工具，它们在求解线性方程组、矩阵分

解和矩阵求逆等操作中扮演着关键角色．通过这些变换，可以在将矩阵保持某些重要

特征的情况下，简化所研究问题的求解过程．

1.3 行阶梯形矩阵、行最简形矩阵

1.3.1 行阶梯形矩阵

设方程组 



x1 − 2x2 + x3 = −2
x1 + x2 − x3 = 1

3x1 − 5x2 + x3 = −13
,

则该方程组的求解过程可以用其增广矩阵 BBB 的初等行变换来描述：

BBB =




1 −2 1 −2
1 1 −1 1

3 −5 1 −13




r2−r1~
r3−3r1




1 −2 1 −2
0 3 −2 3

0 1 −2 −7




r2↔r3~




1 −2 1 −2
0 1 −2 −7
0 3 −2 3




r3−3×r2~




∣∣1 −2 1 −2
0

∣∣1 −2 −7
0 0

∣∣4 24




r3×
1
4~




1 −2 1 −2
0 1 −2 −7
0 0 1 6


 (1-4)

r2+2×r3~




1 −2 1 −2
0 1 0 5

0 0 1 6




r1+2×r2~
r1−r3




1 0 0 2

0 1 0 5

0 0 1 6


 . (1-5)

式(1-4)及式 (1-5)中的矩阵具有如下特点：可画出一条阶梯线，线的下方元素全是
0；每个台阶只有一行，台阶数即是非零行的行数，阶梯线的竖线（每段竖线的长度为
一行）后面的第一个元素为非零元，也就是非零行的第一个非零元素，这种矩阵称为

行阶梯形矩阵.

1.3.2 行最简形矩阵

式(1-5)右侧的行阶梯形矩阵还具有如下特点：非零行的第一个非零元为 1，且其
所在列的其余元素都是 0，称为行最简形矩阵．

将线性方程组的增广矩阵化为行最简形矩阵后，直接就能看出该方程组的解．在

解决一些优化问题时，也经常将矩阵变换为行最简形矩阵来简化计算．
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可以证明：任何矩阵 AAAm×n 总可经有限次初等行变换化为行阶梯形矩阵和行最简

形矩阵．在通过将矩阵化成行最简形解线性方程组的讨论中，我们发现，方程组的增

广矩阵经过初等行变换后，尽管形式上发生了很大的改变，但是却保留了关于方程组

的解的一些本质的特性．

对行最简形矩阵再进行初等列变换，可变成形式更简单的矩阵，例如




1 0 0 2

0 1 0 5

0 0 1 6




c4−2×c1−5×c2−6×c3~




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0


 . (1-6)

称式(1-6)中右侧的矩阵为矩阵 B 的标准形．矩阵的标准形具有如下特点：左上角

是一个单位矩阵，其余元素全为零．

任意矩阵 AAA总可经有限次初等行变换和初等列变换化为标准形，标准形常简单地

记为如下形式：
[
IIIr 0

0 0

]

m×n

.

标准形由 m，n，r 三个数完全确定，r 是行阶梯形矩阵中非零行的行数．显然，在

一个矩阵的所有等价矩阵中，标准形是形式最简单的．

1.4 矩阵的行列式、特征值、迹和秩

在矩阵的工程应用中，经常希望能够使用一个数或者一个标量来反映一个矩阵的

性能．下面介绍评价矩阵性质的几个重要标量指标：矩阵的行列式、特征值、迹和秩．

1.4.1 矩阵的行列式

一个 n 阶方阵 AAA 的全部元素 (各元素位置保持不变) 所对应的行列式称为矩阵 AAA

的行列式，记作 det(AAA) 或 |AAA|．
定义 1.4.1 行列式不等于零的矩阵称为非奇异矩阵．

下面不加证明地给出矩阵行列式的一些性质：

（1）单位矩阵的行列式等于 1，即 det(III) = 1．
（2）任何一个方阵AAA和它的转置矩阵AAAT具有相同的行列式，即 det(AAA)=det(AAAT)，

但 det(AAAH) = [det(AAAT)]∗．

（3）两个方阵乘积的行列式等于它们的行列式的乘积，即 det(ABABAB)=det(AAA)det(BBB)，

AAA,BBB ∈ Cn×n．

（4）给定一个任意的常数 α，则 det(αAAA) = αndet(AAA)，其中 AAA 为 n 阶方阵．

（5）若 AAA 是非奇异矩阵，则 det(AAA−1) =
1

det(AAA)．
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方阵的行列式是方阵的一个基础指标，可以用于判断矩阵是否非奇异，主要刻画

矩阵的奇异性．

1.4.2 矩阵的特征值与特征向量

在研究物理学、控制论及解析几何等很多问题时，经常会遇到这样一个问题：对

于方阵 AAA，能否找到数 λ 和向量 xxx，使得 AxAxAx = λxxx，即向量 AxAxAx 与 xxx“平行”？其对应

的数学问题即为以下求方阵的特征值与特征向量的问题．

定义 1.4.2 设 AAA 为 n 阶方阵，xxx 为非零列向量，若存在数 λ，使

AxAxAx = λxxx, (1-7)

则称 λ 为矩阵 AAA 的特征值，称 xxx 为 AAA 的属于特征值 λ 的特征向量 (也称 xxx 为对应于

特征值 λ 的特征向量)．
矩阵 AAAAAAAAA 的特征值常用符号 eig(AAA) 表示．下面给出特征值的一些基本性质：
（1）矩阵乘积的特征值：eig(ABABAB) = eig(BABABA)．

（2）逆矩阵的特征值：eig(AAA−1) =
1

eig(AAA)．

（3）令 III 为单位矩阵，α 为标量，则

eig(III + αAAA) = 1 + α eig(AAA),

eig(AAA− αIII) = eig(AAA)− α.

除了以上基本性质，特征值与特征向量还具有如下性质：

（4）若 λ1, λ2, · · · , λn 是 n 阶方阵 AAA = (aij)n×n 的 n 个特征值，则 det(AAA) =

λ1λ2 · · ·λn．

（5）设 xxx为AAA的属于特征值 λ的特征向量，由于AAA(kxxx) = k(AxAxAx) = k(λxxx) = λ(kxxx)，

故 kxxx (k 6= 0) 也为 AAA 的属于特征值 λ 的特征向量．

（6）设 λ1, λ2, · · · , λm 是方阵 AAA的 m个特征值，ppp1, ppp2, · · · , pppm 依次是与之对应的
特征向量．若 λ1, λ2, · · · , λm 互不相等，则 ppp1, ppp2, · · · , pppm 线性无关 (定义参考文献 [3])．
（7）设 λ1, λ2, · · · , λm 是 n 阶方阵 AAA 的互不相同的特征值，且 pppi1, pppi2, · · · , pppiri 是

AAA 的属于特征值 λi(i = 1, 2, · · · ,m) 的线性无关的特征向量，则向量组

ppp11, ppp12, · · · , ppp1r1 , ppp21, ppp22, · · · , ppp2r2 , · · · , pppm1, pppm2, · · · , pppmrm

也线性无关．

根据性质（4）容易得出结论：若矩阵 AAA 是非奇异矩阵，则其所有特征值都不等

于 0．

特征值刻画了矩阵在特定方向上的“拉伸”或“压缩”程度，在用主成分分析进

行数据降维中扮演着关键的角色．
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1.4.3 矩阵的迹

定义 1.4.3 n 阶方阵 AAA 的对角元素之和称为 AAA 的迹 (trace)，记作 tr(AAA)，即

tr(AAA) = a11 + a22 + · · ·+ ann =
n∑

i=1

aii. (1-8)

在通信工程中，一个具有 n 个信号分量的信号向量 sss(t) = [s1(t), s2(t), · · · , sn(t)]T

的自相关矩阵 RRR = E[sss(t)sssH(t)] 的迹 tr(RRR) = tr(E[sss(t)sssH(t)]) = E[|s1(t)|2] +E[|s2(t)|2]
+ · · ·+ E[|sn(t)|2]，表示 n 个信号分量的能量之和，这里的 E 指的是数学期望．

下面介绍矩阵的迹具有的一些基本性质 [3]．

（1）线性性质：tr(AAA±BBB) = tr(AAA)± tr(BBB)，tr(αAAA) = αtr(AAA)，α 为任意常数．

（2）矩阵AAAAAAAAA的转置、复数共轭和复共轭转置的迹分别为 tr(AAAT) = tr(AAA)，tr(AAA∗) =

[tr(AAA)]∗ 和 tr(AAAH) = [tr(AAA)]∗．
（3）若 AAA ∈ Cm×n，BBB ∈ Cn×m，则 tr(ABABAB) = tr(BABABA)．

（4）若 AAAAAAAAA 是一个 m× n 矩阵，则 tr(AAAHAAA) = 0⇐⇒ AAA = OOOm×n．

（5）矩阵 AAAAAAAAA 的迹等于该矩阵所有特征值之和，即 tr(AAA) = λ1 + λ2 + · · ·+ λn．

（6）分块矩阵（定义参考文献 [3]）的迹满足

tr
[
AAA BBB

CCC DDD

]
= tr(AAA) + tr(DDD).

式中，AAA ∈ Cm×m，BBB ∈ Cm×n，CCC ∈ Cn×m，DDD ∈ Cn×n．

由性质（3）可以得出，矩阵 tr(AAAHAAA) = tr(AAAAAAH)，且容易计算得

tr(AAAHAAA) =
n∑

i=1

n∑

j=1

|aij |2. (1-9)

对于同阶方阵 AAA，BBB，CCC，由性质（3）及矩阵乘法的结合律容易得出：

tr(ABCABCABC) = tr(BCABCABCA) = tr(CABCABCAB). (1-10)

根据式(1-10)还易知，若矩阵 AAA 与 BBB 为同阶方阵，且 BBB 非奇异，则

tr(BABBABBAB−1) = tr(BBB−1ABABAB) = tr(ABBABBABB−1) = tr(AAA).

通过性质（5）可知，矩阵的迹所反映的矩阵的性能指标是所有特征值之和．

1.4.4 矩阵的秩

一组 m维向量 xxxi ∈ Cm(i = 1, 2, · · · , n)称为线性无关，若关于 k1, k2, · · · , kn 的方
程 k1xxx1+k2xxx2+· · ·+knxxxn = 0只有零解，即只有当 k1 = k2 = · · · = kn = 0时方程成立．

若存在一组不全部为零的系数 k1, k2, · · · , kn 满足上述方程, 则称向量 xxx1,xxx2, · · · ,xxxn 线

性相关．


