
质点运动学

经 典力学是研究物体的机械运动的规律的。为了研究,首先描述。力学中描述物体运

动的内容叫作运动学。实际的物体结构复杂,大小各异,为了从最简单的研究开始,
引进质点模型,即以具有一定质量的点来代表物体。本章讲解质点运动学。相当一部分

概念和公式在中学物理课程中已学习过了,本章将对它们进行更严格、更全面也更系统

化的讲解。例如强调了参考系的概念,速度、加速度的定义都用了导数这一数学运算,还
普遍加强了矢量概念。又例如圆周运动介绍了切向加速度和法向加速度两个分加速度。
最后还介绍了同一物体运动的描述在不同参考系中的变换关系———伽利略变换。

1.1 参考系

现在让我们从一般地描述质点在三维空间中的运动开始。
物体的机械运动是指它的位置随时间的改变。位置总是相对的,这就是说,任何物体的

位置总是相对于其他物体或物体系来确定的。这个其他物体或物体系就叫作确定物体位置

时用的参考物。例如,确定交通车辆的位置时,我们用固定在地面上的一些物体,如房子或

路牌作参考物(图1.1)。
经验告诉我们,相对于不同的参考物,同一物体的同一运动,会表现为不同的形式。例

如,一个自由下落的石块的运动,站在地面上观察,即以地面为参考物,它是直线运动。如果

在近旁驰过的车厢内观察,即以行进的车厢为参考物,则石块将作曲线运动。物体运动的形

式随参考物的不同而不同,这个事实叫作运动的相对性。由于运动的相对性,当我们描述一

个物体的运动时,就必须指明是相对于什么参考物来说的。
确定了参考物之后,为了定量地说明一个质点相对于此参考物的空间位置,就在此参考

物上建立固定的坐标系。最常用的坐标系是笛卡儿直角坐标系。这个坐标系以参考物上某

一固定点为原点O,从此原点沿3个相互垂直的方向引3条固定在参考物上的直线作为坐

标轴,通常分别叫作x,y,z轴(图1.2)。在这样的坐标系中,一个质点在任意时刻的空间

位置,如P 点,就可以用3个坐标值(x,y,z)来表示。
质点的运动就是它的位置随时间的变化。为了描述质点的运动,需要指出质点到达各

个位置(x,y,z)的时刻t。这时刻t是由在坐标系中各处配置的许多同步的钟(见图1.2,
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图1.1 汽车行进在“珠峰公路”上(新华社)。在路径已经确定的情况下,汽车

的位置可由离一个指定的路牌的路径长度确定

图1.2 一个坐标系和一套同步的钟构成一个参考系

在任意时刻这些钟的指示都一样)给出的①。质点在运动中到达各处时,都有近旁的钟给出

它到达该处的时刻t。这样,质点的运动,亦即它的位置随时间的变化,就可以完全确定地

描述出来了。

一个固定在参考物上的坐标系和相应的一套同步的钟组成一个参考系。参考系通常以

所用的参考物命名。例如,坐标轴固定在地面上(通常一个轴竖直向上)的参考系叫地面参

考系(图1.3中O″x″y″z″);坐标原点固定在地心而坐标轴指向空间固定方向(以恒星为基

准)的参考系叫地心参考系(图1.3中O'x'y'z');原点固定在太阳中心而坐标轴指向空间固

定方向(以恒星为基准)的参考系叫太阳参考系(图1.3中Oxyz)。常用的固定在实验室的

参考系叫实验室参考系。
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① 此处说的“在坐标系中各处配置的许多同步的钟”是一种理论的设计,实际上当然办不到。实际上是用一个钟随同物

体一起运动,由它指出物体到达各处的时刻。这只运动的钟事前已和静止在参考系中的一只钟对好,二者同步。这

样前者给出的时刻就是本参考系给出的时刻。实际的例子是飞行员的手表就指示他到达空间各处的时刻,这和地面

上控制室的钟给出的时刻是一样的。不过,这种实际操作在物体运动速度接近光速时将失效,在这种情况下运动的

钟和静止的钟不可能同步,其原因参见8.3节。



1.1 参考系

图1.3 参考系示意图

质点位置的空间坐标值是沿着坐标轴方向从原点开始量起的长度。在国际单位制SI(其
单位也是我国的法定计量单位)中,长度的基本单位是米(符号是m)。现在国际上采用的米是

1983年规定的①:1m是光在真空中在(1/299792458)s内所经过的距离。这一规定的基础是

激光技术的完善和相对论理论的确立。表1.1列出了一些长度的实例。

表1.1 长度实例 m

目前可观察到的宇宙的半径 约1×1026

银河系之间的距离 约2×1022

我们的银河系的直径 7.6×1020

地球到最近的恒星(半人马座比邻星)的距离 4.0×1016

光在一年内走的距离(1l.y.) 0.95×1016

地球到太阳的距离 1.5×1011

地球的半径 6.4×106

珠穆朗玛峰的高度 8.9×103

人的身高 约1.7
无线电广播电磁波波长 约3×102

说话声波波长 约4×10-1

人的红细胞直径 7.5×10-6

可见光波波长 约6×10-7

原子半径 约1×10-10

质子半径 1×10-15

电子半径 <1×10-18

夸克半径 1×10-20

“超弦”(理论假设) 1×10-35

  质点到达空间某一位置的时刻以从某一起始时刻到该时刻所经历的时间标记。时间在

SI中是以秒(符号是s)为基本单位计量的。以前曾规定平均太阳日的1/86400是1s。现在

SI规 定:1s是 铯 的 一 种 同 位 素 133Cs原 子 发 出 的 一 个 特 征 频 率 的 光 波 周 期 的

9192631770倍。表1.2列出了一些时间的实例。
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① 关于基本单位的规定,请参见:张钟华.基本物理常量与国际单位制基本单位的重新定义.物理通报,2006,2:7-10.
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表1.2 时间实例 s

宇宙的年龄 约4×1017

地球的年龄 1.2×1017

万里长城的年龄 7×1010

人的平均寿命 2.2×109

地球公转周期(1年) 3.2×107

地球自转周期(1日) 8.6×104

自由中子寿命 8.9×102

人的脉搏周期 约0.9
说话声波的周期 约1×10-3

无线电广播电磁波周期 约1×10-6

π+粒子的寿命 2.6×10-8

可见光波的周期 约2×10-15

最短的粒子寿命 约10-25

  在实际工作中,为了方便起见,常用基本单位的倍数或分数作单位来表示物理量的大

小。这些单位叫倍数单位,它们的名称都是基本单位加上一个表示倍数或分数的词头构成。

SI词头如表1.3所示。

表1.3 SI词头

因 数
词 头 名 称

英 文 中 文
符 号

1024 yotta 尧[它] Y
1021 zetta 泽[它] Z

1018 exa 艾[可萨] E

1015 peta 拍[它] P

1012 tera 太[拉] T

109 giga 吉[咖] G

106 mega 兆 M

103 kilo 千 k

102 hecto 百 h

101 deca 十 da

10-1 deci 分 d

10-2 centi 厘 c

10-3 milli 毫 m

10-6 micro 微 μ
10-9 nano 纳[诺] n
10-12 pico 皮[可] p
10-15 femto 飞[母托] f
10-18 atto 阿[托] a
10-21 zepto 仄[普托] z
10-24 yocto 幺[科托] y
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1.2 质点的位矢、位移和速度

选定了参考系,一个质点的运动,即它的位置随时间的变化,就可以用数学函数的形式

表示出来了。作为时间t的函数的3个坐标值一般可以表示为

x=x(t), y=y(t), z=z(t) (1.1)
这样的一组函数叫作质点的运动函数(有的书上叫作运动方程)。

质点的位置可以用矢量①的概念更简洁清楚地表示出来。为了表示质点在时刻t的位

置P,我们从原点向此点引一有向线段OP,并记作矢量r(图1.4)。r的方向说明了P 点相

对于坐标轴的方位,r的大小(即它的“模”)表明了原点到P 点的距离。方位和距离都知道

了,P 点的位置也就确定了。用来确定质点位置的这一矢量r叫作质点的位置矢量,简称位

矢,也叫径矢。质点在运动时,它的位矢是随时间改变的,这一改变一般可以用函数

r=r(t) (1.2)
来表示。上式就是质点的运动函数的矢量表示式。

图1.4 质点的运动

(a)飞机穿透云层“实际的”质点运动;(b)用位矢r(t)表示质点在时刻t的位置
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① 矢量是指有方向而且其求和(或合成)需用平行四边形定则进行的物理量。矢量符号通常用黑体字印刷并且用长度

与矢量的大小成比例的箭矢代表。求A 与B 的和C 时可用平行四边形定则(图1.5(a)),也可用三角形定则(图1.5
(b),A 与B 首尾相接)。求A-B=D 时,由于A=B+D,所以可按图1.6进行(A 与B 首首相连)。

图1.5 A+B=C 的图示

(a)平行四边形定则;(b)三角形定则

      
图1.6 A-B=D 的图示
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  由于空间的几何性质,位置矢量总可以用它的沿3个坐标轴的分量之和表示。位置矢

量r沿3个坐标轴的投影分别是坐标值x,y,z。以i,j,k 分别表示沿x,y,z 轴正方向的

单位矢量(即其大小是一个单位的矢量),则位矢r和它的3个分量的关系就可以用矢量合

成公式

r=xi+yj+zk (1.3)
表示。式中等号右侧各项分别是位矢r沿各坐标轴的分矢量,它们的大小分别等于各坐标

值的大小,其方向是各坐标轴的正向或负向,取决于各坐标值的正或负。根据式(1.3),
式(1.1)和式(1.2)表示的运动函数就有如下的关系:

r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k (1.4)

  式(1.4)中各函数表示质点位置的各坐标值随时间的变化情况,可以看作是质点沿各坐

标轴的 分 运 动 的 表 示 式。质 点 的 实 际 运 动 是 由 式 (1.4)中 3 个 函 数 的 总 体 或

式(1.2)表示的。式(1.4)表明,质点的实际运动是各分运动的合运动。
质点运动时所经过的路线叫作轨道,在一段时间内它沿轨道经过的距离叫作路程,在一

段时间内它的位置的改变叫作它在这段时间内的位移。设质点在t和t+Δt时刻分别通过

P 和P1 点(图1.7),其位矢分别是r(t)和r(t+Δt),则由P 引到P1 的矢量表示位矢的增

量,即(对比图1.6)

Δr=r(t+Δt)-r(t) (1.5)
这一位矢的增量就是质点在t到t+Δt这一段时间内的位移。

图1.7 位移矢量Δr和速度矢量

应该注意的是,位移Δr是矢量,既有大小又有方向。其大小用图中Δr矢量的长度表

示,记作|Δr|。这一数量不能简写为Δr,因为Δr=r(t+Δt)-r(t),它是位矢的大小在t
到t+Δt这一段时间内的增量。一般地说,|Δr|≠Δr。

位移Δr和发生这段位移所经历的时间的比叫作质点在这一段时间内的平均速度。以

-表示平均速度,就有

- =
Δr
Δt

(1.6)

平均速度也是矢量,它的方向就是位移的方向(见图1.7)。
当Δt趋于零时,式(1.6)的极限,即质点位矢对时间的变化率,叫作质点在时刻t的瞬
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时速度,简称速度。用表示速度,就有

=lim
Δt→0

Δr
Δt=

dr
dt

(1.7)

速度的方向,就是Δt趋于零时Δr的方向。如图1.7所示,当Δt趋于零时,P1 点向P 点趋

近,而Δr的方向最后将与质点运动轨道在P 点的切线一致。因此,质点在时刻t的速度的

方向就是沿着该时刻质点所在处运动轨道的切线而指向运动的前方,如图1.7中的方向。
速度的大小叫速率,以v 表示,则有

v=||=
dr
dt =lim

Δt→0

|Δr|
Δt

(1.8)

  用Δs表示在Δt时间内质点沿轨道所经过的路程。当Δt趋于零时,|Δr|和Δs趋于相

同,因此可以得到

v=lim
Δt→0

|Δr|
Δt =lim

Δt→0

Δs
Δt=

ds
dt

(1.9)

这就是说速率又等于质点所走过的路程对时间的变化率。
根据位移的大小|Δr|与Δr的区别可以知道,一般地,

v=
dr
dt ≠

dr
dt

  将式(1.3)代入式(1.7),由于沿3个坐标轴的单位矢量都不随时间改变,所以有

=
dx
dti+

dy
dtj+

dz
dtk=x +y +z (1.10)

等号右面3项分别表示沿3个坐标轴方向的分速度。速度沿3个坐标轴的分量vx,vy,vz

分别为

vx =
dx
dt
, vy =

dy
dt
, vz =

dz
dt

(1.11)

这些分量都是数量,可正可负。
式(1.10)表明:质点的速度是各分速度的矢量和。这一关系是式(1.4)的直接结果,

也是由空间的几何性质所决定的。
由于式(1.10)中各分速度相互垂直,所以速率

v= v2
x +v2

y +v2
z (1.12)

  速度的SI单位是m/s。表1.4给出了一些实际的速率的数值。

表1.4 某些速率 m/s

光在真空中 3.0×108

北京正负电子对撞机中的电子 99.999998%光速

类星体的退行(最快的) 2.7×108

太阳在银河系中绕银河系中心的运动 3.0×105

地球公转 3.0×104

人造地球卫星 7.9×103

现代歼击机 约9×102

步枪子弹离开枪口时 约7×102

由于地球自转在赤道上一点的速率 4.6×102
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续表

空气分子热运动的平均速率(0℃) 4.5×102

空气中声速(0℃) 3.3×102

机动赛车(最大) 1.0×102

猎豹(最快动物) 2.8×10
人跑步百米世界纪录(最快时) 1.205×10
大陆板块移动 约10-9

1.3 加速度

当质点的运动速度随时间改变时,常常需要了解速度变化的情况。速度变化的情况用

加速度表示。以(t)和(t+Δt)分别表示质点在时刻t和时刻t+Δt的速度(图1.8),则
在这段时间内的平均加速度a 由下式定义:

a=
(t+Δt)-(t)

Δt =
Δ
Δt

(1.13)

当Δt趋于零时,此平均加速度的极限,即速度对时间的变化率,叫质点在时刻t的瞬时加速

度,简称加速度。以a 表示加速度,就有

a=lim
Δt→0

Δ
Δt=

d
dt

(1.14)

图1.8 平均加速度矢量a 的方向就是Δ的方向

  应该明确的是,加速度也是矢量。由于它是速度对时间的变化率,所以不管是速度的大

小发生变化,还是速度的方向发生变化,都有加速度。利用式(1.7),还可得

a=
d2r
dt2

(1.15)

将式(1.10)代入式(1.14),可得加速度的分量表示式如下:

a=
dvx

dti+
dvy

dtj+
dvz

dtk=ax +ay +az (1.16)

01
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加速度沿3个坐标轴的分量分别是

ax =
dvx

dt =
d2x
dt2

ay =
dvy

dt =
d2y
dt2

az =
dvz

dt =
d2z
dt2

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(1.17)

这些分量和加速度的大小的关系是

a= a2
x +a2

y +a2
z (1.18)

  加速度的SI单位是m/s2。表1.5给出了一些实际的加速度的数值。

表1.5 某些加速度的数值 m/s2

超级离心机中粒子的加速度 3×106

步枪子弹在枪膛中的加速度 约5×105

使汽车撞坏(以27m/s车速撞到墙上)的加速度 约1×103

使人发晕的加速度 约7×10
地球表面的重力加速度 9.8
汽车制动的加速度 约8
月球表面的重力加速度 1.7
由于地球自转在赤道上一点的加速度 3.4×10-2

地球公转的加速度 6×10-3

太阳绕银河系中心转动的加速度 约3×10-10

例1.1
竖直向上发射的火箭(图1.9)点燃后,其上升高度z(原点在地面上,z 轴竖直向上)和

时间t的关系,在不太高的范围内为

z=ut1+ 1-
M0

αt
æ

è
ç

ö

ø
÷ln

M0

M0-αt
é

ë
êê

ù

û
úú-
1
2gt

2

其中 M0 为火箭发射前的质量,α为燃料的燃烧速率,u 为燃料燃烧后喷出气体相对火箭的

速率,g 为重力加速度。
(1)求火箭点燃后,它的速度和加速度随时间变化的关系;
(2)已知 M0=2.80×106kg,α=1.20×104kg/s,u=2.90×103m/s,g 取9.80m/s2。

求火箭点燃后t=120s时,火箭的高度、速度和加速度;
(3)用(2)中的数据分别画出z-t,v-t和a-t曲线。

  解 (1)火箭的速度为

v=
dz
dt =uln

M0

M0-αt-gt

加速度为

a=
dv
dt =

αu
M0-αt-g

  (2)将已知数据代入相应公式,得到在t=120s时,

M0-αt=2.80×106kg-1.20×104kg/s×120s=1.36×106kg
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图1.9 2007年2月3日,在西昌卫星发射中心,“长征三号甲”运载火箭

将第四颗北斗导航试验卫星送入太空

而火箭的高度为

z=2.90×103×120×ln(2.8×106)m+
2.9×103

1.20×104{1.36×106[ln(1.36×106)-1]-

2.80×106[ln(2.80×106)-1]}m-
1
2 ×9.80×1202m

=40×103m=40km
为地球半径的0.6%。这时火箭的速度为

v=2.90×103×ln
2.80×106

1.36×106
m/s-9.80×120m/s=0.918km/s

方向向上,说明火箭仍在上升。火箭的加速度为

a=
1.20×104×2.90×103

1.36×106
m/s2-9.80m/s2 =15.8m/s2

方向向上,与速度同向,说明火箭仍在向上加速。

(3)图1.10(a),(b)和(c)中分别画出了z-t,v-t和a-t曲线。从数学上说,三者中,后者依次为前者的

斜率。

例1.2
一质点在xy 平面内运动,其运动函数为x=Rcosωt和y=Rsinωt,其中R 和ω 为正

值常量。求质点的运动轨道以及任一时刻它的位矢、速度和加速度。
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