
第1章

向量及其相关运算

  在空间几何图形中,基本的几何要素是点、线、面、体.而线可视为点的运动轨迹,面可视

为线的运动轨迹,体可视为面的运动轨迹,故点是空间几何图形的最基本元素.研究几何问

题的方法多种多样,用不同方法就会相应产生不同名称的几何学,用代数的方法来研究几何

问题产生的几何统称解析几何.解析几何的基本思想是用代数的方法来研究几何,为了把代

数的方法引入几何中,就必须把代数的运算引入几何中来,那如何引入呢? 最根本的做法就

是设法把空间的几何结构进行系统的代数化、数量化.为此,首先在空间中引入向量以及向

量的运算,并通过向量来建立坐标系,这是解析几何的基础.利用向量,有些几何问题的解决

就变得简捷了.当然,向量也是力学、物理学和工程技术等学科中解决问题的有力工具.

1.1 向量的概念

在力学、物理学以及日常生活中,经常遇到许多量,例如温度、质量、密度、时间、长度、面
积和体积等,这些量在规定的单位下,都可以用一个数来完全确定,这种只有大小的量叫作

数量.但像力、位移、速度与加速度等量,它们除有大小外,还有方向,这种量是向量,相对数

量较为复杂.

1.
 

向量的相关概念

定义1.1.1 既有大小又有方向的量叫作向量,也叫作矢量.
注:

 

向量的表示

(1)
 

有向线段表示向量:
 

有向线段AB 的始点A 和终点B 叫作向量的始点和终点,记

作AB
→,如图1-1所示,有向线段AB 的方向表示向量的方向;

 

有向线段AB 的长度叫作向

量的大小,也叫向量的模,记作 AB
→ ,如图1-1所示.

图1-1 向量图示

(2)
 

手写体表示向量:
 

在小写字母上面加箭头表示,如a→,b
→,x→

等,向量a→ 的模记作|a→|.用小写字母表示向量时,字母一般写在有

向线段的中部,如图1-1所示.
(3)

 

印刷体表示向量:
 

黑体字母表示,如a,b,x 等,向量a 的

模记作|a|.

2.
 

两个特殊向量

零向量:
 

模等于0的向量叫作零向量,记为0→.零向量的起点与终点重合,零向量的方
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向不定.不是零向量的向量叫作非零向量.

单位向量:
 

模等于1的向量叫作单位向量,常记为i
→,j
→,k
→,e→ 等;

 

与向量a→ 方向相同的

单位向量叫作与a→ 同方向的单位向量,常用a→°来表示.

3.
 

向量之间的关系

要在向量中赋予运算,必须给出向量相等的概念.何为两个向量相等,请看下面的定义.
定义1.1.2 若两个向量的大小相等且方向相同,则把它们叫作相等向量,若两个向量

a→ 与b
→

相等,则记作a→=b
→
.所有零向量都相等.

由定义1.1.2我们可以看到,两个向量是否相等与它们的始点无关,只由它们的大小和

方向来决定,对这样的向量我们给出如下定义.
定义1.1.3 只由大小和方向决定的向量叫作自由向量.
注:

 

(1)
 

自由向量可以在空间中任意平移,且平移后的向量仍然代表原来的向量;
 

(2)
 

在自由向量的意义下,相等的向量都可看作是同一个自由向量;
 

(3)
 

由于自由向量的始点的任意性,按照需要我们可以选取某一点作为研究的一些向

量的公共始点.这种情况,我们通常说成,把那些向量归结到共同的始点;

(4)
 

借助自由向量,向量a→ 与b
→

相等等价于说向量a→,b
→

经平移后能够重合.
所以从“形”的定义出发,判断两个向量是否相等,可以经过平移看它们是否重合,而且

方向要相同.当后面给出了向量“数”
 

的定义后,要判断两个向量是否相等就简单多了.
由于向量不仅有大小,而且还有方向,因此,模相等的两个向量不一定相等,因为它们的

方向可能不同,如果刚好方向相反,有如下的概念.
定义1.1.4 若两个向量大小相等且方向相反,则把它们叫作互为反向量,如向量a→ 与

向量b
→

互为反向量,我们就可说向量a→ 的反向量是b
→,向量b

→
的反向量是a→,向量a→ 的反向

量记作-a→.

显然,向量AB
→

的反向量是向量BA
→,即AB

→
=-BA

→
.

由于在几何中,可以把向量看成一个有向线段,将有向线段AB 向两端延长得到一条直

线a,我们说直线a 是向量AB
→

所在的直线.

若两向量所在的直线平行,则把它们叫作平行向量,如向量a→ 与向量b
→

平行,记作

a→∥b
→
.类似地,若向量a→ 所在的直线平行于直线b,则称向量a→ 平行直线b,记作a→∥b;

 

若向

量a→ 所在的直线与平面π 平行,则称向量a→ 平行平面π,记作a→∥π.
定义1.1.5 平行于同一条直线的向量叫作共线向量.
共线向量具有如下性质:

 

(1)
 

反身性:
 

a→ 与a→ 共线;
  

(2)
 

对称性:
 

如果a→ 与b
→

共线,那么b
→

与a→ 共线;
 

(3)
 

传递性:
 

如果a→ 与b
→

共线,b
→

与c→ 共线,那么a→ 与c→ 共线.
由向量相等的定义可得,把不在一条直线上两个相等向量的始点与始点连接、终点与终

点连接可获得一个平行四边形,如向量AB
→

等于向量CD
→,连接始点A 与C、连接终点B 与
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D 得到的四边形ABDC 是平行四边形,如图1-2(a)所示.这是因为向量AB
→

等于向量CD
→,

所以向量AB
→

与向量CD
→

平行,而且向量AB
→

与向量CD
→

的模相等,故由平行四边形的定义

知四边形ABDC 是平行四边形.不在一条直线上两个互为反向量的始点与终点连接、终点

与始点连接也可获得一个平行四边形,如图1-2(b)所示.

图1-2 向量与平行四边形

定义1.1.6 平行于同一个平面的向量叫作共面向量.
注:

 

(1)
 

零向量与任何共线的向量共线;
 

零向量与任何共面的向量共面.
(2)

 

共线向量必共面;
 

任意两个向量必共面.
(3)

 

如果三向量中有两向量共线,那么三向量必共面.
例1.1.1 设在平面上给定一个四边形ABCD,点E,F,G,H 分别是边AB,BC,CD,

DA 的中点,求证:
 

EF
→
=HG
→

.当ABCD 是空间四边形时,该结论是否成立?

图1-3 平面四边形

解 如图1-3所示,连接A,C,由于E,F 分别是边AB,BC 的

中点,所以 EF 是三角形ABC 的中位线,从而 EF 平行且等于

1
2AC;

 

由于G,H 分别是边CD,DA 的中点,同理可得 HG 平行且

等于1
2AC,由图1-3可知,向量EF

→
与HG

→
的方向都与向量AC

→
方

向相同,所以EF
→
=
1
2AC
→
=HG
→,即EF

→
=HG
→

.

当ABCD 是空间四边形时,同样连接AC,可以证明EF
→
=HG
→

.故结论也仍然成立.
注:

 

(1)
 

通过例1.1.1你有什么想法?
(2)

 

通过此例题你得到什么启示?
(3)

 

若点E,F,G,H 分别是边AB,BC,CD,DA 的三等分点,结论是否也成立?
三角形是由三条线段首尾顺次连接构成,请读者

 六根相同的火柴,最多可以摆出多少个三角形?

习题1.1

1.
 

下列情形中,所有向量的终点各构成什么图形?
(1)

 

把空间中一切单位向量的始点归结为一点;
 

(2)
 

把平行于某一平面的一切单位向量的始点归结为一点;
 

(3)
 

把平行于某一直线的一切向量的始点归结为一点;
 

(4)
 

把平行于某一直线的一切单位向量的始点归结为一点.
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2.
 

如图1-4所示,设ABCD-EFGH 是一个平行六面体,在下列各对向量中,找出相等

的向量和互为反向量的向量:
 

(1)
  

AB
→,CD

→;
 

 (2)
 

AE
→,CG

→;
 

 (3)
 

AC
→,EG

→;
 

 (4)
 

AD
→,GF

→
.

3.
 

如图1-5所示,设三角形ABC 与三角形A'B'C'分别是三棱台ABC-A'B'C'的上、

下底面,在向量 AB
→,BC

→,CA
→,A'B'

→,B'C'
→,C'A'

→,AA'
→,BB'

→,CC'
→

中找出共线向量与共面

向量.

图1-4 平行六面体

  
图1-5 三棱台

1.2 向量的加减法

在物理中,两个力的合力,可以用“平行四边形法则”求出.例如两个力AB
→

与AD
→

的合

力,就是以AB
→,AD

→
为邻边的平行四边形ABCD 的对角线向量①AC

→,如图1-6所示.

1.
 

向量的加法

在自由向量的意义下,两向量合成的平行四边形法则可归结为三角形法则,如图1-6所

示,只要将向量AD
→

平移到向量BC
→

的位置即可.

定义1.2.1 设有向量a→,b
→,任取空间中一点 A,作 AB

→
=a→,再以点B 为始点,作

BC
→
=b
→,连接AC,如图1-7所示,则向量AC

→
=c→ 叫作向量a→ 与b

→
的和向量,简称和,记作:

 

a→+b
→,即c→=a→+b

→
.

图1-6 平行四边形法则图示

  
图1-7 三角形法则图示

求两向量和向量的运算叫作向量的加法.
上述的这种求两向量和的方法叫作三角形法则.根据定义1.2.1与图1-7可得,两向量

共线时它们的和也必与这两个向量共线.

定理1.2.1 如果以两个向量OA
→,OB

→
为邻边组成一个平行四边形OACB,那么对角

① 对角线向量:
 

将对角线加上方向所得的向量.书中类似向量不再说明.
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线向量OC
→
=OA
→
+OB
→

.
这种求两向量和的方法叫作平行四边形法则.
求两个力的合力时,所用的平行四边形法则与三角形法则是等价的.这两种法则是向量

加法的常用几何作图法.
定理1.2.2 向量的加法满足下面的运算规律:

 

(1)
 

交换律 a→+b
→
=b
→
+a→;

 

(2)
 

结合律 (a→+b
→)+c→=a→+(b

→
+c→);

 

(3)
 

零向量的作用 a→+0→=a→;
 

(4)
 

反向量的作用 a→+(-a→)=0→.

证明 (1)
 

当a→ 与b
→

不共线时,由图1-8(a)可知

a→+b
→
=AB
→

+BC
→

=AC
→, b

→
+a→=AD

→
+DC
→

=AC
→,

所以a→+b
→
=b
→
+a→.

当a→ 与b
→

共线时,读者自行证明.

图1-8 交换律、结合律图示

(2)
 

自空间任意点开始依次引AB
→
=a→,BC

→
=b
→,CD
→
=c→,如图1-8(b)所示,根据向量加

法的定义有

(a→+b
→)+c→=(AB

→
+BC
→)+CD

→
=AC
→

+CD
→

=AD
→;

a→+(b
→
+c→)=AB

→
+(BC

→
+CD
→)=AB

→
+BD
→

=AD
→,

所以(a→+b
→)+c→=a→+(b

→
+c→).

根据定义1.2.1可知(3)与(4)显然成立.
由于向量的加法运算满足交换律与结合律,可得三个向量相加,无论它们的先后顺序与

结合顺序如何,它们的和向量总是相同的,因此可将

(a→+b
→)+c→=a→+(b

→
+c→)

简单地写成

a→+b
→
+c→.

此种处理方法可以推广到任意有限个向量a→1,a→2,…,a→n 的和,即可将它们的和记为

a→1+a→2+…+a→n.
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图1-9 多边形法则图示

  有限个向量a→1,a→2,…,a→n 相加所得和向量的作图法,
可由向量的三角形法则推广如下:

 

自空间中任意点A0 开

始,依次作出A0A1
→
=a→1,A1A2

→
=a→2,…,An-1An

→
=a→n,则

a→1+a→2+…+a→n=A0An
→,如图1-9所示.这种求向量和的

方法叫作多边形法则.
特别地,当第一个向量的起点A0 与最后一个向量的终

点An 重合时,则它们的和为零向量.

2.
 

向量的减法

定义1.2.2 若向量b
→

与向量c→ 的和等于向量a→,即b
→
+c→=a→,则把向量c→ 叫作向量

a→ 与b
→

的差向量,简称差,并记作:
 

c→=a→-b
→
.求两向量差向量的运算叫作向量的减法.

由向量加法的三角形法则,可知

AB
→

+BC
→

=AC
→,

根据定义1.2.2得

BC
→

=AC
→

-AB
→

.

由此可得向量减法的几何作图法:
 

自空间任意点 A 作向量AB
→
=a→,AC

→
=b
→,那么向量

CB
→
=a→-b

→,如图1-10(a)所示.如果以AB
→
=a→,AD

→
=b
→

为邻边构成平行四边形ABCD,那

么显然它的一条对角线向量AC
→
=a→+b

→,而另一条对角线向量DB
→
=a→-b

→,如图1-10(b)
所示.

图1-10 向量的减法图示

利用反向量,我们可以把向量的减法转换成为向量的加法.

因为如果c→=a→-b
→,即b

→
+c→=a→,在该向量等式两边同时加上向量b

→
的反向量-b

→,利

用b
→
+(-b

→)=0→,可得c→=a→+(-b
→),因此

a→-b
→
=a→+(-b

→).

  定义1.2.3 两个向量a→,b
→

的减法运算定义为

a→-b
→
=a→+(-b

→). (1.2-1)

  由(1.2-1)式可以看出,求向量a→ 与b
→

的差向量可以转变成求向量a→ 与向量b
→

的反向

量-b
→

的和向量.
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  由b
→
+c→=a→,可得c→=a→-b

→,从第一个向量等式得到第二个向量等式的过程,可以描述

为:
 

在向量等式中,将某一向量从等号的一边移到另一边,只需要改变它的符号.这是向量

等式的移项法则.例如将向量等式a→+b
→
+c→=d

→
中的向量c→ 移到右边,就得到a→+b

→
=

d
→
-c→.

又因为向量-b
→

的反向量是b
→,从而可得

a→-(-b
→)=a→+b

→
.

  对于任意两个向量a→,b
→,有如下向量三角不等式

|a→±b
→
|≤|a→|+|b

→
|. (1.2-2)

这个不等式可以推广到任意有限多个向量的情形:
 

|a→1+a→2+…+a→n|≤|a→1|+|a→2|+…+|a→n|.
  我们知道,三条线段构成一个三角形的条件是两边之和大于第三边,两边之差小于第

三边.
下面给出构成三角形的另一判别法则:

 

例1.2.1 设三个向量a→,b
→,c→ 两两互不共线,试证明顺次将它们的终点与始点相连而

成一个三角形的充要条件是它们的和是零向量.

图1-11 三个向量构成

的三角形

证明 (必要性)设三向量a→,b
→,c→ 可以构成三角形ABC,即有

AB
→
=a→,BC

→
=b
→,CA
→
=c→,如图1-11所示,那么

AB
→

+BC
→

+CA
→

=AA
→

=0→,
即

a→+b
→
+c→=0→.

  (充分性)
 

设a→+b
→
+c→=0→,作AB

→
=a→,BC

→
=b
→,那么AC

→
=a→+b

→,所以AC
→
+c→=0→,从

而c→ 是AC
→

的反向量,因此c→=CA
→,所以三向量a→,b

→,c→ 可以构成一个三角形.
例1.2.2 用向量法①证明:

 

对角线互相平分的四边形是平行四边形.
证 如图1-12所示,设四边形ABCD 的对角线AC,BD 交于点O,且互相平分,则

AB
→

=AO
→

+OB
→

=OB
→

+AO
→

=DO
→

+OC
→

=DC
→

.

所以AB
→
∥DC
→,且 AB

→
= DC

→ ,

故四边形ABCD 是平行四边形.

例1.2.3 如图1-13所示,在平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中,三个棱向量AB
→
=a→,

AD
→
=b
→,AA1

→
=c→.试用向量a→,b

→,c→ 分别表示对角线向量AC1
→,A1C

→
.

解 (1)
 

AC1
→
=AB
→
+BC
→
+CC1

→
=AB
→
+AD
→
+AA1

→
=a→+b

→
+c→;

(2)
 

A1C
→
=A1A

→
+AB
→
+BC
→
=-AA1

→
+AB
→
+AD
→
=a→+b

→
-c→.

① 向量法:
 

利用向量来分析和解决数学、物理、工程等领域问题的方法.
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图1-12 平行四边形的对角线互相平分

  
图1-13 平行六面体

像例1.2.3中的向量AB
→,AD

→,AA1
→,AC1

→
这样的4个向量,它们是位于同一个平行六

面体ABCD-A1B1C1D1 中的,像共线向量与共面向量一样,我们把能位于同一个平行六面

体中的向量叫作共体向量.显然,两个向量与三个向量分别都是共体向量,由图1-13中可

知,向量AB
→,AD

→,AA1
→,AC1

→
与向量BA

→,BC
→,BB1

→,BD1
→

都是共体向量,其实在图1-13中

任意选取4个向量,它们都是共体向量.
由本节知道,两向量的和向量仍然是一个向量,请读者

 一条长度为1的线段加另一条长度为1的线段得到什么图形?

习题1.2

1.
 

要使下列各向量等式成立,向量a→,b
→

应满足什么条件?

(1)
 

|a→+b
→
|=|a→-b

→
|;

 

    (2)
 

|a→+b
→
|=|a→|+|b

→
|;

 

(3)
 

|a→+b
→
|=|a→|-|b

→
|;

 

(4)
 

|a→-b
→
|=|a→|+|b

→
|;

 

(5)
 

|a→-b
→
|=|a→|-|b

→
|.

2.
 

如图1-13所示,在平行六面体ABCD-A1B1C1D1 中证明:
 

2AC1
→
=AC
→
+AB1

→
+AD1

→
.

1.3 数量与向量的乘法

在物理的学习中,知道数与向量之间会进行某些结合关系,比如我们熟悉的牛顿第二定

律公式

f
→
=ma→,

就是数量(质量)m 与向量(加速度)a→ 的一种结合,最后的结果力f
→

是一个向量;
 

再比如位

移公式

s→=v→t
也是向量(速度)v→ 与数量(时间)t的一种结合,最后结果位移s→ 也是向量.

由向量的加法定义知,n 个向量相加的结果仍然是向量,特别是n 个相同的非零向量a→

相加的情形,显然这时和向量的模是向量a→ 的模|a→|的n 倍,且和向量的方向与向量a→ 的

方向相同,可记为na→,这也是数量与向量的一种结合.在数学上,抽象地给出如下定义.
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定义1.3.1 实数λ与向量a→ 的乘积是一个向量,记作λa→.它的模|λa→|=|λ||a→|,它
的方向规定:

 

(1)当λ>0时,λa→ 与a→ 同向;
 

(2)当λ<0时,λa→ 与a→ 反向;
 

(3)当λ=0时,

λa→=0→.我们把这种运算叫作数量与向量的乘法,简称数乘.
注:(1)

 

数乘的几何解释:
 

①当|λ|>1时,λa→ 表示沿着向量a→ 的方向(λ>1)或反方向

(λ<-1)伸长到|a→|的|λ|倍;
 

②
 

当|λ|<1时,λa→ 表示沿着向量a→ 的方向(0<λ<1)或反方向(-1<λ<0)缩短到

|a→|的|λ|倍.

(2)
 

若a→ 为非零向量,则a→°=
1
|a→|

a→. (1.3-1)

这是因为a→°与a→ 同向,且 1
|a→|

a→ =
1
|a→|
|a→|=1,所以(1.3-1)式成立.非零向量a→ 模的

倒数 1
|a→|

与向量a→ 的数乘叫作非零向量的单位化.

定理1.3.1 数量与向量的乘法满足下面的运算规律:
 

(1)
 

1a→=a→;
 

(1.3-2)
(2)

 

数因子结合律 λ(μa→)=(λμ)a→;
 

(1.3-3)
 

(3)
 

第一分配律 (λ+μ)a→=λa→+μa→;
 

(1.3-4)

(4)
 

第二分配律 λ(a→+b
→)=λa→+λb

→
. (1.3-5)

证 (1)
 

根据定义1.3.1可知(1.3-2)式显然成立.

(2)
 

①当a→=0→ 或λ,μ 中至少有一个为0时,(1.3-3)式显然成立.

②
 

当a→≠0→,λμ≠0时,由定义1.3.1可知

|λ(μa→)|=|λ||μa→|=|λ||μ||a→|, |(λμ)a→|=|λμ||a→|=|λ||μ||a→|,
从而|λ(μa→)|=|(λμ)a→|,即向量λ(μa→)与(λμ)a→ 的模相等;

 

下面判断它们的方向,当

λμ>0时,向量λ(μa→)与(λμ)a→ 的方向都与向量a→ 的方向同向,从而λ(μa→)与(λμ)a→ 的方

向相同;
 

当λμ<0时,向量λ(μa→)与(λμ)a→ 的方向都与向量a→ 的方向反向,从而λ(μa→)与
(λμ)a→ 的方向相同,因而向量λ(μa→)与(λμ)a→ 的方向相同,故都有

λ(μa→)=(λμ)a→.

  (3)
 

如果a→=0→ 或λ,μ 及λ+μ 中至少有一个为0时,(1.3-4)式显然成立.因而只需证

明当a→≠0→ 或λμ≠0,λ+μ≠0的情形.
①

 

如果λμ>0时,显然向量(λ+μ)a→ 与λa→+μa→ 同向,且

|(λ+μ)a→|=|λ+μ||a→|=(|λ|+|μ|)|a→|=|λ||a→|+|μ||a→|
=|λa→|+|μa→|=|λa→+μa→|,

所以(λ+μ)a→=λa→+μa→.
②

 

如果λμ<0时,不失一般性,可设λ>0,μ<0,再区分λ+μ>0与λ+μ<0两种情

形.下面只证前一种情形,后一种情形可相仿证明.即假定λ>0,μ<0,且λ+μ>0时,则有

-μ(λ+μ)>0,根据①的证明,有
(λ+μ)a→+(-μa→)=[(λ+μ)+(-μ)]a→=λa→,

所以(λ+μ)a→=λa→-(-μa→)=λa→+μa→.
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(4)
 

如果λ=0或a→,b
→

中有一个是零向量,或a→ 与b
→

互为反向量,(1.3-5)式显然成立.

因而只需证明当λ≠0,a→≠0→,b
→
≠0→,a→≠-b

→
的情形.

①
 

如果a→ 与b
→

共线,当a→ 与b
→

同向时,取m=
|a→|

|b
→
|
;

 

当a→ 与b
→

反向时,取m=-
|a→|

|b
→
|
,

显然都有a→=mb
→,因此由(1.3-3)式与(1.3-4)式有

λ(a→+b
→)=λ(mb

→
+b
→)=λ[(m+1)b

→]=[λ(m+1)b
→]

=(λm+λ)b
→
=(λm)b

→
+λb

→
=λ(mb

→)+λb
→

=λa→+λb
→
.

图1-14 不共线向量与相似三角形

  ②
 

如果a→ 与b
→

不共线,那么如图1-14所示,显然

由a→,b
→

为两边构成的三角形OAB 与由λa→,λb
→

为两边

构成的三角形OA1B1 是相似的,因此对应的第三边所

成的向量满足

λOB
→

=OB1
→,

又由于OB
→
=a→+b

→,OB1
→
=λa→+λb

→,所以

λ(a→+b
→)=λa→+λb

→
.

  例1.3.1  设AM 是三角形ABC 的中线,求证:
 

AM
→
=
1
2
(AB
→
+AC
→).

 图1-15 三角形的中线向量

证明 如图1-15所示,则有

AM
→

=AB
→

+BM
→, AM

→
=AC
→

+CM
→,

所以

2AM
→

=(AB
→

+AC
→)+(BM

→
+CM
→).

因为 AM 是 三 角 形 ABC 的 中 线,所 以 BM
→
= -CM

→,从 而

BM
→
+CM
→
=0→,所以2AM

→
=AB
→
+AC
→

.

故AM
→
=
1
2
(AB
→
+AC
→).

类似地,请读者

 三角形角平分线向量和高线向量与两边向量的关系.

例1.3.2 用向量法证明三角形中位线定理.

图1-16 三角形的中位线

证明 三角形中位线定理,即三角形的中位线平行于三角形的第三边,并且等于第三边

的一半.设三角形ABC 两边AB,AC 的中点分别为 M,N,如图1-16
所示,则有

MN
→

=AN
→

-AM
→

=
1
2AC
→

-
1
2AB
→

=
1
2
(AC
→

-AB
→)=

1
2BC
→

.


