
8.1 内容提要

8.1.1 向量的概念及线性运算

1.向量及其表示

  (1)
 

向量:既有大小又有方向的量称为向量,记为a.向量的大小称为向量的模,记

作‖a‖或|a|.
(2)

 

向量的表示:向量在几何上可用有向线段来表示,以点 M 为起点,点 N 为终

点的有向线段是一个向量,记为MN→.数学上只研究与起点无关的自由向量.
(3)

 

向量的坐标与模:在空间直角坐标系下,设点 M 的坐标为(a1,b1,c1),点 N
的坐标为(a2,b2,c2),则向量MN→ 的坐标为(a2-a1,b2-b1,c2-c1),该向量的模为

|MN→|= (a2-a1)2+(b2-b1)2+(c2-c1)2.
  (4)

 

方向余弦:向量a=(ax,ay,az)的方向余弦为

cosα=
ax

|a|
, cosβ=

ay

|a|
, cosγ=

az

|a|
.

方向余弦满足cos2α+cos2β+cos2γ=1.

2.向量的运算

图 8.1

(1)
 

加法与减法.向量的加减法满足平行四边形法则,如图8.1所示:

AB→+AD→=AC→, AD→-AB→=BD→.

  设向量a=(ax,ay,az),b=(bx,by,bz),则a±b=(ax±
bx,ay±by,az±bz).

(2)
 

向量的数乘.设向量a=(ax,ay,az),λ 为实数,则λa=
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(λax,λay,λaz).
(3)

 

向量a 与b的数量积为a·b=|a|·|b|·cosθ,式中θ为向量a 与b 的夹角.
设向量a=(ax,ay,az),b=(bx,by,bz),则a·b=axbx+ayby+azbz.

(4)
 

向量a 与b的向量积为a×b=|a|·|b|·sinθ·ec,其中θ为向量a 与b 的夹

角,ec 为同时垂直于a 与b的向量,向量a,b,ec 成右手系;|a×b|等于以a 和b为邻

边的平行四边形面积.
设向量a=(ax,ay,az),b=(bx,by,bz),则

a×b=

i j k
ax ay az

bx by bz

=
ay az

by bz

,
az ax

bz bx

,
ax ay

bx by  .

  *(5)
 

向量a,b,c的混合积为
 

[abc]=a×b·c.设向量a=(ax,ay,az),b=
(bx,by,bz),c=(cx,cy,cz),则

a×b·c=

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

.

|a×b·c|等于以a,b和c为边的平行六面体的体积.

3.向量间的关系

设a=(ax,ay,az),b=(bx,by,bz),c=(cx,cy,cz)均为非零向量.
(1)

 

向量a=b的充分必要条件为ax=bx,ay=by,az=bz.

(2)
 

cosθ=
a·b
|a||b|

,式中θ为向量a 与b的夹角,其中0≤θ≤π.

(3)
 

投影表示式为:当a≠0时,a·b=|a|Prjab;当b≠0时,a·b=|b|Prjba.

(4)
 

a 与b平行的充要条件是
ax

bx
=
ay

by
=
az

bz
.

(5)
 

a 与b垂直的充要条件是axbx+ayby+azbz=0.
(6)

 

向量a,b,c共面的充要条件为

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

=0.

8.1.2 曲面及其方程

曲面的一般方程为

F(x,y,z)=0或z=f(x,y)等.
  (1)

 

球面:一般方程为x2+y2+z2+2ax+2by+2cz+d=0,标准方程为

(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2=R2,
其中(x0,y0,z0)为球心;R 为半径.
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(2)
 

旋转曲面:
F(y,z)=0,
 
x=0 绕y 轴旋转一周所得曲面为F(y,± z2+x2)=0,

绕z轴旋转一周所得曲面为F(± y2+x2,z)=0;类似可得其他坐标平面上的曲线绕

同一坐标平面内的坐标轴旋转一周所得曲面的方程.

(3)
 

柱面:方程F(x,y)=0表示母线平行于z 轴,准线为
F(x,y)=0,
 
z=0 的柱面;

方程F(y,z)=0表示母线平行于x 轴,准线为
F(y,z)=0,
 
x=0 的柱面;方程F(z,x)=0

表示母线平行于y 轴,准线为
F(z,x)=0,
 
y=0 的柱面.

(4)
 

常见二次曲面的标准方程

椭圆锥面:x
2

a2+
y2

b2
=z2;       椭球面:x

2

a2+
y2

b2
+
z2

c2
=1;

单叶双曲面:x
2

a2+
y2

b2
-
z2

c2
=1; 双叶双曲面:x

2

a2-
y2

b2
-
z2

c2
=1;

椭圆抛物面:x
2

a2+
y2

b2
=z; 双叶抛物面:x

2

a2-
y2

b2
=z.

这里a,b,c均为大于零的常数.

8.1.3 空间曲线及其方程

(1)
 

两张曲面的交线为曲线.其一般方程为
F(x,y,z)=0,
 
G(x,y,z)=0. 

(2)
 

参数式方程为

x=x(t),

y=y(t),

z=z(t).

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

这里t为参数.
(3)

 

空间曲线在坐标平面上的投影

设L:
F(x,y,z)=0
 
G(x,y,z)=0 ,消去z,得 H(x,y)=0,则曲线

H(x,y)=0,
 
z=0 为曲线L

在xOy 面上的投影.在其余坐标面上的投影方法类似.

8.1.4 平面及其方程

平面与三元一次方程一一对应.

1.平面的点法式方程

过点(x0,y0,z0),以非零向量n=(A,B,C)为法向量的平面方程为A(x-x0)+
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B(y-y0)+C(z-z0)=0.

2.平面的一般式方程

在点法式方程中,令D=-(Ax0+By0+Cz0),得到形如Ax+By+Cz+D=0的

方程.

3.平面的截距式方程

平面在x 轴、y 轴、z轴上的截距分别为a,b,c,当abc≠0时,平面的方程为x
a+

y
b+

z
c=1.

4.平面的三点式方程

设Pi(xi,yi,zi)(i=1,2,3)为平面上不共线的三点,则有平面方程

x-x1 y-y1 z-z1
x2-x1 y2-y1 z2-z1
x3-x1 y3-y1 z3-z1

=0.

5.两个平面之间的关系
 

设平面π1:A1x+B1y+C1z+D1=0,其中n1=(A1,B1,C1)为平面的法向量;平

面π2:A2x+B2y+C2z+D2=0,其中n2=(A2,B2,C2)为平面的法向量.

(1)
 

平行:π1∥π2⇔n1∥n2⇔n1=λn2(λ≠0)⇔n1×n2=0⇔
A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
;

(2)
 

垂直:π1⊥π2⇔n1⊥n2⇔n1·n2=0⇔A1A2+B1B2+C1C2=0;

(3)
 

相交:A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
不成立;

(4)
 

重合:A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
=
D1

D2
.

6.两平面的夹角

设平面π1:A1x+B1y+C1z+D1=0,其中n1=(A1,B1,C1)为平面的法向量;平

面π2:A2x+B2y+C2z+D2=0,其中n2=(A2,B2,C2)为平面的法向量.θ为两平面

的夹角,则

cosθ=
|A1A2+B1B2+C1C2|

A2
1+B2

1+C2
1 A2

2+B2
2+C2

2

.

7.点到平面的距离公式
 

点P(x0,y0,z0)到平面Ax+By+Cz+D=0的距离为
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d=
|Ax0+By0+Cz0+D|

A2+B2+C2
.

8.两个平行平面之间的距离公式
 

设平面π1:Ax+By+Cz+D1=0,平面π2:Ax+By+Cz+D2=0,其中n=(A,

B,C)为这两个平面的法向量.则两个平面之间的距离为

d=
|D1-D2|
A2+B2+C2

.

8.1.5 直线及其表示

(1)
 

直线的一般式方程:两张平面交于一条直线,得直线方程为

A1x+B1y+C1z+D1=0
 
A2x+B2y+C2z+D2=0 .

  (2)
 

直线的点向式方程(对称式方程):过点P(x0,y0,z0),方向向量为s=(m,
n,p)的直线方程为

x-x0

m =
y-y0

n =
z-z0

p
.

  (3)
 

直线的参数式方程:点向式方程中,令
x-x0

m =
y-y0

n =
z-z0

p
=t,得

x=x0+mt,

y=y0+nt,

z=z0+pt,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

其中t为参数.
(4)

 

两条直线之间的关系

设直线L1:
x-x1

m1
=
y-y1

n1
=
z-z1
p1

,其中s1=(m1,n1,p1)为直线的方向向量;直

线L2:
x-x2

m2
=
y-y2

n2
=
z-z2
p2

,其中s2=(m2,n2,p2)为直线的方向向量.

①
 

平行:L1∥L2⇔s1∥s2⇔s1=λs2(λ≠0)⇔s1×s2=0⇔
m1

m2
=
n1

n2
=
p1

p2
.

②
 

垂直:L1⊥L2⇔s1⊥s2⇔s1·s2=0⇔m1m2+n1n2+p1p2=0.
③

 

两直线的夹角:记θ为两直线的夹角,则

cosθ=
|m1m2+n1n2+p1p2|

m2
1+n2

1+p2
1 m2

2+n2
2+p2

2

.

  (5)
 

点到直线的距离:直线L 的方向向量为s,P 为L 上一点,则点Q 到直线L 的

距离为

d=|PQ→×s|
|s|

.



8    

  *(6)
 

两条异面直线间的距离:P1 为直线L1 上一点,P2 为直线L2 上一点,L1 与

L2 的方向向量分别为s1 与s2,则直线L1 和L2 的公垂线长
 

d=
|P1P2

→·(s1×s2)|
|s1×s2|

.

  (7)
 

直线与平面的关系

设平面π:Ax+By+Cz+D=0,其中n=(A,B,C)为平面的法向量,直线L:

x-x0

m =
y-y0

n =
z-z0

p
,其中s=(m,n,p)为直线的方向向量.

①
 

平行:π∥L
 

⇔
 

n⊥s
 

⇔
 

n·s=0
 

⇔
 

Am+Bn+Cp=0;

②
 

垂直:π⊥L
 

⇔
 

n∥s
 

⇔
 

n=λs(λ≠0)
 

⇔
 

n×s=0
 

⇔
 A
m=

B
n=

C
p
;

③
 

直线在平面上:n·s=0,且Ax0+By0+Cz0+D=0.

(8)
 

过直线L:
A1x+B1y+C1z+D1=0,
 
A2x+B2y+C2z+D2=0 的平面束方程是

A1x+B1y+C1z+D1+λ(A2x+B2y+C2z+D2)=0,
其中λ为参数.

注 第二个式子中不包含平面A2x+B2y+C2z+D2=0.

8.2 典型例题分析

8.2.1 题型一 向量代数的相关问题

  例8.1 若a=4m-n,b=m+2n,c=2m-3n,式中|m|=2,|n|=1,(m,n
∧

)=
π
2
,化简表达式a·c+3a·b-2b·c+1.

解 a·c+3a·b-2b·c+1
=(4m-n)·(2m-3n)+3(4m-n)·(m+2n)-2(m+2n)·(2m-3n)+1
=16|m|2+9|n|2+1=16×4+9×1+1=74.
例8.2 设a,b为两个非零向量,λ为非零常数,若向量a+λb垂直于向量b,则λ

等于(  ).

(A)
 a·b
|b|2

;    (B)
 

-
a·b
|b|2

;    (C)
 

1;    (D)
 

a·b.

解 如果a+λb垂直于向量b,因此应有(a+λb)·b=0,整理得a·b+λb·b=0,
即 

a·b+λ|b|2=0,

由于b为非零向量,因而应有λ=-
a·b
|b|2

,故应选(B).
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例8.3视频讲解

  例8.3 设m=2a+b,n=ka+b,其中|a|=1,|b|=2,a⊥b,问

k为何值时,以m 与n 为邻边的平行四边形面积为6.
解 由于

m×n=(2a+b)×(ka+b)=(2-k)(a×b),
平行四边形面积为m×n 的模.所以

6=|m×n|=|2-k|·|a‖b|sin(a,b
∧

)=|2-k|·2,
即有k-2=±3,所以

k1=5, k2=-1.

8.2.2 题型二 空间曲线与曲面的相关问题

例8.4 求旋转抛物面z=x2+y2 与平面y+z=1的交线在xOy 平面上的投影

方程.

解 从曲线方程
z=x2+y2,
 
y+z=1 中消去z,得曲线向xOy平面的投影柱面方程x2+y2+

y=1.于是曲线在xOy 平面上的投影曲线方程为

x2+ y+
1
2  

2

=
5
4
,

z=0.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  例8.5 求由上半球面z= 4-x2-y2 和锥面z= 3(x2+y2)所围成的立体在

xOy 面上的投影.

解 由方程z= 4-x2-y2和z= 3(x2+y2)消去z 得到x2+y2=1.这是一个

母线平行于z轴的圆柱面,这恰好是半球面与锥面的交线C 关于xOy 面的投影柱面 �
 

因

此交线C 在xOy 面上的投影曲线为
 

x2+y2=1,
 
z=0. 

这是xOy 面上的一个圆 �
 

于是所求立体在xOy 面上的投影 �
 

就是该圆在xOy 面上所围的

部分
 

x2+y2≤1.

例8.6 求直线L:
x=1-2t,

y=3+t,

z=2-3t

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 在三个坐标面上的投影.

解 在三个坐标面上的投影分别为

(1)
 

在xOy 平面上:
x=1-2t,

y=3+t,

z=0;

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(2)
 

在xOz
 

平面上:
x=1-2t,

y=0,

z=2-3t;

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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(3)
 

在yOz平面上:
x=0,

y=3+t,

z=2-3t.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

8.2.3 题型三 平面方程的求解

例8.7 求通过三平面2x+y-z-2=0,x-3y+z+1=0和x+y+z-3=0的

交点,且平行于平面x+y+2z=0的平面方程.
解 所求平面平行于x+y+2z=0,所以该平面的法向量为(1,1,2).三平面的交点为

2x+y-z-2=0,

x-3y+z+1=0,

x+y+z-3=0,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得x=1,y=1,z=1.所以所求平面为

(x-1)+(y-1)+2(z-1)=0,
即x+y+2z-4=0.

例8.8 一平面通过两点M1(1,1,1),M2(0,1,-1)且垂直于平面x+y+z-
4=0,求它的方程.

解 由已知条件知,向量M1M2
→=(-1,0,-2)与平面x+y+z-4=0的法向量

n=(1,1,1)的向量积M1M2
→×n 即为所求平面的法向量

M1M2
→×n=

i j k
-1 0 -2
1 1 1

=(2,-1,-1),

由点法式方程可知2(x-1)-(y-1)-(z-1)=0为所求平面.
例8.9 求平面x-y+2z-6=0与平面2x+y+z-5=0的夹角,并判别坐标原

点到哪个平面距离更近.
解 n1=(1,-1,2),n2=(2,1,1)为两平面π1 与π2 的法向量,则π1 与π2 夹角

余弦为

cosθ=
|n1·n2|

|n1|·|n2|
= |1×2+(-1)×1+2×1|
12+(-1)2+22· 22+12+12

=
1
2
,

故两平面夹角θ=
π
3
,原点到π1 与π2 距离分别为

d1=
|0-0+2×0-6|
12+(-1)2+22

= 6, d2=
|2×0+0+0-5|

22+12+12
=
5
6
, d1 >d2,

故平面2x+y+z-5=0与原点距离更近.

8.2.4 题型四 直线方程的求解

例8.10 求过点P(2,1,3)且与直线L:
x+1
3 =y

-1
2 =

z
-1

垂直相交的直线方程.

解法1 作平面π经过P 点,且与直线L 垂直,平面π的方程为
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3(x-2)+2(y-1)-(z-3)=0,
即3x+2y-z-5=0.再求平面π与L 的交点,将直线化成参数式

 

x=-1+3t,

y=1+2t,

z=-t,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

代入平面π的方程中得到

3(-1+3t-2)+2(1+2t-1)-(-t-3)=0,

解得t=
3
7
,从而得到交点Q 2

7
,13
7
,-
3
7  ,所以过点P 和Q 的直线的对称式方程为:

x-2
2 =y

-1
-1=

z-3
4 .

解法2 先将直线化成一般式:
2x-3y+5=0,
 
x+3z+1=0, 所以过该直线的平面束方程为

(2x-3y+5)+λ(x+3z+1)=0,
即

(2+λ)x-3y+3λz+5+λ=0,

再将点P(2,1,3)代入上述方程,解得λ=-
1
2
,则经过P 点与L 的平面方程为

x-2y-z+3=0,
而过P 垂直于直线L 的平面方程为

 

3x+2y-z-5=0,
那么所求直线就是所得两平面的交线

 

x-2y-z+3=0,
 
3x+2y-z-5=0. 

  例8.11 求直线L:
x-1
1 =y

1=
z-1
-1

在平面π:x-y+2z-1=0上的投影直线L0

的方程.
解法1 先求出直线与平面的交点.将直线L 化为参数式:

x=1+t,

y=t,

z=1-t,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

代入平面方程x-y+2z-1=0中,得

(1+t)-t+2(1-t)-1=0,
解得t=1.从而交点为Q(2,1,0);再过直线L 上点P(1,0,1)作平面的垂线

L':x-1
1 = y

-1=
z-1
2
,

即

x=1+t,

y=-t,

z=1+2t,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 代入平面方程中,有
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(1+t)-(-t)+2(1+2t)-1=0,

解得t=-
1
3
,从而L'与平面的交点为M 2

3
,1
3
,1
3  .M 和Q 的连线就是所求的直

线L0:
 

x-2
4 =y-1

2 =
z
-1

.

  解法2 直线L 过点(1,0,1),过L 作垂直于π的平面π*,π*的法向量

n* =n×s=
i j k
1 -1 2
1 1 -1

=-i+3j+2k,

故π*的方程为

-(x-1)+3(y-0)+2(z-1)=0,
即x-3y-2z+1=0.所以所求投影直线L0 的方程为

x-y+2z-1=0,
 
x-3y-2z+1=0. 

  例8.12 设L1,L2 为两条共面直线,L1 的方程为x-7
1 =y

-3
2 =

z-5
2
,L2 通过点

(2,-3,-1),且与x 轴正向夹角为π
3
,与z轴正向夹锐角,求L2 的方程.

解 因为L2 与x 轴正向夹角为π
3
,与z轴正向夹锐角,所以可以假定L2 的方向向

量为(m,n,1),其中m>0.x 轴的单位方向向量为(1,0,0).由夹角公式可得

1
2=cos

π
3=

m
1· m2+n2+1

, (*)

直线L1 上的点(7,3,5)、L2 上的点(2,-3,-1)构成的向量(5,6,6)与L1 的方向向

量(1,2,2)及L2 的方向向量(m,n,1)共面.所以混合积为0,即

1 2 2
5 6 6
m n 1

=0,

得到4n-4=0,从而
 

n=1.代入(*)式,得到m=
2
6

.于是L2 的方程为

x-2
2
6

=y+3
1 =

z+1
1
,

即

x-2
2 =y+3

6
=
z+1
6

.
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  例8.13 已知空间中两条直线L1 和L2,其参数方程分别为:

L1:
x=1+t,

y=2-t,

z=3+2t,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁  t∈R; L2:

x=2-u,

y=1+2u,

z=-1+u,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁  u∈R.

求直线L1 和L2 之间的最短距离.
解 直线L1 的方向向量为s1=(1,-1,2),直线L2 的方向向量为s2=(-1,2,1).

s1×s2=
i j k
1 -1 2

-1 2 1
=(-5,-3,1).

与两条直线均垂直的直线的方向向量为s=(-5,-3,1),模|s|= 35.
 

在直线L1 上取点P1(1,2,3)(t=0),在直线L2 上取点P2(2,1,-1)(u=0),

连接P1,P2 得向量P1P2
→=(1,-1,-4).从而两条直线的最短距离为

d=
|P1P2

→·s|
|s| =|1×(-5)+(-1)(-3)+(-4)×1|

35
=
6
35

=
6 35
35 .

8.2.5 题型五 直线与平面的关系问题

例8.14 已知直线L:
x+1
3 =y

-1
2 =

z
-1
,若平面π过点 M(2,1,-5)且与L 垂

直,求平面π的方程.
解 由题意可知,直线L 的方向向量s=(3,2,-1)必定平行于所求平面π的法向

量n,因此可取

n=s=(3,2,-1).
利用平面的点法式方程可知

3(x-2)+2(y-1)-[z-(-5)]=0,
即

3x+2y-z-13=0.

例8.15视频讲解

  例8.15 求通过 M0(1,-1,2)和直线L:
x-y-z+1=0
 
2x+y+z-5=0 的平

面方程.
解 通过L 的平面束方程为

(x-y-z+1)+λ(2x+y+z-5)=0,
其中λ为不为0的任意实数.将M0(1,-1,2)代入上面方程得

λ=
1
2.

代入方程化简得

4x-y-z-3=0.
又因为M0 不在平面2x+y+z-5=0上,所以所求平面方程为4x-y-z-3=0.
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例8.16 在平面x+y+z+1=0内求一直线,使它通过直线
y+z+1=0
 
x+2z=0 与该平

面的交点,且与已知直线垂直.

解 直线与平面的交点满足

x+y+z+1=0,

y+z+1=0,

x+2z=0.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 解得交点为

 

x=0,

y=-1,

z=0.

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 将已知直线转

化为 x
-2=

y+1
-1=z.所以该直线的方向向量为

 

(-2,-1,1).所求直线的方向向量垂

直于平面的法向量(1,1,1),垂直于已知直线的方向向量(-2,-1,1).故所求直线的

方向向量为

i j k
-2 -1 1
1 1 1

=-2i+3j-k.

于是所求直线为

x
-2=y+1

3 =
z
-1

.

  例8.17 求直线
x+y-z=1,
 
-x+y-z=1 在平面x+y+z=0上的投影方程.

解 过直线的平面束方程为

(x+y-z-1)+λ(y-x-z-1)=0,
即

(1-λ)x+(1+λ)y-(1+λ)z-(1+λ)=0.
上述平面与平面x+y+z=0垂直,所以

(1-λ)·1+(1+λ)·1-(1+λ)·1=0,
得到λ=1.于是投影平面为2y-2z-2=0,即y-z-1=0.所求投影直线为

y-z-1=0,
 
x+y+z=0. 

  例8.18 求过直线
x+y-2z+3=0,
 
2x-y+z=0 且切于球面x2+y2+z2=1的平面.

解 过所给直线除平面2x-y+z=0外的平面束方程为

(x+y-2z+3)+λ(2x-y+z)=0,
即

(1+2λ)x+(1-λ)y+(λ-2)z+3=0 (*)
因为球面与平面相切,因此球心到平面距离应等于半径,于是

|0+0+0+3|
(1+2λ)2+(1-λ)2+(λ-2)2

=1,
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得6λ2-2λ-3=0,所以λ=
1± 19
6 .代入式(*)得所求的平面为

(x+y-2z+3)+
1± 19
6

(2x-y+z)=0.

8.3 习题精选

1.填空题

(1)
 

设a=3i-j-2k,b=i+2j-k,则a×b= .

(2)
 

设a·b=3,|a×b|= 3,则a,b的夹角θ为 .
(3)

 

设|a|=2,|b|=5,且a⊥b,则|(a+2b)×(3a-b)|= .

(4)
 

与两直线

x=1,

y=-1+t,

z=2+t,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

x+1
1 =y+2

2 =
z-1
1

都平行,且过原点的平面方程

是 .

(5)
 

已知两条直线的方程是L1:
x-1
1 =y-2

0 =
z-3
-1
,L2:

x+2
2 =y-1

1 =
z
1
,则过

L1 且平行于L2 的平面方程是 .
(6)

 

设一平面经过原点与点(6,-3,2),且与平面4x-y+2z=8垂直,则此平面

方程是 .

(7)
 

过点(1,2,-1)且与直线

x=-t+2,

y=3t-4,

z=1+t

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 垂直的平面方程是 .

(8)
 

两平面x-2y+2z-5=0,x-2y+2z+4=0之间的距离是 .

(9)
 

直线x+1
2 =y

3=
z-3
6

在平面2x+y-2z+5=0上的投影直线方程是 .

(10)
 

点(2,1,0)到平面3x+4y+5z=0的距离是 .

(11)
 

点(1,-4,5)到直线 x
-2=

y+1
1 =

z
1

上的投影点的坐标是 .

(12)
 

过两点(3,-2,1)与(-1,0,2)的直线的对称式方程是 ,参数方程

是 .
(13)

 

过点(3,0,1)与平面3x-7y+5z-12=0平行的平面方程是 .
2.单项选择题

(1)
 

设向量a=(1,m,2),b=(2,4,n),若a∥b,则(  ).
                        (A)

 

m=2,n=1;(B)
 

m=2,n=4; (C)
 

m=1,n=1; (D)
 

m=1,n=2.
(2)

 

设向量a=(1,-1,1),b=(4,-2,2),则下列结论正确的是(  ).
(A)

 

a∥b; (B)
 

a⊥b; (C)
 

a>b; (D)
 

|a|<|b|.
(3)

 

设c=2a+b,d=λa+b,其中|a|=1,|b|=2,且a⊥b,若以c,d 为邻边的
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平行四边形面积为6,则λ的值为(  ).
(A)

  

-1或5; (B)
 

-1或-1; (C)
 

1或-5; (D)
 

1或5.
 

(4)
 

母线平行于x 轴且通过曲线
2x2+y2+z2=16,
 
x2-y2+z2=0 的柱面方程为(  ).

(A)
 

3x2+2y2=16; (B)
 

3y2-z2=16;
(C)

 

x2+2y2=16; (D)
 

3y2-z=16.
(5)

 

下列方程的图形为旋转抛物面的是(  ).

(A)
 

z= x2+y2; (B)
 

z=x2+y2;

(C)
 

z= 1-x2-y2; (D)
 

x2+y2=1.
(6)

 

过点(1,-2,4)且与平面2x-3y+z-4=0垂直的直线方程是(  ).
(A)

 

2x-3y+z-12=0; (B)
 

x-2y+4z-4=0;

(C)
 x-1
2 =y

+2
-3=

z-4
1
; (D)

 x-1
1 =y

+3
-2=

z-1
4 .

(7)
 

直线x-1
1 =y

-1=
z+1
1

与平面2x+y-z=-2=0的位置关系是(  ).

(A)
 

平行; (B)
 

垂直;

(C)
 

夹角为π
4
; (D)

 

夹角为-
π
4.

(8)
 

已知直线L:
x+3y+2z+1=0,
 
2x-y-10z+3=0 及平面4x-2y+z-2=0,则直线L(  ).

(A)
 

平行于平面但是不在平面上; (B)
 

在平面上;
(C)

 

垂直于平面; (D)
 

与平面斜交.

(9)
 

设有直线L1:
x-1
1 =y

-5
-2=

z+8
1
,L2:

x-y=6,
 
2y+z=3, 则L1,L2 的夹角为(  ).

(A)
 π
6
; (B)

 π
4
; (C)

 π
3
; (D)

 π
2.

3.
 

设a=(1,2,1),b=(3,-1,5),c=b+λa,且a⊥c,求λ的值.
4.求同时垂直于向量a=2i+2j+k 和b=4i+5j+3k 的单位向量.
5.设a=(0,1,-1),b=(1,-1,0),求与a,b均垂直且模等于3的向量c.
6.求与向量a=(2,-1,2)共线且满足a·b=18的向量b.

7.已知|a|=2,|b|=5,(a,b
∧

)=
2
3π
,问:系数λ为何值时,向量m=λa+17b与

n=3a-b垂直.
8.求平行四边形的面积,若已知其对角线为向量m+2n 和3m-4n,其中|m|=1,

|n|=2,(m,n
∧

)=
π
6.

9.一平面过原点且垂直于平面x+2y+3z=1与6x-y+5z=1,求该平面方程.
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10.求在x 轴上截距为2,且过点(0,-1,0)和点(2,1,3)的平面方程.
11.求过z轴且与平面2x+y-4z=2垂直的平面方程.
12.求过点(0,2,4)且与两平面x+2z=1和x-3y=2平行的直线方程.

13.求过点(2,6,8)且与直线x-3
1 =y

-4
2 =

z-6
2

垂直相交的直线方程.

14.过平面x+28y-2z+17=0和平面5x+8y-z+1=0的交线,作球面x2+y2+
z2=1的切平面,求切平面方程.

15.已知直线
3x-y+2z-6=0,
 
x+4y-z+d=0 与z轴相交,求d 值.

16.求λ使直线x-1
1 =y

+1
2 =

z-1
λ

与直线x+1
1 =y

-1
1 =

z
1

相交.

17.求曲线
x2+y2+z2=4,
 
y=z 在各坐标面上的投影方程.

18.求准线为
x2+y2+4z2=1,
 
x2=y2+z2 母线平行于z轴的柱面方程.

8.4 习题详解

1.填空题

(1)
 

5i+j+7k;     (2)
 π
6
;    (3)

 

70;   (4)
 

x-y+z=0;

(5)
 

x-3y+z+2=0; (6)
 

2x+2y-3z=0; (7)
 

x-3y-z+4=0;

(8)
 

3; (9)
 
3x-4y+z=0,
 
2x+y-2z+5=0; (10)

 

2;

(11)
  

(0,-1,0); (12)
 x+1
4 =y

-2=
z-2
-1
,

x=-1+4t,

y=-2t,

z=2-t;

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(13)
 

3x-7y+5z-14=0.
2.单项选择题

(1)
 

(B);     (2)
 

(D);      (3)
 

(A)
因为c×d=(2a+b)×(λa+b)=2a×b+λb×a=(2-λ)a×b,
所以|c×d|=|2-λ|·|a||b|sinθ=|2-λ|×1×2=6,
从而|2-λ|=3,解得λ=-1或者λ=5,故选项(A)正确;
(4)

 

(B);  (5)
 

(B);  (6)
 

(C);
(7)

 

(A); (8)
 

(C); (9)
 

(C).
3.因为a⊥c,所以

a·c=a·(b+λa)=a·b+λa·a=0,
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从而

λ=-
a·b
a·a=-

6
(6)2

=-1.

  4.假设所求向量为c,则

a×b=
i j k
2 2 1
4 5 3

=i-2j+2k,

故|a×b|= 12+(-2)2+22=3,所以c=±
1
3
(i-2j+2k).

5.由题意

a×b=
i j k
0 1 -1
1 -1 0

=(-1,-1,-1)=r,

设c=λr,因为|c|=3,即|c|=|λ||r|= 3|λ|=3,所以λ=± 3(1,1,1).
6.由于向量a=(2,-1,2)与向量b共线,故设b=λa=(2λ,-λ,2λ),因为

a·b=18=4λ+λ+4λ=9λ,
所以λ=2,从而b=2a=(4,-2,4).

7.由于

0=m·n=(λa+17b)·(3a-b)

=3λ|a|2-λ|a‖b|cos23π+51|a‖b|cos23π-17|b|2=17λ-680,

所以λ=40.
8.设平行四边形相邻的两边对应的向量为a,b,不妨假设

a+b=m+2n
 
a-b=3m-4n ,

所以
a=2m-n
 
b=-3m+3n ,从而

a×b=(2m-n)×(-m+3n)=5m×n,
平行四边形面积为

|a×b|=5|m×n|=5|m‖n|sin(m,n
∧

)=5·1·2·sin
π
6=5.

  9.平面x+2y+3z=1的法向量n1=(1,2,3),平面6x-y+5z=1的法向量

n2=(6,-1,5),所求平面法向量

n=n1×n2=
i j k
1 2 3
6 -1 5

=(13,13,-13),

所求平面方程为13(x-0)+13(y-0)-13(z-0)=0,即x+y-z=0.
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10.设平面的截距式方程为x
a +

y
b +

z
c =1

,因为在x 轴上截距为2,且过点

(0,-1,0),所以a=2,b=-1,平面的截距式方程为

x
2+ y

-1+
z
c =1,

将点(2,1,3)代入得c=3,所求平面方程为
 x
2+

y
-1+

z
3=1

,即3x-6y+2z=6.

11.因为所求平面过z轴,所以设平面方程为Ax+By=0,法向量n=(A,B,0),
平面2x+y-4z=2的法向量n1=(2,1,-4),因为n·n1=0,所以2A+B=0,B=
-2A,所以所求平面方程为

 

x-2y=0.
12.平面x+2z=1的法向量n1=(1,0,2),平面x-3y=2的法向量n2=

(1,-3,0),所求直线的方向向量

s=n1×n2=
i j k
1 0 2
1 -3 0

=(6,2,-3),

所求直线方程为x
6=

y-2
2 =

z-4
-3.

13.先过点M0(2,6,8)作一平面π垂直于已知直线,平面π的方程为

1(x-2)+2(y-6)+2(z-8)=0,

即x+2y+2z=30.再求平面π与直线L 的交点,将直线的参数方程L:
x=3+t,

y=4+2t,

z=6+2t,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 代

入平面方程得

(3+t)+2(4+2t)+2(6+2t)=30,

解得t=
7
9
,所以交点 M 坐标为 34

9
,50
9
,68
9  ,向量 M0M

→= 169
,-4
9
,-4
9  为所求直

线的方向向量,所求直线为

x-2
4 =y-6

-1 =
z-8
-1

.

  14.解法1:过平面x+28y-2z+17=0和平面5x+8y-z+1=0的交线的平面

束方程为

x+28y-2z+17+λ(5x+8y-z+1)=0,
即

(1+5λ)x+(28+8λ)y-(2+λ)z+17+λ=0.
假设平面和球面的切点为(x0,y0,z0),于是在该点的法向量为(x0,y0,z0).所以

得到

(1+5λ)x0+(28+8λ)y0-(2+λ)z0+17+λ=0,

1+5λ
x0

=
28+8λ

y0
= -(2+λ)

z0
=t,

x2
0+y2

0+z20=1,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)
(2)
(3)
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由式(2)解出x0,y0,z0 和t,λ的关系,代入式(1),并注意到式(3),于是得到

t+17+λ=0,
再次代入式(1),得到

(1+5λ)2+(28+8λ)2+(2+λ)2=(17+λ)2, 89λ2+428λ+500=0,

解得λ1=-2,λ2=-
250
89.当λ1=-2时,得到所求平面为3x-4y-5=0;当λ2=

-
250
89

时,得到所求平面为

387x-164y-24z-421=0.
  解法2:过平面x+28y-2z+17=0和平面5x+8y-z+1=0的交线的平面束的

方程为

x+28y-2z+17+λ(5x+8y-z+1)=0,
其中λ≠0,即

(1+5λ)x+(28+8λ)y-(2+λ)z+17+λ=0,
由题意可知,球心(0,0,0)到该平面的距离d=1,即

d= |17+λ|
(1+5λ)2+(28+8λ)2+(2+λ)2

=1,

整理得

89λ2+428λ+500=0,

解得λ1=-2,λ2=-
500
89.当λ1=-2时,所得的平面方程为3x-4y-5=0.当λ2=

-
500
89

时,所得平面的方程为387x-164y-24z-421=0.

15.假设直线与z轴交点为(0,0,z0),则该点满足3x-y+2z-6=0.于是2z0-

6=0,z0=3.将(0,0,3)代入x+4y-z+d=0,得到d=3.于是所求直线为 x
-2=

y+1
3 =

z
-1.

16.由x-1
1 =y

+1
2 =

z-1
λ =t得到

x=1+t
y=-1+2t
z=1+λt

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 .代入另一直线方程,得到

2+t=-2+2t=1+λt,

解得t=4,λ=
5
4.

17.在xOy 平面上的投影:
x2+2y2=4
 
z=0 ;在xOz 平面上的投影:

x2+2z2=4
 
y=0 ;在

yOz平面上的投影:
y=z
 
x=0 ,当x=0,y=z时,2y2≤4,|y|≤ 2.

18.因为母线平行于z轴,只要在方程中消去z,就得到5x2-3y2=1.
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8.5 拓展训练

1.求点P(1,1,1)关于平面x+y-2z-6=0的对称点Q 的坐标.

2.设一平面过直线
x+5y+z=0,

x-z+4=0 且与平面x-4y-8z=3成π
4

的夹角,求该平面

的方程.
3.设直线L 过A(1,0,0),B(0,1,1)两点,将L 绕z轴旋转一周得到曲面Σ,求

曲面Σ 的方程.

8.5
 

1详解 8.5
 

2详解 8.5
 

3详解


