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第19讲
  

圆锥曲线常见定点定值模型及延伸

解 析几何是高中数学的主干知识之一,而直线与圆锥曲线的位置关系更是高考考

查的重点与热点,也是高中数学学习中的难点,同时还是教学中需要重点突破的痛

点.如何有效地掌握好解析几何的相关知识以及在这一部分高效得分,始终是每一位教

师和学生思考的问题.除大家耳熟能详的对解析几何的翻译与转化能力、运算能力(尤

其是字符化简能力)有较高要求之外,笔者觉得一些基本的二级结论或基本的模型性质

也是有必要了解并熟悉的,当然能够达到理解并记忆的水平自然更佳.因为这样可以有

效提升我们思考问题的“跨越度”,快速找到已知条件与所求结论之间的内在联系,进而

让我们对题目的本质理解更加透彻,甚至可以了解命题者的命题角度及意图.
本讲就以若干具体的解析几何问题为例,探索其背后所蕴含的基本模型,进而探

索这种模型有哪些基本性质或二级结论,最终了解题目的本质.

第19讲 圆锥曲线常见定点定值模型及延伸
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19.1 模型一 直线定向或过定点模型及延伸

在解析几何中,定点与定值问题常常是伴随状态,如两相交直线的斜率乘积为定值

λλ≠
b2

a2  时,第三条直线过定点;若两相交直线斜率之和为定值λ(λ≠0)时,第三条直线也过定

点.反之,亦成立.除特例外,我们可将两个模型统一研究,实际上是定点问题的两个侧面.以椭

圆为例,我们将二者统一.

如图19.1所示,已知P(x0,y0)是椭圆C:
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)上一点,过点P 作斜率为

k1,k2 的两条直线分别与椭圆交于A,B 两点.

xO

y

A
B

P(x0,y0)

k1 k2

 图19.1

(1)若k1k2=
b2

a2
,则有x0≠0,kAB=-

y0

x0
.

(2)若k1k2=λλ≠
b2

a2  ,则直线 AB 过定点 λa2+b2λa2-b2
x0,

-
λa2+b2

λa2-b2y0 .
(3)若k1+k2=0,则有y0≠0,kAB=

b2x0

a2y0
.

(4)若k1+k2=λ(λ≠0),则直线AB 过定点 x0-
2y0

λ
,-y0-

2x0b2

λa2  .
19.1.1 斜率之积为定值

1.斜率之积为-1

  若P(x0,y0)为椭圆C:
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)上一点,过点P 作斜率为k1,k2 的两条直线分别

与椭圆交于A,B 两点.若k1k2=-1,即PA⊥PB,直线AB 过定点
a2-b2

a2+b2
x0,

b2-a2

a2+b2y0  .
当点P 位于特殊位置,即椭圆的顶点时,设P(a,0),直线AB 过定点

a2-b2

a2+b2
a,0  .

 19.1
 

在直角坐标系xOy 中,动点 M 到点F1 - 3,0  ,F2 3,0  的距离之和是4,点

M 的轨迹是曲线C.若曲线C 与x 轴的负半轴交于点A,不经过点A 的直线l与曲线C 交于不
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同的两点P 和Q.
(1)求曲线C 的方程;

(2)当AP·AQ=0时,证明:直线l过定点,并求出此定点的坐标.

(1)由题意可得c= 3,根据椭圆的定义可得a=2,由b2=a2-c2,可得b=1.

(2)思路一:设直线方程y=kx+m,将直线方程与椭圆方程联立,根据韦达定理可得x1+x2,

x1x2,代入AP→·AQ→=0,求出m 与k的关系式得到定点.思路二:AP→·AQ→=0,即kAP·kAQ=

-1,即两直线斜率之积为定值,故可以用坐标平移齐次化处理.当然也可以根据对称性及模型

结论,先猜后证.

(1)因为|F1F2|=23,|MF1|+|MF2|=4>23,所以动点 M 的轨迹是以

F1 - 3,0  ,F2 3,0  为焦点,以4为长轴长的椭圆,即2a=4,2c=23.故a=2,c= 3,b2=

a2-c2=1.

所以曲线C 的方程为
x2

4+y
2=1.

(2)解法一(代数法):①当直线l⊥x 轴时,设P(x0,y0)(x0∈(-2,2]),Q(x0,-y0).

因为点A(-2,0),则AP→=(x0+2,y0),AQ→=(x0+2,-y0),由AP→·AQ→=0可得(x0+

2)2-y2
0=0,联立

(x0+2)2-y2
0=0

x2
0

4+y
2
0=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,消去y0 并整理得5x2
0+16x0+12=0,解得x0=-

6
5

或

x0=-2(舍去).

此时直线l:x=-
6
5
,由题意及椭圆的对称性可知,定点在x 轴上,故定点为 -

6
5
,0  .

②下面证明在一般情形下,直线l都过定点 -
6
5
,0  .

当直线l不与x 轴垂直时,设直线方程为l:y=kx+m,并设点P(x1,y1),Q(x2,y2),联

立方程

x2

4+y
2=1

y=kx+m

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,消去y 整理得(4k2+1)x2+8kmx+4m2-4=0,则有Δ=(8km)2-4(4k2+

1)(4m2-4)>0,即m2<4k2+1,且x1+x2=
-8km
4k2+1

,x1x2=
4m2-4
4k2+1

.

因为AP→·AQ→=0,且A 为左顶点,所以(x1+2,y1)·(x2+2,y2)=0,即x1x2+2(x1+

x2)+4+y1y2=0,亦即x1x2+2(x1+x2)+4+(kx1+m)(kx2+m)=0,整理得(k2+1)x1x2+
(km+2)(x1+x2)+m2+4=0①.

将x1+x2,x1x2 代入式①,化简得5m2-16km+12k2=0,解得m=2k 或m=
6k
5.
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(i)当m=2k 时,l:y=kx+2k=k(x+2)过左顶点(-2,0),与题意不符,故舍去;

(ii)当m=
6k
5

时,l:y=kx+
6k
5=kx+

6
5  过定点 -

6
5
,0  ,且满足 m2<4k2+1,符合题

意,所以m=
6k
5
,直线l过定点 -

6
5
,0  .

综上所述,当AP→·AQ→=0时,直线l过定点,其坐标为 -
6
5
,0  .

解法二(坐标平移齐次化):直接套用模型:若k1k2=λλ≠
b2

a2  ,直线过定点 λa2+b2λa2-b2
x0,

-
λa2+b2

λa2-b2y0 .因为kAP·kAQ=-1,A(-2,0),所以把λ=-1,x0=-a=-2,y0=0代入,可

得定点 -
6
5
,0  .证明如下:

将原坐 标 系 的 原 点 O 平 移 至 点A(-2,0),则
x=x'-2

y=y' ,在 新 坐 标 系 下 椭 圆 方 程 为

(x'-2)2

4 +y'2=1,即x'2+4y'2-4x'=0.

设直线l的方程为 mx'+ny'=1,代入椭圆方程得x'2+4y'2-4x'(mx'+ny')=0,即

(1-4m)x'2+4y'2-4nx'y'=0,两边同时除以x'2,可得4y'
x'  

2

-4ny'
x'+

(1-4m)=0.

因为AP→·AQ→=0,所以kAP·kAQ=
1-4m
4 =-1,解得m=

5
4.则直线l在新坐标系下过

定点
4
5
,0  ,即直线l在原坐标系下过定点 -

6
5
,0  .

  椭圆内接直角三角形的直角顶点在椭圆的顶点时,斜边过定点

通过上述模型,我们可得一个结论:椭圆C:
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)有内接直角三角形,若

直角顶点在椭圆的左顶点(-a,0)时,则斜边所在的直线过定点
-a(a2-b2)

a2+b2
,0  .

【证明】如图19.2所示,设A(x1,y1),B(x2,y2),将原坐标系的原点O 平移至点P,则

任意一点的原坐标(x,y)与新坐标(x',y')的关系为
x=x'-a

y=y' .故椭圆在新坐标系中的方

程为
(x'-a)2

a2
+y

'2

b2
=1,所以椭圆的方程可化为

x'2

a2
+y

'2

b2
-
2
ax'=0.
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x(x')O

A

P

B

yy'

 图19.2

  设直线AB 在新坐标系中的方程为mx'+ny'=1,将直线AB

的方程代入椭圆的方程齐次化得
x'2

a2
+y

'2

b2
-
2
ax'(mx'+ny')=0,

展开得y'2

b2
-
2n
ay'x'+

1-2am
a2

x'2=0,左、右两边同时除以x'2,得

1
b2

y'
x'  

2

-
2n
a

y'
x'  +1-2ama2

=0.

而上述方程的两根即为直线PA,PB 的斜率,所以由根与系数的关系得kPA·kPB=
y'1
x'1

·

y'2
x'2
=
b2(1-2am)

a2
.

若PA⊥PB,则kPA·kPB=
b2(1-2am)

a2
=-1,即

2b2a
a2+b2

m=1.所以直线AB 在新坐标

系中 过 定 点
2b2a

a2+b2
,0  ,则 直 线 AB 在 原 坐 标 系 中 过 定 点

2b2a
a2+b2

-a,0  ,即 过 定

点
-a(a2-b2)

a2+b2
,0  .

同理,不难证明以下结论都是正确的:

若直角顶点在椭圆的右顶点(a,0)时,则斜边所在的直线过定点
a(a2-b2)
a2+b2

,0  .
若直角顶点在椭圆的上顶点(0,b)时,则斜边所在的直线过定点0,

-b(a2-b2)
a2+b2  .

若直角顶点在椭圆的下顶点(0,-b)时,则斜边所在的直线过定点0,
(a2-b2)b
a2+b2  .

椭圆C:
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)的左、右焦点分别为F1,F2,焦距为22,点M 为

椭圆上位于x 轴上方的一点,满足 MF1
→·MF2

→=0,且△MF1F2 的面积为2.
(1)求椭圆C 的方程;

(2)设椭圆C 的左、右顶点分别为A,B,直线l交椭圆于P,Q 两点,记直线AP 的斜率为

k1,直线BQ 的斜率为k2.已知k1=2k2,过点B 作直线PQ 的垂线,垂足为 H,问:在平面内是

否存在定点T,使得|TH|为定值,若存在,求出点T 的坐标;若不存在,试说明理由.

(1)由焦点△MF1F2 的面积S△MF1F2=
b2

tan
θ
2

=
b2

tan
π
4

=b2=2,得b= 2.又

2c=22,c= 2,则a2=b2+c2=4.
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故椭圆C 的方程为
x2

4+
y2

2=1.

(2)如图19.3所示,连接AQ,P(x1,y1),Q(x2,y2),kQA·kQB=
y2

x2+2
· y2

x2-2
=

y2
2

x2
2-4

.

xB

H

P

A

Q

O

y

 图19.3

又x2
2+2y2

2=4,即x2
2-4=-2y2

2,所以kQA ·kQB=-
1
2.因为

kPA=2kQB,则kPA·kAQ=2kQB·kAQ=-1,所以AP→⊥AQ→.
运用坐标平移齐次化的方法计算PQ 所在的直线过定点,平移坐

标系,使点A(-2,0)作为新坐标系的坐标原点O'(0,0).
在平面xOy 中的坐标P(x,y)在新坐标系下为P'(x',y'),对应

的关系为
x'=x+2

y'=y ,即
x=x'-2

y=y' ,代入椭圆
x2

4+
y2

2=1
中,
(x'-2)2

4 +y
'2

2 =1
,即x'2-4x'+

4+2y'2-4=0,得 x'2+2y'2-4x'=0.直 线 PQ:mx'+ny'=1,齐 次 化 得 x'2+2y'2-

4x'(mx'+ny')=0,即x'2+2y'2-4mx'2-4nx'y'=0,可得(1-4m)x'2+2y'2-4nx'y'=0.所

以(1-4m)+2y'
x'  

2

-4n·y'
x'=0

,因此k1k2=
1-4m
2 =-1,解得m=

3
4.

所以直线 mx'+ny'=1过定点
4
3
,0  ,平移到原坐标系xOy 中,可得直线 PQ 过定点

M -
2
3
,0  .又B(2,0),则点 H 在以BM 为直径的圆上,所以存在定点T 2

3
,0  ,使得|TH|为

定值
4
3.

 19.2
 

已知椭圆C:
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)的离心率为

2
2
,且过点A(2,1).

(1)求C 的方程;

(2)点M,N 在C 上,且AM⊥AN,AD⊥MN,D 为垂足.
 

证明:存在定点Q,使得|DQ|为

定值.

因为AM⊥AN⇒kAM ·kAN=-1,所以可以预测直线MN 会过定点.先用常规

套路求出定点,设为 H,由于A,H 为定点,AH 为定值,而∠ADH=90°.取AH 的中点Q,则

DQ=
1
2AH 为定值.

(1)把点A(2,1)代入椭圆方程可得
4
a2
+
1
b2
=1,离心率e=

c
a=

2
2.再与a2=

b2+c2 联立,可解得a= 6,b= 3,c= 3.故椭圆C 的方程为
x2

6+
y2

3=1.
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(2)设 M(x1,y1),N(x2,y2).当 MN 不与x 轴垂直时,设 MN:y=kx+m,代入
x2

6+
y2

3=1

得(1+2k2)x2+4kmx+2m2-6=0,所以x1+x2=
-4km
1+2k2

,x1x2=
2m2-6
1+2k2

.

由AM⊥AN⇒AM→·AN→=0⇒(x1-2)(x2-2)+(y1-1)(y2-1)=0,整理得(k2+

1)x1x2+(km-k-2)·(x1+x2)+(m-1)2+4=0,所以(k2+1)
2m2-6
1+2k2

+(km-k-2)·

-4km
1+2k2

+(m-1)2+4=0,整理得(2k+m-1)(2k+3m+1)=0.

因为直线 MN 不经过A(2,1),所以2k+m-1≠0,则2k+3m+1=0,直线 MN:y=

kx-
2
3  -13.因此直线 MN 经过定点H 2

3
,-
1
3  .

当 MN 与x 轴垂直时,容易验证出直线 MN 也经过定点 H 2
3
,-
1
3  .由于 A(2,1),

H 2
3
,-
1
3  为定点,AH 为定值,而∠ADH=90°,取AH 的中点Q 4

3
,1
3  ,则 DQ=

1
2AH=

22
3

为定值.

综上所述,存在定点Q 4
3
,1
3  使得|DQ|为定值.

xO

y

A
B

P

图19.4

  椭圆的内接直角三角形,直角顶点P(x0,y0)在椭圆上(不在椭圆顶点上),则斜边所在

的直线过定点
a2-b2

a2+b2
x0,

b2-a2

a2+b2y0  .
【证明】如图19.4所示,设A(x1,y1),B(x2,y2),将原坐

标系的原点O 平移至点P,则任意一点的原坐标(x,y)与新坐

标(x',y')的关系为
x=x'+x0

y=y'+y0 .

故椭圆在新坐标系中的方程为
(x'+x0)2

a2
+
(y'+y0)2

b2
=1,

即
x'2

a2
+y

'2

b2
+
2x0
a2

x'+
2y0
b2y

'+
x2
0

a2
+
y2
0

b2
=1.
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  因为点P(x0,y0)在椭圆
x2

a2
+y

2

b2
=1上,所以

x20
a2
+
y20
b2
=1,则椭圆的方程可化为

x'2

a2
+y

'2

b2
+

2x0
a2

x'+
2y0
b2y

'=0.

设直线AB 在新坐标系中的方程为mx'+ny'=1,将直线AB 的方程代入椭圆的方程齐

次 化 得
x'2

a2
+ y'2

b2
+
2x0

a2
x'+

2y0

b2y
'  (mx' +ny')=0,展 开 得

1+2y0n
b2  y'2 +

2x0n
a2

+
2y0m
b2  x'y'+ 1+2x0m

a2  x'2=0,左、右两边同时除以x'2,可得
1+2y0n

b2  y'
x'  

2

+

2x0n
a2

+
2y0m
b2  y'

x'  +1+2x0m
a2

=0.

而上述方程的两根即为直线 PA,PB 的斜率,所以由根与系数的关系得kPA ·kPB=

y'1
x'1

·y'2
x'2
=
b2(1+2x0m)
a2(1+2y0n)

.

若PA⊥PB,则kPA·kPB=
b2(1+2x0m)
a2(1+2y0n)

=-1,即-
2b2x0

a2+b2
m-

2a2y0

a2+b2
n=1.所以直线

AB 在 新 坐 标 系 中 过 定 点 -
2b2x0

a2+b2
,-
2a2y0

a2+b2  ,则 直 线 AB 在 原 坐 标 系 中 过 定 点

-
2b2x0

a2+b2
+x0,-

2a2y0

a2+b2
+y0  ,即过定点

a2-b2

a2+b2
x0,

b2-a2

a2+b2y0  .
已知点F 为抛物线C:y2=2px(p>0)的焦点,点P(2,m)(m>0)在抛物线C

上,且 PF =3.

(1)求抛物线C 的方程;

(2)点 M,N 在C 上,且PM⊥PN,PD⊥MN,D 为垂足.证明:存在定点Q,使得|DQ|为

定值.

x

y

O

P

Q

M

R

D

N

 图19.5

(1)依题意,由|PF|=3,可得点 P 到准线l:x=

-p
2

的距离为2+p
2=3

,解得p=2.

所以抛物线C 的方程为y2=4x.
(2)如图19.5所示,设点 M,N 的坐标分别为(x1,y1),(x2,

y2),由PM⊥PN 得PM→·PN→=0.

又PM→=(x1-2,y1-2 2),PN→=(x2-2,y2-2 2),得
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(x1-2)(x2-2)+(y1-22)(y2-22)=0,即
y2
1

4-2  y2
2

4-2  +y1-22  y2-22  =0,

整理得
(y2

1-8)(y2
2-8)

16 +y1-22  y2-22  =0.

所 以 y1-22  y2-22  y1+22  y2+22  +16  =0,则 y1+22  y2+22  +

16=0,得y1y2+22(y1+y2)+24=0(*).

又lMN:y-y1=
y2-y1

y2
2

4-
y2
1

4

x-
y2
1

4  ,化简得4x-(y1+y2)y+y1y2=0,将式(*)代入上式:

4x-(y1+y2)y-24-22(y1+y2)=0,即4x-22+y  (y1+y2)=24.

直线 MN 过定点6,-22  ,此点设为R.又P2,22  ,则|PR|为定值,若Q 为线段PR

的中点即Q(4,0),则|DQ|=
1
2|PR|=

1
2
(6-2)2+ -22-22  2=23,为定值.

本题实为定点模型:点P(x0,y0)在抛物线y2=2px(p>0)上,过点P 作两直线

l1,l2 分别交抛物线于A,B 两点.若PA⊥PB,则直线AB 过定点(x0+2p,-y0).只

有掌握好一些基本的模型、套路、方法,在解决解析几何问题时才会游刃有余.

双曲线、抛物线内接直角三角形斜边过定点的证明

(1)双曲线中的结论

已知双曲线C:
x2

a2
-y

2

b2
=1(a>0,b>0),若直线l:y=kx+m 与双曲线C 相交于A,B

两点(A,B 不是左、右顶点),则以AB 为直径的圆过双曲线C 的右顶点的充要条件是直线l

过定点
a(a2+b2)
a2-b2

,0  .
(2)抛物线中的结论

已知抛物线C:y2=2px(p>0),若直线l:y=kx+m 与抛物线C 相交于A,B 两点(A,

B 不是原点O),则以AB 为直径的圆过抛物线C 上的一点P(x0,y0)的充要条件是直线l过

定点(2p+x0,-y0).当点P 与坐标原点重合时,定点坐标为(2p,0).
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xO

A

P

B

y

图19.6

  【证明】双曲线的证明类似于椭圆,在此不再赘述.下面证明抛物线中的模型拓展:

如图19.6所示,设A(x1,y1),B(x2,y2),将原坐标系的原点

O 平移至点P,则任意一点的原坐标(x,y)与新坐标(x',y')的关

系为
x=x'+x0

y=y'+y0 .所以抛物线在新坐标系中的方程为(y'+y0)2=

2p(x'+x0),即y'2+2y0y'-2px'+y2
0-2px0=0.

因为点P(x0,y0)在抛物线y2=2px 上,所以y2
0=2px0,则抛

物线的方程可化为y'2+2y0y'-2px'=0.

设直线AB 在新坐标系中的方程为mx'+ny'=1,将直线AB 的方程代入抛物线的方程齐

次化得y'2+(2y0y'-2px')(mx'+ny')=0,展开得(1+2y0n)y'2+(2y0m-2pn)x'y'-

2pmx'2=0,左、右两边同时除以x'2,得(1+2y0n)
y'
x'  

2

+(2y0m-2pn)
y'
x'  -2pm=0.

而上述方程的两根即为直线 PA,PB 的斜率,所以由根与系数的关系得kPA ·kPB=

y'1
x'1

·y'2
x'2
=-

2pm
1+2y0n

.

若PA⊥PB,则kPA·kPB=-
2pm
1+2y0n

=-1,即2pm-2y0n=1,所以直线AB 在新坐

标系中过定点(2p,-2y0),则直线 AB 在原坐标系中过定点(2p+x0,-2y0+y0),即过

定点(2p+x0,-y0).

当点P 与坐标原点重合时,定点坐标为(2p,0).

2.斜率之积不为-1,为定值λλ≠b
2

a2  

xO

y

A
B

P(x0,y0)

k1 k2

图19.7

  如 图19.7所 示,若 P(x0,y0)为 椭 圆 C:
x2

a2
+y2

b2
=1

(a>b>0)上一点.过点P 作斜率为k1,k2 的两条直线分别与

椭圆交于A,B 两点,若k1k2=λλ≠
b2

a2  ,则直线AB 过定点

M
λa2+b2

λa2-b2
x0,-

λa2+b2

λa2-b2y0  .
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  【证明】①当直线 AB 的斜率不存在时,设 A(x,y),B(x,-y),则k1k2=
y-y0

x-x0
·

-y-y0

x-x0
=

y2
0-y2

(x-x0)2
=
b21-

x2
0

a2  -b21-x
2

a2  
(x-x0)2

=
b2(x+x0)
a2(x-x0)

=λ,解得x=
λa2+b2

λa2-b2
x0.所以

直线AB 过定点M
λa2+b2

λa2-b2
x0,-

λa2+b2

λa2-b2y0  .
②当 直 线 AB 的 斜 率 存 在 时,将 坐 标 原 点 平 移 至 点 P(x0,y0),则 曲 线 方 程 变 为

(x+x0)2

a2
+
(y+y0)2

b2
=1.

在新坐标系下,设直线AB:y=kx+m:

当m≠0时,则有y-kx
m =1,所以A,B 两点的坐标满足b2x2+a2y2+2b2x0x·y-kx

m +

2a2y0y·y-kx
m =0,化简得a2(m+2y0)y2+(2b2x0-2a2y0k)xy+b2(m-2kx0)x2=0(※).

当m=0时,方程(※)也成立,在方程(※)两边同时除以x2,得a2(m+2y0)
y
x  

2

+

(2b2x0-2a2y0k)
y
x  +b2(m-2kx0)=0,所以k1k2=

b2(m-2kx0)
a2(m+2y0)

=λλ≠
b2

a2  ,即b2(m-

2kx0)=λa2(m+2y0),解得m=-
2b2x0

λa2-b2
k-
2λa2y0

λa2-b2
.

所以 直 线 AB 的 方 程 为 y =kx + m =k x-
2b2x0

λa2-b2  - 2λa
2y0

λa2-b2
,过 定 点

M
2b2x0

λa2-b2
,-
2λa2y0

λa2-b2  ,则直线AB 在原坐标系下过定点M
λa2+b2

λa2-b2
x0,-

λa2+b2

λa2-b2y0  .
特殊情况:

①当λ=-1时,即PA⊥PB,直线AB 过定点
a2-b2

a2+b2
x0,

b2-a2

a2+b2y0  ,此结论在2020年

新高考全国卷的压轴题中考查过.

②当点P 位于特殊位置,即椭圆的顶点时,设P(a,0),k1k2=λλ≠
b2

a2  ,则直线AB 过

定点
a2λ+b2

a2λ-b2
a,0  ,此结论在2020年全国Ⅰ卷中考查过.
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x�6

x

P

O

y

A B

D

CG

图19.8

   19.3
 

(2020全国Ⅰ理20)如图19.8所示,已知A,B 分别为

椭圆E:
x2

a2
+y2=1(a>1)的左、右顶点,G 为E 的上顶点,AG·GB=

8.P 为直线x=6上的动点,PA 与E 的另一交点为C,PB 与E 的另一

交点为D.

(1)求E 的方程;

(2)证明:直线CD 过定点.

(1)已知AG→·GB→=8,分别表示出点G,A,B 的坐标,代入即可求出a2.(2)由

中点弦模型,可得在椭圆
x2

9+y
2=1中,kCA·kCB=-

1
9.设CD:my+t=x,直线方程与椭圆

方程联立可以表示出kBC·kBD,两个乘积的比值可得
kCA

kBD
,即kPA

kPB
,解方程求出t的值,可得直线

CD 过定点.

(1)由题意可得G(0,1),设 A(-a,0),B(a,0),则 AG→·GB→=(a,1)·(a,

-1)=a2-1=8,所以a2=9,又a>1,则a=3.

故E 的方程为
x2

9+y
2=1.

(2)由(1)可知A(-3,0),B(3,0),设CD:my+t=x,C(x1,y1),D(x2,y2),P(6,y0).

由

my+t=x

x2

9+y
2=1

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

得(m2+9)y2+2mty+t2-9=0,所以y1+y2=
-2mt
m2+9

,y1y2=
t2-9
m2+9

.

kBC·kBD=
y1

x1-3
· y2
x2-3

=
y1y2

(my1+t-3)(my2+t-3)
=

y1y2
m2y1y2+m(t-3)(y1+y2)+(t-3)2

,

把y1+y2 与y1y2 代入整理得kBC·kBD=
t+3
9(t-3)①

,由中点弦模型的推论可得kCA ·kBC=

kPA·kBC=-
b2

a2
=-

1
9②

,①
②

得
kBD

kPA
=
t+3
3-t.

又因为kPA=
y0

9
,kPB=

y0

3=kBD,所以
kPB

kPA
=
t+3
3-t=3

,则t=
3
2.

故直线CD:my+
3
2=x

经过定点
3
2
,0  .
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在椭圆
x2

9+y
2=1中,kCA·kCB=-

1
9.又kPB=3kPA 因为kPA=

y0

9
,kPB=

y0

3  ,

则kBC·kBD=
-
1
9

kCA
·kBD=

-
1
9

kCA
·kPB=

-
1
9kPB

kPA
=-

1
3.

因此直线CD 过定点(t,0),且kBC·kBD=
1
9

·t+3
t-3=-

1
3
,即t=

3
2
,所以直线

CD 过定点 3
2
,0  .

xO

y
M

N
B

P

T
A

图19.9

  【反思一】若将本例中直线方程x=6改为x=9,试求直线CD 过定点的坐标.

若将本题中直线x=6改为x=9,P(9,t),kPA=
t
12
,kPB=

t
6
,即kPB

kPA
=
kBD

kAC
=2,所以kBC

·kBD=kBC·2kAC=2kAC·kBC=2· -
b2

a2  =-29,为定值.

设直线CD 过定点(n,0),则kBC·kBD=
b2(n+a)
a2(n-a)

=-
2
9
,即n+3

n-3=-2
,也就是n+3=

-2n+6,所以n=1.因此直线CD 过定点(1,0).

【反思二】已知椭圆C:
x2

9+y
2=1,A,B 为左、右顶点,过x 轴上定点T(1,0)作直线l与

椭圆C 相交于M,N 两点,连接 AM,BN,若直线 AM,BN 相交于点P,求动点P 的轨迹

方程.

【解析】如图19.9所示,令lMN:x=ty+1,代入
x2

9+y
2=1得

(t2+9)y2+2ty+1-9=0,即(t2+9)y2+2ty-8=0,Δ>0.

设 M(x1,y1),N(x2,y2),P(x,y),则y1+y2=
-2t

t2+9
,

y1y2=
-8

t2+9
.

lMA:
y1

x1+3
= y
x+3①

,lNB:
y2

x2-3
= y
x-3②

,消去y 得
y1(x+3)
x1+3

=
y2(x-3)
x2-3

⇒
y1(x+3)
ty1+4

=
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y2(x-3)
ty2-2

,所以y1(ty2-2)(x+3)=y2(ty1+4)(x-3),则(ty1y2-2y1)x+3y1(ty2-2)=

(ty1y2+4y2)x-3y2(ty1+4),整理得(ty1y2+4y2-ty1y2+2y1)x=3ty1y2-6y1+3ty1y2+

12y2,即(4y2+2y1)x=6ty1y2-6y1+12y2.

所以x=
6ty1y2-6y1+12y2

4y2+2y1
=

-48t
t2+9

+
12t

t2+9
+18y2

2y2+
-4t

t2+9  
=

-36t
t2+9

+18y2

-4t
t2+9

+2y2
=9.故动点P 的轨迹

方程为直线x=9.

【反思三】若直线l与椭圆
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)交于A,B 两点,点 M 是椭圆的右顶点,且

kMA·kMB 为定值,则直线l经过x 轴上的定点.反之,若直线l经过x 轴上的定点,且与椭圆

x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)相交于A,B 两点,点 M 是椭圆的右顶点,则kMA·kMB 为定值.

【解析】(以第二个结论为例证明):设直线l经过x 轴上的定点(t,0),设l:my+t=x,

A(x1,y1),B(x2,y2).

因为 M(a,0),所以kMA·kMB=
y1

x1-a
· y2
x2-a

=
y1y2

(my1+t-a)(my2+t-a)
.

由

my+t=x

x2

a2
+y

2

b2
=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,则(b2m2+a2)y2+2b2mty+b2t2-a2b2=0,所以y1+y2=
-2b2mt

b2m2+a2
,

y1y2=
b2t2-a2b2

b2m2+a2
.

把上述两式代入kMA·kMB=
y1y2

m2y1y2+m(t-a)(y1+y2)+(t-a)2
,整理得kMA·kMB=

b2

a2
·t+a
t-a

,为定值.

已知椭圆E:
x2

4+
y2

n=1
(0<n<4)经过点 2,1  .设椭圆E 的左顶点为A,直

线l:x=my+1与E 相交于M,N 两点,直线AM 与直线x=4相交于点Q.问:直线NQ 是否

经过x 轴上的定点? 若过定点,求出该点坐标;若不过定点,说明理由.

首先我们从此题抽象概括出一个模型,得出一个一般化的结论:如图19.10(a)

所示,在椭圆
x2

a2
+y

2

b2
=1中,A 为左顶点,l与椭圆交于P,Q 两点,l与x 轴的交点为M(m,0),
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则kAP·kAQ=
b2(m-a)
a2(m+a)

.

设l的方程为y=k(x-m),设P(x1,y1),Q(x2,y2).

由
b2x2+a2y2-a2b2=0

y=k(x-m) ,消去y 并整理得(a2k2+b2)x2-2a2k2mx+a2m2k2-a2b2=

0,由韦达定理可得x1+x2=
2a2k2m
a2k2+b2

,x1x2=
a2m2k2-a2b2

a2k2+b2
,则y1y2=k2(x1-m)(x2-

m)=
m2b2k2-a2b2k2

a2k2+b2
,所以kAP·kAQ=

y1

x1+a
· y2

x2+a
=
b2(m-a)
a2(m+a)

.

特别地,当 M 为(±c,0)时,kAP·kAQ=
b2(±c-a)
a2(±c+a)

.

回到此题中,MN 恒过(1,0),则kAM ·kAN=-
1
6.

xO

(b)

y

M

A D

Q

R

T

N

O

(a)

y

MA x

P

Q

图19.10

另一方面,如图19.10(b)所示,由于R,T,M,N 为调和点列,则Q(R,T,M,N)为调和线

束,于是有
(kQR-kQM)·(kQT-kQN)
(kQR-kQN)·(kQT-kQM)

=-1.由于kQR=∞,故2kQT=kQM+kQN.

不妨设Q(4,t),则kQT=
t
3
,kQM=kQA=kAM=

t
6
,那么kQN=

t
2
,由于kAM ·kAN=-

1
6
,故

kAN=-
1
t.

最终可得kNA·kNQ=-
1
2
,表明Q,D,N 三点共线,于是QD 恒过点(2,0).
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3.斜率之积不为-1,为定值λλ=
b2

a2  

  设P(x0,y0)为椭圆
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0)上的定点,AB 是椭圆上一条动弦,直线AB,

PA,PB 的斜率分别为k,k1,k2.

(1)若k1k2=
b2

a2
,则有x0≠0,k=-

y0

x0
.

(2)若k1k2≠
b2

a2
,则直线AB 过定点(这是上一版块所探讨的).

xN

M

O

Q
A

y

P

R

F1

 图19.11

   19.4
 

已 知 椭 圆 C1:
x2

a2
+y2

b2
=1(a>b>0)的 左 焦 点 为

F1 - 3,0  ,抛物线C2:x2=2py(p>0),C1 与C2 交于点A(2,1).

(1)求C1 与C2 的方程;

(2)如图19.11所示,动直线l与C1 交于不同两点 M,N,与C2 交

于不同两点P,Q,且A∉l.记AM,AN 的斜率分别为是k1,k2,满足

k1k2=
1
2
,记线段PQ 的中点R 的纵坐标为t,求t的取值范围.

本题即为斜率之积等于
b2

a2
的情形,由此可求出直线l的斜率,设出直线l的方

程,找出PQ 中点R 纵坐标t与截距的关系,这样有了截距范围就求出了t的范围.

(1)a2-b2=c2=3且
4
a2
+
1
b2
=1,得

4
b2+3

+
1
b2
=1,即4b2+b2+3=b4+3b2,可

得b4-2b2-3=0,(b2-3)(b2+1)=0,故b2=3.

故曲线方程C1:
x2

6+
y2

3=1
,C2:x2=4y.

xO

y

M

N

A(2,1)

 图19.12

(2)分解处理,如图19.12所示,先看椭圆 A(2,1),kAM ·kAN=

k1k2=
1
2
,则直线 MN 斜率为定值.再处理抛物线,看线段PQ 的中点

R 的纵坐标.

坐标平 移 齐 次 化 的 计 算 A(2,1)→O'(0,0),由
x'=x-2

y'=y-1 得

x=x'+2

y=y'+1 ,椭圆方程
x2

6+
y2

3=1
在新的坐标系下的方程为

(x'+2)2

6 +

     解析几何
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(y'+1)2

3 =1,即x'2+4x'+4+2(y'2+2y'+1)-6=0,得x'2+2y'2+4(x'+y')=0.

设直线 MN:mx'+ny'=1,齐次化得x'2+2y'2+4(x'+y')(mx'+ny')=0,即x'2+
2y'2+4(mx'2+nx'y'+mx'y'+ny'2)=0,(4m+1)x'2+(4n+2)y'2+4(m+n)x'y'=0,则

4m+1+(4n+2)y'x'  
2

+4(m+n)·y'
x'=0

,k1k2=
4m+1
4n+2=

1
2
,得8m+2=4n+2,即2m=n.

所以直线mx'+ny'=1⇔mx'+2my'=1,kPQ=-
1
2.

在kPQ=-
1
2

的情形下,求线段PQ 的中点R 的纵坐标的范围.x2=4y,kPQ=-
1
2
,点差法

或直线联立求解.

PQ:y=-
1
2x+m',P(x1,y1),Q(x2,y2),R(x0,y0),

x2=4y

y=-
1
2x+m'

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,消y 建立关于x

的一元二次方程x2=4m'-
1
2x  ,即x2+2x-4m'=0,Δ=4+16m'>0,解得m'>-

1
4①

;且

y=-
1
2x+m'

x2+2y2=6

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,消y 得x2+2 -

1
2x+m'  

2

-6=0,即
3
2x

2-2m'x+2m'2-6=0,Δ=4m'2-

4×
3
2×2

(m'2-3)=4m'2-12m'2+36=-8m'2+36>0,解得m'2<
9
2
,即-

32
2 <m'<

32
2 ②.

综合①②得-
1
4<m'<

32
2
,且m'≠2,y0=

y1+y2
2 =

-
1
2x1+m'-

1
2x2+m'

2 =-
1
4
(x1+

x2)+m'=
1
2+m',所以t=m'+

1
2∈

1
4
,32+1
2  且t≠

5
2
,即t∈ 14

,5
2  ∪ 52,1+322  .

综上所述,t的取值范围为
1
4
,5
2  ∪ 52,1+322  .

已知双曲线C:
x2

a2
-y

2

b2
=1(a>0,b>0)的离心率为2,且点A(2,1)在双曲线C 上.

(1)求双曲线C 的方程;

(2)若点 M,N 在双曲线C 上,且AM⊥AN,直线 MN 不与y 轴平行,证明:直线 MN 的

斜率k为定值.

因为e= 2,所以 2  2=1+b
2

a2
,解得a=b,则双曲线C 的方程为

x2

a2
-y

2

a2
=1.

把点A(2,1)的坐标代入
x2

a2
-y2

a2
=1,得

4
a2
-
1
a2
=1,解得a= 3,所以双曲线C 的方程

第19讲 圆锥曲线常见定点定值模型及延伸
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x2

3-
y2

3=1.

(2)设 M(x1,y1),N(x2,y2),设直线 MN 的方程为y=kx+m,代入
x2

3-
y2

3=1
,得

(1-k2)x2-2kmx-m2-3=0,于是x1+x2=
2km
1-k2

,x1x2=
-m2-3
1-k2

①.

由AM⊥AN,得AM→·AN→=0,则(x1-2)(x2-2)+(y1-1)(y2-1)=0,整理得(k2+1)·

x1x2+(km-k-2)(x1+x2)+m2-2m+5=0.

将式①代入上式,可得
(1+k2)(-m2-3)

1-k2
+
2km(km-k-2)

1-k2
+(m-1)2+4=0,整理得

-8k2-4km-2m+2=2(2k+1)(1-2k-m)=0.

因为A(2,1)不在直线 MN 上,所以2k+m-1≠0,则2k+1=0,解得k=-
1
2
,即直线

MN 的斜率k 为定值.

19.1.2 斜率之和为定值

1.斜率之和为0

x
O

y

F

A

M

B

图19.13

  设椭圆方程为
x2

a2
+y

2

b2
=1(a>b>0),在椭圆上取一点 M c,

b2

a  ,过点 M 作斜率互为相

反数的两条直线交椭圆于A,B 两点,则AB 连线的斜率为定值,且此定值为椭圆离心率e.

【证明】如图19.13所示,设直线 MA:y=k(x-c)+
b2

a
(k 存在

且k≠0),与椭圆方程联立得(b2+a2k2)x2+(2ab2k-2a2ck2)x+

b4+a2c2k2-2ab2ck-a2b2=0,利 用 根 与 系 数 关 系 得xA+xM =

2a2ck2-2ab2k
b2+a2k2

.

又xM=c,则 xA =
a2ck2-2ab2k-b2c

b2+a2k2
.同 理 xB =

a2ck2+2ab2k-b2c
b2+a2k2

,所 以kAB =

k(xA+xB-2c)
xA-xB

=
k
2a2ck2-2b2c
b2+a2k2

-2c  
-4ab2k

b2+a2k2
=

-4b2ck
b2+a2k2

-4ab2k
b2+a2k2

=
c
a=e.

     解析几何


