
基础知识第一部分

第一部分主要涵盖高中阶段的知识，内容难度略高于高考，但在思想方法与解题技巧上更

为灵活，要求也更高．省预赛试题、高联À的一试试题和强基计划考试，主要考查的仍是高中范

围内的知识，但在思想方法上有所延伸．通过本篇的学习，读者可以打下坚实的基础，从而为后

续的深入学习做好铺垫．

第 1讲 集合

考点梳理

1. 集合的相关概念

（1） 集合的定义：研究对象叫作元素，一些元素组成的总体叫作集合．
集合中元素的性质：确定性、互异性和无序性．

正确地表达一个集合是学好数学的基础. 描述法是表示集合的重要方法，它基于下面的概
括原则.

（2）（概括原则）任给一个性质 𝑝，那么存在一个集合 𝑆，它的元素恰好是所有具有性质 𝑝的
对象，即 𝑆 = {𝑥 | 𝑝(𝑥)}，其中 𝑝(𝑥)表示“元素 𝑥具有性质 𝑝”．

（3） 集合的运算：交集：𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴且𝑥 ∈ 𝐵}．
并集：𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴或𝑥 ∈ 𝐵}．
补集：设 𝑈 为全集，则 𝐴的补集 ∁𝑈𝐴 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑈,且𝑥 ∉ 𝐴}．
差集：由所有属于 𝐴 但不属于 𝐵 的元素构成的集合称为 𝐴 关于 𝐵 的差集，记作 𝐴 − 𝐵，即

𝐴 − 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴,且𝑥 ∉ 𝐵}．

2. 集合的运算性质

（1） 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴,𝐴 ∪ ∅ = 𝐴,𝐴 ∩ ∅ = ∅,∁𝑈𝑈 = ∅,∁𝑈∅ = 𝑈.
（2） 𝐴 ∪ (∁𝑈𝐴) = 𝑈;𝐴 ∩ (∁𝑈𝐴) = ∅;∁𝑈(∁𝑈𝐴) = 𝐴.
（3）（分配律）(𝐴 ∩ 𝐵) ∪ 𝐶 = (𝐴 ∪ 𝐶) ∩ (𝐵 ∪ 𝐶); (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ 𝐶 = (𝐴 ∩ 𝐶) ∪ (𝐵 ∩ 𝐶).
（4） 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ⇔ 𝐵 ⊆ 𝐴;𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ⇔ 𝐵 ⊆ 𝐴.
（5）（德·摩根（De Morgan）公式）∁𝑈(𝐴 ∪ 𝐵) = (∁𝑈𝐴) ∩ (∁𝑈𝐵); ∁𝑈(𝐴 ∩ 𝐵) = (∁𝑈𝐴) ∪ (∁𝑈𝐵).

À 全国高中数学联合竞赛，简称高联．
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（6）（容斥原理）|𝐴 ∪ 𝐵| = |𝐴| + |𝐵| − |𝐴 ∩ 𝐵|; |𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶| = |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| − |𝐴 ∩ 𝐵| − |𝐵 ∩ 𝐶| −
|𝐶 ∩ 𝐴| + |𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶|，其中 |𝐴|表示集合 𝐴中元素的个数．

典例精讲

题型一 集合的基本运算

例 1（2024年高联 A卷）设实数 𝑎,𝑏满足：集合 𝐴 = {𝑥 ∈ R | 𝑥2 − 10𝑥 + 𝑎 ≤ 0}与 𝐵 = {𝑥 ∈ R |
𝑏𝑥 ≤ 𝑏3}的交集为 [4,9],则 𝑎 + 𝑏的值为 .

解 由于 𝑥2 − 10𝑥 + 𝑎 ≤ 0 ⇔ (𝑥 − 5)2 ≤ 25 − 𝑎,故 𝐴是一个包含 [4,9]且以 𝑥 = 5为中点的
闭区间,而 𝐵是至多有一个端点的区间,所以必有 𝐴 = [1,9],故 𝑎 = 9.

进一步可知, 𝐵只能为 [4,+∞),故 𝑏 < 0且 4𝑏 = 𝑏3,得 𝑏 = −2. 所以 𝑎 + 𝑏 = 7.
点评 本题需要结合两个集合 𝐴,𝐵的特点来确定两个参数 𝑎,𝑏的值,解法灵活.
例 2（2022年高联 A卷）集合 𝐴 = {𝑛|𝑛3 < 2022 < 3𝑛,𝑛 ∈ Z}的所有元素之和为 .
解 当 𝑛 = 7时, 73 = 343 < 2022, 37 = 2187 > 2022,符合要求.
而 123 = 1728 < 2022,133 = 2197 > 2022,故 𝑛的取值可以是 7,8,9,10,11,12.
因此, 𝐴 = {7,8,9,10,11,12},其所有元素之和为 57.
点评 考查幂的运算,根据 2022左、右的两个临界值 37 = 2187 > 2022, 133 = 2197 > 2022,

可得到 𝑛的取值是 7,8,9,10,11,12.
例 3（2021年高联 A卷）设集合 𝐴 = {1,2,𝑚},其中𝑚为实数. 令 𝐵 = {𝑎2 | 𝑎 ∈ 𝐴}, 𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵.

若 𝐶 的所有元素之和为 6,则 𝐶 的所有元素之积为 .
解 由条件知 1,2,4,𝑚,𝑚2(允许有重复)为 𝐶 的全部元素.
注意到,当 𝑚为实数时, 1 + 𝑚 + 𝑚2 > 0,所以 1 + 2 + 4 + 𝑚 + 𝑚2 > 6,1 + 2 + 4+𝑚2 > 6,故只

可能是 𝐶 = {1,2,4,𝑚},且 1 + 2 + 4 + 𝑚 = 6,解得𝑚 = −1(经检验符合题意),此时 𝐶的所有元素
之积为

1 × 2 × 4 × (−1) = −8.

点评 本题容易忽略集合中元素的“互异性”而得到 1 + 𝑚 + 𝑚2 = 0,发现该方程没有实数
解，从而卡住. 考虑到元素 1,2,4,𝑚,𝑚2 中有重复的，且

𝑚2 + 𝑚 + 1 = (𝑚 + 1
2 )

2
+ 3

4 > 0,

故只可能是 𝐶 = {1,2,4,𝑚},从而 𝑚 = −1.
例 4（2025年贵阳市竞赛）设集合 𝐴 = (−2,2)，𝐵 = {𝑥 | 𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≤ 0}，且 𝐴 ∩ 𝐵 = (−2,1]，

则 𝑏 + 𝑐 = .
解 因为 𝐴=(−2,2)，且 𝐴∩𝐵=(−2,1]，所以方程 𝑥2 +𝑏𝑥+𝑐=0的两根 𝑥1,𝑥2满足 𝑥1 ≤−2，

𝑥2 = 1. 从而 1 + 𝑏 + 𝑐 = 0，即 𝑏 + 𝑐 = −1.
点评 根据题意分析可知方程 𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0必有一根是 1，从而得到答案.
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题型二 集合的计数问题

例 5（2021 年高联 A2 卷）设集合 𝑆 = {1,2,3,⋯,10},𝑆 的子集满足 𝐴 ∩ {1,2,3} ≠ ∅, 𝐴 ∪
{4,5,6} ≠ 𝑆,这样的子集 𝐴的个数为 .

解 先求使 𝐴 ∩ {1,2,3} ≠ ∅的集合 𝐴的取法数 𝑁1. 在 1,2,3中取出至少一个元素的方式
有 23 − 1 = 7种,而 4,5,⋯,10中每个数各有两种选择 (取或不取),因此 𝑁1 = 7 × 27 = 896．

再扣除使 𝐴 ∪ {4,5,6} = 𝑆的集合 𝐴的取法数 𝑁2. 这些 𝐴的取法中, 1,2,3,7,8,9,10均被取
出,而对 4,5,6中每个数各有两种选择 (取或不取),因此 𝑁2 = 23 = 8.

从而满足条件的集合 𝐴的个数为 𝑁1 − 𝑁2 = 896 − 8 = 888.
点评 本题有两个关键点: 一是学会利用分步乘法计数原理求解集合计数问题; 二是先

求出使 𝐴∩ {1,2,3} ≠ ∅成立的子集 𝐴的取法数𝑁1,再扣除其中使 𝐴∪ {4,5,6} = 𝑆的取法数𝑁2.
例 6（2020年高联 B卷）设集合 𝑋 = {1,2,⋯,20},𝐴是 𝑋 的子集, 𝐴的元素个数至少是 2,且

𝐴的所有元素可排成连续的正整数,则这样的集合 𝐴的个数为 .
解 每个满足条件的集合 𝐴 可由其最小的元素 𝑎 与最大的元素 𝑏 唯一确定, 其中 𝑎,𝑏 ∈

𝑋,𝑎 < 𝑏,这样的 (𝑎,𝑏)的取法共有 C2
20 = 190种,所以这样的集合 𝐴的个数为 190.

点评 由题目条件“𝐴的所有元素可排成连续的正整数”可知,只要确定 𝐴中的最小元素 𝑎
与最大元素 𝑏,则 𝐴中的所有元素就唯一确定了.

题型三 集合与其他知识汇交

例7（2021年贵州预赛）已知集合𝑀={(𝑥,𝑦)||𝑥|+|𝑦|≤1}，集合𝑁 ={(𝑥,𝑦)|𝑥2 +𝑦2 ≤|𝑥|+|𝑦|},
则 ( ).

A.𝑀 = 𝑁 B.𝑀 ⊆ 𝑁 C.𝑁 ⊆ 𝑀 D.前三个都不正确
解 𝑀 表示中心在坐标原点,边长为 √2的正方形的边界及其内部, 𝑁 表示直径为 √2的

4个半圆的边界及其内部,作出图形可知𝑀 ⊆ 𝑁．
点评 因为集合 𝑀,𝑁 表示的曲线都关于 𝑥轴、𝑦轴和原点对称,故只需考虑其在第一象限

的图形即可．𝑀 表示线段 𝑥 + 𝑦 = 1(0 ≤ 𝑥,𝑦 ≤ 1) 与坐标轴围成的区域, 𝑁 表示半圆 (𝑥 − 1
2 )

2
+

(𝑦 − 1
2 )

2
= 1

2 (𝑥,𝑦 ≥ 0) 与坐标轴围成的区域. 然后通过对称性, 可画出完整的图形, 从而得到
𝑀 ⊆ 𝑁．

例 8（2020年广西预赛）设集合𝑀 = {1,2,⋯,2020}. 现对𝑀 的任一非空子集 𝐴,令 𝜆𝐴 表示

𝐴中最大数与最小数之和,则所有这样的 𝜆𝐴 的算术平均值是 .
解 将集合𝑀 的非空子集进行配对．

对每个 𝐴 = {𝑥1,𝑥2,⋯,𝑥𝑘},不妨设 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑘.
令 𝐴′ = {2021 − 𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴},则 𝜆𝐴 = 𝑥1 + 𝑥𝑘,𝜆𝐴′ = 4042 − (𝑥1 + 𝑥𝑘).
若 𝐴′ ≠ 𝐴,则 𝜆𝐴 + 𝜆𝐴′ = 4042,即 𝜆𝐴 + 𝜆𝐴′

2 = 2021;
若 𝐴′ = 𝐴,则 𝜆𝐴 = 𝜆𝐴′ = 2021.
综上,所有 𝜆𝐴 的算术平均值是 2021.
点评 一是理解 𝜆𝐴 的含义,二是构造出 𝐴′ = {2021 − 𝑥|𝑥 ∈ 𝐴},与 𝐴进行配对.
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例 9（2020年山东预赛）数列 {𝑎𝑛}是集合 {2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 | 0 ≤ 𝑥 < 𝑦 < 𝑧,𝑥,𝑦, 𝑧 ∈ Z}中的数从小
到大排成的数列,则 𝑎2020 = .(用 2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 的形式表示)

解 易知满足 0 ≤ 𝑥 < 𝑦 < 𝑧 ≤ 𝑛的 (𝑥,𝑦, 𝑧)组合共有 C3
𝑛+1 个．

注意到，C3
24 = 2024 > 2020. 设 𝑓(𝑥,𝑦, 𝑧) = 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧,则 𝑓(21,22,23) = 221 + 222 + 223 是第

C3
24 = 2024项,所以

𝑎2020 = 𝑓(17,22,23) = 217 + 222 + 223.

点评 设𝑓(𝑥,𝑦, 𝑧)=2𝑥 +2𝑦+2𝑧,则从小到大的前 2024个数为𝑓(0,1,2), 𝑓(0,1,3), 𝑓(0,2,3),
𝑓(1,2,3), ⋯, 𝑓(17,22,23), 𝑓(18,22,23), 𝑓(19,22,23), 𝑓(20,22,23), 𝑓(21,22,23), 故第 2020
个数为 𝑓(17,22,23),即 𝑎2020 = 217 + 222 + 223.

例10（经典题）记集合𝑇={0,1,2,3,4,5,6},将𝑀={ 𝑎1
7 + 𝑎2

72 + 𝑎3
73 + 𝑎4

74 ∣ 𝑎𝑖 ∈ 𝑇, 𝑖 = 1,2,3,4}

中的元素从大到小的顺序排列，则第 2011个数是 ( ).

A. 1
7 + 1

72 + 0
73 + 1

74 B. 1
7 + 0

72 + 6
73 + 5

74

C. 1
7 + 1

72 + 0
73 + 0

74 D. 1
7 + 0

72 + 6
73 + 6

74

解 (解法 1)显然,集合𝑀 中数从大到小依次是 6
7 + 6

72 + 6
73 + 6

74 , 6
7 + 6

72 + 6
73 + 5

74 ，

6
7 + 6

72 + 6
73 + 4

74 , ⋯, 0
7 + 0

72 + 0
73 + 2

74 , 0
7 + 0

72 + 0
73 + 1

74 , 0
7 + 0

72 + 0
73 + 0

74 ,共 74 =2401
个数.

从大到小第 2011个数为从小到大第 391个数. 而 391 = 1 × 7 × 7 × 7 + 48,即所求数是集
合 𝑀 中比 1

7 + 0
72 + 0

73 + 0
74 大 48个单位的数,而比 1

7 + 0
72 + 0

73 + 0
74 大 49个单位的数是

1
7 + 0

72 + 6
73 + 6

74 ,故所求的数是 1
7 + 0

72 + 6
73 + 5

74 . 选 B.

(解法 2)因为 𝑎1
7 + 𝑎2

72 + 𝑎3
73 + 𝑎4

74 = 1
74 (𝑎1 × 73 + 𝑎2 × 72 + 𝑎3 × 7 + 𝑎4),括号内为七进制

表示法,其最大值为 6666(7),该数在十进制中为 2400.
在十进制数中,从 2400起按从大到小的顺序排列的第 2011个数是 2400 − 2010 = 390,而

390在七进制中为 1065(7),将此数除以 74,便得到𝑀 中的数 1
7 + 0

72 + 6
73 + 5

74 . 选 B.
(解法 3) 在理解解法 2 的基础上, 用同余知识, 可以通过排除法选出答案. 理由如下:

390 ≡ 5(mod7),而四个选项中对应的七进制数依次为 1101,1065,1100,1066,显然模 7余 5的
数只有 1065,故选 B.

点评 要将集合 𝑀 = { 𝑎1
7 + 𝑎2

72 + 𝑎3
73 + 𝑎4

74 ∣ 𝑎𝑖 ∈ 𝑇, 𝑖 = 1,2,3,4} 中的所有元素按从大到小

的顺序排列,可转化为十进制数考虑,再将十进制数转化为七进制数,即得答案. 对十进制数排
序, 关键要找到对应的顺序是几. 如果从大到小排序, 则要找到最大数 (即第一个数), 再找出
第 𝑛个数对应的十进制数即可．
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习题 1

𐆑（2024年浙江预赛）设集合 𝐴= {𝑥 ∣ 𝑥 − 1
2𝑥 − 1 ≤ 0},集合 𝐵 = {𝑥 | 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑚 ≤ 0}. 若 𝐴⊆ 𝐵,

则实数 𝑚的取值范围为 .
𐆒（2025年重庆预赛）设集合𝐴={1,2,3,⋯,2025}，𝐵={3𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴}，𝐶={𝑥 | 3𝑥 ∈ 𝐴}，则𝐵∩𝐶

的元素个数为 .
𐆓（2021年高联 B 1卷）设 𝐴={1,2,3}, 𝐵 ={4𝑥−𝑦 | 𝑥,𝑦∈𝐴}, 𝐶 ={4𝑥+𝑦 | 𝑥,𝑦∈𝐴},则𝐵 ∩𝐶

的所有元素之和为 .
𐆔（强基模拟）已知集合𝑀 = {𝑥,𝑥𝑦, lg(𝑥𝑦)}及 𝑁 = {0, |𝑥|,𝑦},并且𝑀 = 𝑁,那么

(𝑥 + 1
𝑦 ) + (𝑥2 + 1

𝑦2 ) + (𝑥3 + 1
𝑦3 ) + ⋯ + (𝑥2025 + 1

𝑦2025 )

的值等于 .
𐆕（强基模拟）若对任意 𝑥 ∈ 𝐴,均有 1

𝑥 ∈ 𝐴,就称 𝐴是“和谐”集合,则在集合

𝑃 = {− 1
2 ,−1,−2,0,1,2,3, 1

3 ,4,5}

的所有非空子集中,“和谐”集合有 个.
𐆖（2025 年北大强基）设 𝑆 = {1,2,⋯,2025}，则满足 𝐴,𝐵 ⊆ 𝑆,𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ 的二元集 {𝐴,𝐵}

有 个.
𐆗（2020年福建预赛）已知 [𝑥]表示不超过实数 𝑥的最大整数,集合 𝐴 = {𝑥 ∣ 𝑥2 − 𝑥 − 6 < 0},

𝐵 = {𝑥 ∣ 2𝑥2 − 3[𝑥] − 5 = 0}. 则 𝐴 ∩ 𝐵 = .
𐆘（2024年吉林预赛）设集合 𝑆 = {1,2,3,4,5}. 若 𝑆 的子集 𝐴满足: 若 𝑥 ∈ 𝐴,则 6 − 𝑥 ∈ 𝐴,

则称子集 𝐴具有性质 𝑝,现从 𝑆 的所有非空子集中,等可能地取出一个,则所取出的非空子集具
有性质 𝑝的概率为 .

𐆙（2024年广西预赛）设 𝑥1,𝑥2,𝑥3,𝑥4均是正整数,且 {𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑘 | 1≤𝑖 <𝑗 <𝑘 ≤4}={18,36,54},
则 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = .

𐆚集合
𝑀 = {𝑢 | 𝑢 = 12𝑚 + 8𝑛 + 4𝑙,𝑚,𝑛, 𝑙 ∈ Z}
𝑁 = {𝑢 | 𝑢 = 20𝑝 + 16𝑞 + 12𝑟,𝑝,𝑞, 𝑟 ∈ Z}

的关系为 ( ).
A.𝑀 = 𝑁 B.𝑀 ⊈ 𝑁,𝑁 ⊈ 𝑀 C.𝑀 ⫋ 𝑁 D.𝑁 ⫋ 𝑀
𐆛若

𝑀 = {𝑧 ∣ 𝑧 = 𝑡
1 + 𝑡 + i 1 + 𝑡

𝑡 , 𝑡 ∈ R, 𝑡 ≠ −1, 𝑡 ≠ 0},

𝑁 = {𝑧 | 𝑧 = √2[cos(arcsin 𝑡) + i cos(arccos 𝑡)], 𝑡 ∈ R, |𝑡| ⩽ 1}.
则𝑀 ∩ 𝑁 中元素的个数为 ( ).

A.0 B. 1 C. 2 D.4
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𐆜（2020年清华强基）已知集合 𝐴,𝐵,𝐶 ⊆ {1,2,3,⋯,2020},且 𝐴 ⊆ 𝐶,𝐵 ⊆ 𝐶,则有序集合组
(𝐴,𝐵,𝐶)的个数是 ( ).

A.22020 B. 32020 C. 42020 D.52020

𐆝（2016年新疆预赛）将集合 {2𝑥 + 2𝑦 | 𝑥,𝑦 ∈ N,𝑥 < 𝑦} 中的数从小到大排列,则第 60个数
为 .(用数字作答)

𐆞（联赛模拟）设𝑀 = {1,2,3,⋯,1995}, 𝐴是𝑀 的子集且满足条件: 当 𝑥 ∈ 𝐴时, 15𝑥 ∉ 𝐴,则
𝐴中元素的个数最多是 .

𐆟（2020年广西预赛）设集合𝑀={1,2,⋯,2020}, 𝐴⊆𝑀,且对集合𝐴中的任意元素𝑥,4𝑥∉𝐴,
则集合 𝐴的元素个数的最大值为 .

𐆠（强基模拟）设集合 𝑆 = {1,2,⋯,15},𝐴 = {𝑎1,𝑎2,𝑎3} 是 𝑆 的子集,且 (𝑎1,𝑎2,𝑎3) 满足 1 ≤
𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 ≤ 15,𝑎3 − 𝑎2 ≤ 6,那么满足条件的集合 𝐴的个数为 .

𐆡（2022年北大强基）将不大于 12的正整数分为 6个两两交集为空的二元集合,且每个集
合中两个元素互质,则不同的分法有 种．
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第 2讲 函数的基本性质

考点梳理

1. 偶函数

定义: 设 𝑓(𝑥)的定义域为 𝐼,若 ∀𝑥 ∈ 𝐼,都有−𝑥 ∈ 𝐼,且 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥),则称 𝑓(𝑥)为偶函数.
特征: 偶函数的图像关于 𝑦轴对称,定义域关于原点对称.
性质: 𝑓(𝑥) = 𝑓(|𝑥|).

2. 奇函数

定义: 设 𝑓(𝑥)的定义域为 𝐼,若∀𝑥∈𝐼,都有−𝑥∈𝐼,且 𝑓(−𝑥)=−𝑓(𝑥),则称 𝑓(𝑥)为奇函数.
特征: 奇函数的图像关于原点对称,定义域关于原点对称.
性质: 如果 𝑓(0)有意义,则一定有 𝑓(0) = 0.

3. 函数的奇偶性

(1)两个奇函数之和为奇函数,两个奇函数之积为偶函数;
(2)两个偶函数之和为偶函数,两个偶函数之积为偶函数;
(3)奇函数与偶函数之积为奇函数,奇函数与偶函数 (𝑓(𝑥) ≠ 0)之和为非奇非偶函数.
(4)既是奇函数又是偶函数的函数只有一种类型,即 𝑓(𝑥) = 0,𝑥 ∈ 𝐷,其中定义域 𝐷是关于

原点对称的非空数集.
(5)设 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑,若 𝑓(𝑥)为偶函数,则必有 𝑎 = 𝑐 = 0;若 𝑓(𝑥)为奇函数,则

必有 𝑏 = 𝑑 = 0.
(6) 定义在 (−∞,+∞) 上的任意函数 𝑓(𝑥) 都可以表示成一个奇函数 𝑔(𝑥) 和一个偶函数

ℎ(𝑥)之和．
证明:对定义在 (−∞,+∞)上的任意函数 𝑓(𝑥)，令

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥)
2 , 𐀴

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)
2 . 𐀵

易知 𝑔(𝑥)为奇函数，ℎ(𝑥)为偶函数．联立𐀴𐀵可得,
𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥), 证毕．

4. 函数的单调性

𝑓(𝑥)在区间 𝐷上单调递增的等价定义:
∀𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷,𝑥1 ≠ 𝑥2,(𝑥1 − 𝑥2)[𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)] > 0;

∀𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷,𝑥1 ≠ 𝑥2,
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)

𝑥1 − 𝑥2
> 0
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5. 函数的奇偶性与单调性

(1)奇函数在关于原点对称的区间上具有相同的单调性,偶函数在关于原点对称的区间上
具有相反的单调性.

(2)设函数 𝑓(𝑥)为定义在 𝐷上的单调递增函数,则函数 𝑓(𝑥)有如下三个重要性质:
(i)∀𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷,𝑥1 < 𝑥2 ⇔ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2);
(ii)∀𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷,𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇔ 𝑥1 = 𝑥2;
(iii)若 𝑓(𝑥0) = 𝑚(𝑚为常数),则 𝑥0 是唯一确定的实数．

6. 函数的周期性

周期函数: 一般地,设函数 𝑓(𝑥) 的定义域为 𝐷,如果存在一个非零常数 𝑇,使得对每一个
𝑥 ∈ 𝐷,都有 𝑥 + 𝑇 ∈ 𝐷,且 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥),那么函数 𝑓(𝑥)就叫作周期函数. 非零常数 𝑇 叫作这
个函数的周期.

最小正周期: 如果在周期函数 𝑓(𝑥) 的所有周期中存在一个最小的正数,那么这个最小的
正数就叫作 𝑓(𝑥)的最小正周期 (若不特别说明,𝑇 一般都是最小正周期).

注: 若 𝑇 是 𝑦 = 𝑓(𝑥)(𝑥 ∈ R)的一个周期,则 𝑛𝑇(𝑛 ∈ Z)也是函数的周期. 若函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)
是常数函数,则 𝑦 = 𝑓(𝑥)是周期函数，且无最小正周期.

设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥),𝑥 ∈ R,𝑎 > 0,则关于函数的周期 𝑇 (未必是最小正周期),有如下结论:
(1)若 𝑓(𝑥 + 𝑎) = 𝑓(𝑥 + 𝑏),则 𝑇 = |𝑎 − 𝑏|;
(2)若 𝑓(𝑥 + 𝑎) = −𝑓(𝑥),则 𝑇 = 2𝑎;
(3)若 𝑓(𝑥 + 𝑎) = 1

𝑓(𝑥) ,则 𝑇 = 2𝑎;

(4)若 𝑓(𝑥 + 𝑎) = − 1
𝑓(𝑥) ,则 𝑇 = 2𝑎;

(5)若 𝑓(𝑥 + 𝑎)𝑓(𝑥) = 𝑏(𝑏 ≠ 0),则 𝑇 = 2𝑎;
(6)若函数 𝑓(𝑥)的图像关于点 (𝑎,0)和点 (𝑏,0)对称,则 𝑇 = 2|𝑎 − 𝑏|;
(7)若函数 𝑓(𝑥)的图像关于点 (𝑎,0)和直线 𝑥 = 𝑏对称,则 𝑇 = 4|𝑎 − 𝑏|;

(8)若 𝑓(𝑥 + 𝑎) = 1 − 𝑓(𝑥)
1 + 𝑓(𝑥) ,则 𝑇 = 2𝑎;

(9)若 𝑓(𝑥 + 𝑎) = 1 + 𝑓(𝑥)
1 − 𝑓(𝑥) ,则 𝑇 = 4𝑎;

(10)若 𝑓(𝑥) = 𝑥 − [𝑥],则 𝑇 = 1. ([𝑥]表示不超过 𝑥的最大整数)
(11)设 𝑓(𝑥)是周期为 𝑇 的奇函数且 𝑓( 𝑇

2 )有意义,则 𝑓( 𝑇
2 ) = 0．

证明: (2)因为 𝑓(𝑥 + 2𝑎) = −𝑓(𝑥 + 𝑎) = 𝑓(𝑥),所以 𝑇 = 2𝑎.
(5)因为 𝑓(𝑥 + 2𝑎)𝑓(𝑥 + 𝑎) = 𝑏 = 𝑓(𝑥 + 𝑎)𝑓(𝑥),即 𝑓(𝑥 + 2𝑎) = 𝑓(𝑥),所以 𝑇 = 2𝑎, (3)和 (4)

是 (5)特殊情形．

(8)𝑓(𝑥 + 2𝑎) = 1 − 𝑓(𝑥 + 𝑎)
1 + 𝑓(𝑥 + 𝑎) =

1 − 1 − 𝑓(𝑥)
1 + 𝑓(𝑥)

1 + 1 − 𝑓(𝑥)
1 + 𝑓(𝑥)

= 𝑓(𝑥),所以 𝑇 = 2𝑎.
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(9)𝑓(𝑥 + 2𝑎) = 1 + 𝑓(𝑥 + 𝑎)
1 − 𝑓(𝑥 + 𝑎) =

1 + 1 + 𝑓(𝑥)
1 − 𝑓(𝑥)

1 − 1 + 𝑓(𝑥)
1 − 𝑓(𝑥)

= − 1
𝑓(𝑥) ,由 (4)知 𝑇 = 4𝑎.

(10) 如图 2-1 所示, 作出 𝑓(𝑥) = 𝑥 − [𝑥] 的函数图像, 知

图 2-1

𝑇 = 1.
(11) 因为 𝑓( 𝑇

2 ) = 𝑓( 𝑇
2 − 𝑇) = 𝑓(− 𝑇

2 ) = −𝑓( 𝑇
2 ), 所以

𝑓( 𝑇
2 ) = 0.

7. 函数的对称性

定理 1 若函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)的定义域为 𝐑,且满足 𝑓(𝑎 + 𝑥) = 𝑓(𝑏 − 𝑥),则函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)的图
像关于直线 𝑥 = 𝑎 + 𝑏

2 对称.
定理 2 若函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)的定义域为𝐑,且满足 𝑓(𝑎 + 𝑥) + 𝑓(𝑏 − 𝑥) = 𝑐,则函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)的

图像关于点 ( 𝑎 + 𝑏
2 , 𝑐

2 )对称.

8. 函数的奇偶性、对称性和周期性

一般地,若函数 𝑓(𝑥)具有奇偶性和对称性,则 𝑓(𝑥)必有周期性;若函数 𝑓(𝑥)具有奇偶性
和周期性,则 𝑓(𝑥)必有对称性;若函数 𝑓(𝑥)具有周期性和对称性,则 𝑓(𝑥)未必有奇偶性.

(1) 𝑦 = 𝑓(𝑎 + 𝑥)是偶函数⇔ 𝑓(𝑎 + 𝑥) = 𝑓(𝑎 − 𝑥) ⇔ 𝑦 = 𝑓(𝑥)的图像关于直线 𝑥 = 𝑎对称.
(2) 𝑦 = 𝑓(𝑎 + 𝑥)是奇函数⇔ 𝑓(𝑎 + 𝑥) = −𝑓(𝑎 − 𝑥) ⇔ 𝑦 = 𝑓(𝑥)的图像关于点 (𝑎,0)对称.
(3)若 𝑓(𝑥)是奇函数且满足 𝑓(𝑎 + 𝑥) = 𝑓(𝑎 − 𝑥),则 𝑓(𝑥)的图像关于直线 𝑥= 𝑎对称且周期

𝑇 = 4𝑎.
(4)若 𝑓(𝑥)是偶函数且满足 𝑓(𝑎 +𝑥)=𝑓(𝑎 −𝑥),则 𝑓(𝑥)的图像关于直线 𝑥=𝑎对称且周期

𝑇 = 2𝑎.
(5)若 𝑓(𝑥) 是奇函数且满足 𝑓(𝑎 + 𝑥) = −𝑓(𝑎 − 𝑥),则 𝑓(𝑥) 的图像关于点 (𝑎,0) 对称且周

期 𝑇 = 2𝑎.
(6)若 𝑓(𝑥) 是偶函数且满足 𝑓(𝑎 + 𝑥) = −𝑓(𝑎 − 𝑥),则 𝑓(𝑥) 的图像关于点 (𝑎,0) 对称且周

期 𝑇 = 4𝑎.

9. 函数的凹凸性

(1)凹、凸函数的定义
设 𝑓(𝑥)是定义在区间 𝐼 上的函数,若对 ∀𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐼,𝜆 ∈ (0,1),总有

𝑓(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≤ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥2),
则称 𝑓(𝑥)是 𝐼 上的凸函数.

设 𝑓(𝑥)是定义在区间 𝐼 上的函数,若对 ∀𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐼,𝜆 ∈ (0,1),总有
𝑓(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≥ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥2),

则称 𝑓(𝑥)是 𝐼 上的凹函数.
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(2)常见的凸函数有

𝑦 = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏,𝑦 = e𝑥,𝑦 = 𝑥3(𝑥 > 0),𝑦 = 1
𝑥 (𝑥 > 0).

常见的凹函数有

𝑦 = −𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏,𝑦 = ln𝑥,𝑦 = √𝑥,𝑦 = sin𝑥(0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋),𝑦 = cos𝑥(− 𝜋
2 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

2 ).

(3) 定理 设 𝑓(𝑥) 是区间 𝐼 上的二阶可导函数, 则在 𝐼 上 𝑓(𝑥) 为凸函数的充要条件是
𝑓"(𝑥) ≥ 0.

(4) 琴生 (Jensen) 不等式 若 𝑓(𝑥) 为 [𝑎,𝑏] 上的凸函数, 则对 ∀𝑥𝑖 ∈ [𝑎,𝑏],𝜆𝑖 > 0(𝑖 =
1,2,3,⋯𝑛),

𝑛
∑
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1,有

𝑓(𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑥𝑛) ≤ 𝜆1𝑓(𝑥1) + 𝜆2𝑓(𝑥2) + ⋯ + 𝜆𝑛𝑓(𝑥𝑛)

特别地,取 𝜆𝑖 = 1
𝑛 ,有

𝑓( 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛
𝑛 ) ≤ 𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2) + ⋯ + 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛 .

典例精讲

题型一 函数的奇偶性

例 1（2019 年贵州预赛）设 𝑓(𝑥) = lg(√1 + 𝜋2𝑥2 − 𝜋 ⋅ 𝑥) + 𝜋(𝜋 是圆周率), 若 𝑓(𝑚) = 3, 则
𝑓(−𝑚) = .

解 因为 𝑦 = lg(√1 + 𝜋2𝑥2 −𝜋⋅𝑥)是奇函数,所以 𝑓(𝑚)+𝑓(−𝑚)=2𝜋,得 𝑓(−𝑚)=2𝜋−3.
点评 设 𝑎 > 0且 𝑎 ≠ 1,易知 𝑔(𝑥) = log𝑎(√1 + 𝑚2𝑥2 + 𝑚𝑥)是奇函数,这是因为

𝑔(𝑥) + 𝑔(−𝑥) = log𝑎[(1 + 𝑚2𝑥2) − 𝑚2𝑥2] = log𝑎 1 = 0.

例 2（经典题）设 𝑥,𝑦为实数,且满足
⎧{
⎨{⎩

(𝑥 − 1)3 + 2025(𝑥 − 1) = −1,
(𝑦 − 1)3 + 2025(𝑦 − 1) = 1,

则 𝑥 + 𝑦 = .

解 原方程组整理得

⎧{
⎨{⎩

(𝑥 − 1)3 + 2025(𝑥 − 1) + 1 = 0,
(1 − 𝑦)3 + 2025(1 − 𝑦) + 1 = 0.

设𝑓(𝑡)=𝑡3 +2025𝑡 +1,则有𝑓(𝑥−1)=𝑓(1−𝑦),又𝑓(𝑡)单调递增,所以 𝑥−1=1−𝑦,即 𝑥+𝑦=2.
评析 观察方程的结构,适当变形,构造函数,然后利用函数的单调性来解决问题.

题型二 函数的单调性

例 3（2017年贵州预赛）已知△𝐴𝐵𝐶 的三边长分别为 𝑎,𝑏,𝑐,且 𝑎𝜋 + 𝑏𝜋 = 𝑐𝜋(𝜋是圆周率),则
△𝐴𝐵𝐶 为 ( ).

A.锐角三角形 B.直角三角形 C.钝角三角形 D.以上皆有可能


